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v 

" . H *"  * 

Quaestiones  ex  arithmetica  sublimiori  saejie  ii  umero  pliaenotiieno^  si  ufjul  are 
t offerunt,  quod  in  analysi  longe  rarius  occurrit,  atque  ad  illarum  illecebras  augen- 
das mtiltum  confert.  Dum  scilicet  in  disquisitionibus  analytiois  plerumque  ad 
veritates  novas  pertingere  non  licet,  nisi  prius  principiis,  quibus  innituntur  quae- 
* que  ad  eas  viam  quasi  patefacere  debent,  penitus  pAtiti  simus : contra  jfl  afithme- 
tica  frequentissime  per  inductionem  fortuna  quadam  inopinata  veritates  elegnntis- 
t simae  novae  prosiliunt,  quarum  demonstrationes  tam  profunde  latent  tantisque 
tenebris  obvolutae  sunt,  ut  omnes  conatus  eludant,  acerrimisque  perscrutationibus 
«ditum  denegent.  Tantus  porro  adest  tamque  mirus  inter  veritates  arithmeticas, 
primo  aspectu  maxime  heterogeneas , nexus,  ut  haud  raro , dum  longe  alia  quaeri- 
mus. tandem  ad  demonstrationem  tantopere  exoptatam  longisque  antea  meditatio-  , 
ilibus  frustra  quaesitam  longe  alia  via  quam  qifa  exspectata  fuerat  felicissime  per- 
veniamus. 1’lcrumquc  autem  Jmiusinodi  veritates  eius  sunt  indolis,  ut  pluribus 
viis  valde  diversis  adiri  queant,  nec  semper  viae  brevissimae  sint,  quae  primo  se 
offerunt.  In  tnagnd  itaque  certe  pretio  habendum  erky  si , tali  veritate  longe  in- 
cassum ventilata,  dein  demonstrata  quidem  sed  per  ambages  abstrusiores,  tandem 
viam  simplicissimam  atque  genuinam  detegere  contigerit. 


2. 

. Inter  quaestiones,,  de  quibus  in  art.  praec.  diximus , locum  insignem  teuet 
theorema  omnem  fere  theoriam  residuorum  quadraticorum  continens,  quod  in  Dis- 
quisitionibus arithmeticis  (Sect.  IV.)  theorematis  fundamentalis  nomine  distinctum 

1* 
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est.  F*to  primo  huius  elegantissime  theorematis  inventore  i)l!  1 .egendre  absque  du- 
bio hab^udus  n£t, '«postquam  longe  antea  sumini  geometrae  Euleb  et  I .aokaiujr  plu- 
res  eius  easus  speciales  iant  per  in^etionem  dejexcran*.  Coetibus  horum  viro- 
. rum  circa  demonstrationein  t;uuiuerajuKs'hia  non  Immoror;  adeant  quibus  vt^upe 
est  opus  modo  com mcmpratfcg» • f .yBicefe  liceat  tantummodo.  in  contirmafioOcfn 
eorum,  quae  in.%rt.  pmec  prolata^int  quae  nd  meodVonatus  pertiment.  In  ipsum 
theorema  proprio  maite1  ineidbrafu  anno  1795  . dum  omnium,  quae  in  arithmetica 
sublimiori  iam  elaborata  fuerant,  penitus  ignarus  et  a subsidiis  literariis  omnino 
• praeclusus  essem : sed  per  integrum  «tinum  me  torsit , operumque  enixissimam  ef- 
t fugit,,  donec  tandem  demonstrationehi  in  Sdctione  quarta  operis  illius  traditam 
nactus  essem.  Uostea  tres  aliae,  principii-!  prorsus  diversis  innixae  se  mihi  obtu- 
lerunt,' quarum  unam  in'  Sectione  qninta  tradidi,  reliquas  cibantia  illa  haud  in- 
feriores alia  , occasione  pubici  iuris  faciam.  Sed  omnes  hae  demonstrationes, 
etiamsi  respectu  rigoris  nihil  desiderandum  relinquere  videantur,  e principiis  ni- 
mis heterogeneis  derivatae  sunt,  prima  forsan  excepta,-  quae  tamen  per  ratiocinia 
magis  laboriosa  procedit,  operationibusque  prolixioribus  premitur.  Dcmoustra- 

tionem  itaque  genuinam  liactenus  liaud  a finisse  non  dubito  pronunciare:  esto  iam 

% 

,•  penes  peritos  indicium,  an  ea,  quam  nuper  detegere  successit,  quamque  pagellae 
sequentes  exhibent,  hoc  nomine  decorari  mereatur. 

V . ‘ . ...  '• 


3. 


Theorema. 
• divisibilis ; 


Sit  p numerus  primus  positivus ; k integer  quicunque  per  p non 


A complexus  numerorum  1,  2,  3 ....  | 1 j» — 1) 

B cbmplexus  horum'  }(p-|-l),  l(p+  3),  { (j>  + •r>) . . . . p — 1 
• • 

Capiantur  residua  minima  positiva  productorum  ex  k in  singulos  numeros  A secun- 
dum modulum  p,  quae  manifesto  omnia  diversa' erunt , atque  jmrtim  ad  A partim  ad 
B pertinebunt.  Iam  si  ad  B omnino  p residua  pertinere  supponantur,  erit  k <eel  re- 
siduum vel  non-residuum  quadraticum  ipsius  p,  prout  p par  est  vel  impar. 

Dem.  Sint  residua  ad  A pertinentia  haec  a,  ai,  ai' -reliqua  ad  B 

jiertinentia  b,  b',  b" patetque  posteriorum  complementa  p — b.  p — 1> . p — b". , . . 

• « 

cuncta  a numeris  a,  a',  a" ...  . diversa  esse,  eum  his  vero  simul  sumta  comple- 
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xum  A explere.  * IlJiberrms  itaque  * 


f 


m fc  4 . Q>« 

s*~  f*  ^ ‘ * V * ▼ 

sive  A + I ,i  j»*out  ]x  par  estjel  impar,  unde-  theorema  nostrum' proti- 


nus demanat. 


; }v(  ' ’ 

| •*  V ■**  *- 

.1  4*  » 


. *-  . . : 

Ratiocinia  sequentia  magnopere  abbreviare  licebit  per  introductionem  qua- 

rundam  designationum  idonearum.  Exprimet  igitur  nobis  cliaracter  ( k , /»)  mul- 
titudinem productorum  ex  his  • < ■ * * 

4*  >*  . ^ 

k.  2 k,  8 k . . -T.  }()>  — 1)*,  ’ • \ ■' 

• * * • - j ' 

. . '«4 

quorum  residua  minima  positiva  secundum  modulum  p huius  semissem  superant. 
Porro  existente  x quantitate  quacunque  non  integra.  |>er  signutn  [a:]  exprime- 
mus integrum  ipsa  x proxime  minorem,  ita  ut  x — [x1.  semper  fiat  quantitas  ]>o- 
sitiva  intra  limites  0 et  t sita,  levi  iam  negotio  relationes  sequentes  evolventur: 

fc 

I.  [x]  + [ — x\  = — 1. 

, • > r 

11.  fx]-|-A  = jx+A),  -quoties  h est  integer. 

III.  [x]  + [A  — x}  =ih-  I. 

IV.  Si  x — [&]  est  fractio 'minor  quam  1,  erit  [2x] — 2[x]=0; 
si  vero  x — [x]  est  maior  quam  erit  [2x1  — 2 [x]  = i. 

* ; •*  ‘ . w 

V.  Iacente  itaque  residuo  minimo  positivo  integri  A secundum  modulum 
p infra  ip , erit  [— ] — 2 [*  ] = 0;  iacente  autem  residuo  illo  ultra  lp,  erit 


% 

.A  » 


< H . 
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VI.  * Hinc  8tatim  sequitur  [k,p)  = 


VII.  Ex  VI.  et  I.  nullo  negotio  derivatur 

■ * • $ * ^ t 

4- {—*./>)  = i[p— i) 

Unde  sequitur,  — k vel  eandem  vel  oppositam  relationem  ad  p habere  (quate- 
nus huius  residuum  aut  non-residuum  quadraticum  est)  ut  — A' , prout  p vel 
formae  4»-J-l  fuerit,  vel  formae  4»-f-  3.  In  casu  priori  manifesto  — 1 resi- 
duum , in  posteriori  non-residuum  ipsius  p erit. 

VIII.  Formulam  in  VI.  traditam  sequenti  modo  transformabimus.  Per  III.  fit 

Applicando  hasce  substitutiones  ad  £5  1 membra  ultima  seriei  superioris  in  illa 
expressione,  habebimus 
primo . quoties  p est  formae  4 n + 1 
(*,  p)  = i (Ar — l)(p — 1) 

- +1^1 

secundo , quoties  p est  formae  4 n -f-  3 
(*.p)  = +(*— 0(p+i) 

— ‘I^H-iyi-Hyl  • • • • +l!l£7ial| 

- i(;]+[V]+(7]'---+['j!T-,!‘l| 

IX.  Pro  casu  speciali  k 2 e formulis  modo  traditis  sequitur 
(2,p)  = } (p  -j-  1 ) , sumendo  signum  superius  vel  inferius,  prout  p est  formae 
4 *»  — J—  1 vel  4n-f-3.  Erit  itaque  (2,  p)  par,  adeoque  2JRp,  quoties  p est  for- 
mae 8 »— (—  1 vel  8 »» — 7 ; contra  erit  (2,  p)  impar  atque  2 Np , quoties  p est 
formae  8n-(-3  vel  8n-i-5. 
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5. 

TnEOREMA.  Sit  x quantitas  positiva  non  integra , inter  cuius  multipla  x,  2 x, 
3x....  usque  ad  nx  nullum  Jiat  integer;  ponatur  [»*]  — A,  unde  facile  concluditur, 

etiam  inter  multipla  quantitatis  reciprocae  j , ~ , - usque  ad  * integrum  non 

rejteriri.  Tum  dico  fore 

!"jr]  + [2x]+[3*l  . . — [m  jp!  i 

+iil+  K)  +[7] • ■■■ + Ijl  I ="‘ 


Dem.  Seriei  [•*’] -|-[2.r [3ar|  . . . . nx],  quam  ponemus  = Li,  mem- 

. i p I itura  • 1 * • 

bra  prima  usque  ad  I— I inclus.  manifesto  omnia  erunt  = 0 ; sequentia  usque 

_ riltum  z * . _ rSltuin 

ad  [-J  cuncta  = 1 ; sequentia  usque  qd  [-J  cuncta  =2  et  sic  porro. 
Hinc  fit 

«=  »x[i) 

+'xj[ii-iai 
+»x|[|]-[i]| 

+»*  113-01 

etc. 

+*|— 01 

U E.  I). 


6. 

Tukorkma.  Designantibus  k,p  numeros  positivos  mpares  inter  se  primos  quos- 
cunque, erit 


[;)+iyi+[Vi'-+rJ£7i‘)j 


EI* — l|(i> — 1). 


Demonstr.  Supponendo,  quod  licet,  k<^p,  erit  — — — minor  quam  } k. 


sed  maior  quam  { [k — 1),  adeoque 
praesens  ex  praec.  protinus  sequi, 
que  j (k  — 1 ) = h. 


(fcOij  = ■ 

statuendo  illic  — = x , 
P 


Hinc  patet,  theorema 
{(p  — l)=rn.  adeo- 
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Ceterum  simili  modo  demonstrari  potest,  si  k fuerit  numerus  par  ad  p 
primus,  fore 

+Bi+0j+m •■••+«&  I ' 

At  huic  propositioni  ad  institutum  nostrum  non  necessariae  non  immoramur. 

» 

7. 

Iani  ex  combiniitione  theorematis  praec.  cum  propos.  VIII.  art.  I.  theorema 
fundamentale  protinus  demanat.  Nimirum  denotantibus  k,  p numeros  primos 
positivos  inaequales  quoscunque , et  ponendo 

(*.  . • • . +1^1 = i. 

per  VIII.  art. 4.  patet,  L ct  M semper  fieri  numeros  pares.  At  per  theorema 
art.  6.  erit 

L+M  = (A. />)+(*  *)+*(*-!){?-») 

Quoties  igitur  J {k — 1 ){p — 1)  par  evadit,  quod  fit,  si  vel  uterque  k,  p vel  sal- 
tem alteruter  est  formae  4 n -f- 1 , necessario  (*,  p)  et  (p,  k ) vel  ambo  pares  vel 
ambo  impares  esse  debent.  Quoties  autem  J [k — l)(p  — 1)  impar  est,  quod  eve- 
nit, si  uterque  k,  p est  formae  4 »-(-3,  necessario  alter  numerorum  (k,  p),  (ji,  k) 
par,  alter  impar  esse  debebit.  In  casu  priori  itaque  relatio  ipsius  k ad  p et  re- 
latio ipsius  p ad  k (quatenus  alter  alterius  residuum  vel  non-residuum  est)  iden- 
ticae  erunt,  in  casu  posteriori  oppositae. 

Q.  E.  D. 
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QUARUMDAM  SEUIERUM  SINGULARIUM. 


l. 

Inter  veritates  insigniores,  ad  quas  theoria  divisionis  circuli  aditum  a[>cruit, 
locum  haud  ultimum  sibi  vindicat  summatio  in  Disquiss.  Arithmet.  art.  356  pro- 
posita. non  modo  propter  elegantiam  suam  peculiarem,  miramque  foecunditatem. 
quam  fusius  exponendi  occasionem  posthac  dabit  alia  disquisitio,  sed  ideo  quoque, 
quod  eius  demonstratio  rigorosa  atque  completa  difficultatibus  haud  vulgaribus 
premitur.  Quae  sane  eo  minus  exspectari  debuissent,  quum  non  tam  in  ipsum 
theorema  cadant,  quam  potius  in  aliquam  theorematis  limitationem,  qua  neglecta 
demonstratio  statim  in  promtu  est,  faeillimeque  £ theoria  in  opere  isto  explicata 
derivatur.  Theorema  illic  exhibitura  est  in  forma  sequente.  Supponendo  n esse 
numerum  primum,  denotandoque  indefinite  omnia  residua  quadratica  ipsius  n in- 
ter limites  1 et  n — 1 incl.  sita  per  a , omniaque  non-residua  iuter  eosdem  limites 
iacentia  per  b , denique  per  u»  arcum  ” - , et  per  k integrum  determinatum 
qucmcunquc  per  n non  divisibilem,  erit 

I.  pro  valore  ipsius  «,  qui  est  formae  t «i  -+-  1 , 

ii  cos  a k io 
ii  cos  b k o> 
iicosaAiu  — ii  cos  6 £ tu 
ii  sin  aktu 
ii  sin  bkt o 


= — 4 ± I V» 

— — 1 + 1 V«>  adeoque 

— + y n 
= 0 

= 0 


2 


* 
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II.  pro  valore  ipsius  n,  qui  est  formae  4 m -i-  3, 

-cosaAru»  — — j 
S cos  6 Aid  — — ^ 
ii  sin«A‘to  = ~t~  j V» 

— sinbkw  = ip  ly'» 
ii  sin  n Ato  — ii  sin  AA‘to  = -j-  \jn 

Hae  summationes  1.  c.  omni  rigore  demonstratae  sunt,  neque  alia  difficultas 
hic  remanet  nisi  in  determinatione  signi  quantitati  radicali  praefigendi.  Nullo 
quidem  negotio  ostendi  potest,  hoc  signum  eatenus  a numero  A pendere,  quod 
semper  pro  cunctis  valoribus  ipsius  Ar,  qui  sint  residua  quadratica  ipsius  n,  sig- 
num idem  valere  debeat , et  contra  signum  huic  oppositum  pro  omnibus  valoribus 
ipsius  k,  qui  sint  non-residua  quadratica  ipsius  n.  Hinc  totum  negotium  in  va- 
lore k — 1 versabitur,  patetque,  quam  primum  signum  pro  hoc  valore  valens  in- 
notuerit , pro  omnibus  quoque  reliquis  valoribus  ipsius  k signa  statim  in  promtu 
fore.  \ erum  enim  vero  in  hac  ipsa  quaestione , quae  primo  aspectu  inter  facilio- 
res referenda  videtur,  in  difficultates  improvisas  incidimus,  methodusque.  qua 
ducente  sine  impedimentis  hucusque  progressi  eramus,,  auxilium  ulterius  prorsus 
denegat. 


2. 

.Haud  abs  re  erit,  antequam  ulterius  progrediamur , quaedam  exempla  sum- 
^mationjs  nostrae  per  calculum  numericum  evolvisse:  huic  vero  quasdam  observa- 
tiones generales  praemittere  conveniet. 

» *• 

I.  Si  in  casu  eo , ubi  n est  numerus  primus  formae  4m+l,  omnia  resi- 
dua quadratica  ipsius  n inter  1 et  J(« — 1)  incl.  iaccntia  indefinite  per  d ex- 
hibentur, omniaque  non-residua  inter  eosdem  limites  per  b',  constat,  omnes  n — d 
inter  ipsos  a,  omnesque  n — b'  inter  b comprehensos  fore:  quamobrem  quum 
omnes  d,  b',  n — d,  n — b'  manifesto  totum  complexum  numerorum  1,2,  3 . . . . 
« — ! expleant , omnes  d cum  omnibus  n — d iuncti  omnes  a complectentur, 
et  perinde  omnes  b'  cum  omnibus  n — b'  iuncti  omnes  b comprehendent,  llinc 
erit 
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^cgsaloi  — ii  cos ak ui  - cos [n  — a)k to 

- cos  bkut  = ii  cosMio  -|-  i£eos  [n  — 6')  k ut 
ii  sin  a A io  = iisina'Au>-|-ii8in(» — a)ku> 

- sin  bkut  — ^sint'A-u»  + -sin(»  — b^kut 

lam  quum  habeatur  cos(n  — a')kut  = cosaAio,  cos  (n — b')  kut  — cos  bkut. 
sin(n  — d)  kut  = — sin  akut,  sin  (n  — b^kut  — — sin  bkut,  patet  sponte  fieri 

ii  sin  a Aio  = ii  sin  n’ Aio — £sina'Au>  — o 
ii  sin  A Aio  = ii  sin  A' Aio — 5!  sin  A'Au>  — 0 

Summario  cosinuum  vero  hanc  formam  assumit 

2 cos  a A u>  = 2 ii  cos  ak <o 
ii  cos  b k io  2 ii  cos  A’A  io 


unde  fieri  debebit 


1 — -1  — cos  ak  n>  =:  — y/w 
1 — |—  4 X cos  b'  k u>  = \ n 

2i£cosu'Aio — 2 ii  cos  b‘k  io  = -|-  \n 


II.  In  casu  eo,  ubi  n est  formae  4 m -f-  3,  complementum  cuiusvis  resi- 
dui a ad  n erit  non-residuum,  complementumque  cuiusvis  b erit  residuum;  quo- 
circa omnes  n — a convenient  cum  omnibus  b,  omnesque  n — b cum  omnibus  a. 
Hinc  colligitur 

v 

ii  eos  a Aio  = ii  cos  (n  — b)ku>  — ii  cos  bkut 

4 

quare  quum  omnes  a et  b iuncti  omnes  numeros  1,  2.  3 ....  » — I expleant, 
adeoque  fiat  ii  cos  a Aio  + ii  cos  bkut  = cosAtu  -(-  eos2Au>  -|-  cos  3 k <o  -f-  <Stc. 
cos  (n  — I ) kut—  — 1 , sumnmtiones  , 

ii  cos  a k iu  — — J 
ii  cos  A A eo  = — }• 

sponte  sunt  obviae.  Perinde  erit 

XsinaAio  — ii  sin  (n  — b)ku>  = — ii  sin  A A <o 
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unde  patet,  quomodo  summationum 

2-sinaA'tu  = -j~  \Jn 
2 i!  sin  b Arto  — \bi 

altera  ab  altera  pcndcat. 


3. 

Eece  iam  computuin  numericum  pro  aliquot  exemplis: 

I.  Pro  n — 5 adest  valor  unus  ipsius  d,  puta  d — I,  valorque  unus 
ipsius  b\  puta  b'  = 2 ; est  autem 

costo  — -J-  0,3090 169944  cos  2 u»  = — O.S0901  69944 

adeoque  1 -j-  4 cos  to  — y3 , 1 -j-  4 cos  2 ui  = — \b>. 


II.  Pro  n =■  13  adsunt  tres  valores  ipsius  d.  puta  I,  3,  4,  totideniquc 
valorcs  ipsius  b',  puta  2,  5,  6,  unde  computamus 


costu  = + 0,8854560257 
cos 3 tu  = -f-  0,1205366803 
cos  4 tu  r=  — 0,3546018870 
Summa  — + 0,6513878190 

Hinc  1 + Incusato  = -f-y/13. 


cos  2(u  = + 0,5680647467 
cos5tu  = — 0.74851074S2 
cos  6 tu  = — 0,9  709418174 
Summa  = — 1,1513878189 

I + 4 S cos  b'to  — — \/ 1 3. 


III.  1 ’ro  n — 17  habemus  quatuor  valorcs  ipsius  d,  puta  1,  2,  4,  8, 
totidemque  valores  ipsius  b\  puta  3,  5,  6,  7.  Hinc  computantur  cosinus 


costo  = + 0,9324722294 
cos2u>  = + 0,7390089172 
cos  4 tu  = -f-  0,0922683595 
cosSto  = — 0.9S29730997 
Summa  + 0,7807764064 


cos  3to  + 0,4457383558 
cosSto  = — 0,2730629901 
cOSOto  = — 0.6020346364 
cos  7 tu  = — 0,8502171357 
Summa  — — 1,2807761065 


Ilinc  1 + 4 X cos  a'to 


— |—  y’  1 7 , 1 + 4 £ cos  ft'to  = — y!7. 
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IV.  Pro  n = 3 adest  valor  unicus  ipsius  a,  puta  a — 1,  cui  respondet 
sino»  = + 0,8660254038 

Hinc  2 sinu»  = -f-^3. 

V.  Pro  n = 7 adsunt  valores  tres  ipsius  a,  puta  I,  2,  4:  hinc  haben- 
tur sinus 

sinu*  = -j-  0,78 1 83 1 4 925 
sin  2io  = + 0,9749279122 
sin  4 m = — 0.433SS37391 

Summa  — 1.3228756556,  adeoque  2£sinaui  = -)-  y/7. 

VI.  Pro  « = 11  valores  ipsius  a sunt  1,  3,  4,  5,  9,  quibus  respondent 

sinus 

sinui  =+0,5406408175 
sin  3ui  = 4-0,9898214419 
sin4oi  = 4-0,7557495744 
sin  5ui  = 4-0,2817325568 
sin  9ui  = — 0,9096319954 

Summa  = -(-  1,6583123952,  et  proin  2Ssinaui  = -f-\  > 1 

VII.  Pro  »=19  valores  ipsius  a sunt  1,4,5.  6,  7,9,  II,  16,  17,  qui- 
bus respondent  sinus 

sinui  =-f-0,3246994692 
sin  4 ui  = 4-0,9694002659 
sin  5ui  = 4-0,9065844930 
sin  6ui  = 4-0,9157733267 
sin 7 ui  = 4-0,7357239107 
sin  9ui  = 4-0,1645945903 
sin  1 1 ui  = —0,4759473930 
sin  16ui  = —0,8371664783 
sin  1 7 «i  = —0,6142127127 

Summa  = 4-2,1794494718,  adeoque  2Ssinaui  = 4-^19. 
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4. 

In  omnibus  hisce  exemplis  quantitas  radicalis  signum  positivum  obtinet, 
idemque  facile  pro  valoribus  maioribus  n = 23,  n — 29  etc.  confirmatur,  unde 
fortis  iam  probabilitas  oritur , hoc  generaliter  perinde  se  habere.  Sed  demonstra- 
tio huius  phaenomeni  e principiis  1.  c.  expositis  peti  nequit , plenissimoque  iure 
altioris  indaginis  aestimanda  est.  Propositum  itaque  huius  commentationis  eo 
tendit,  ut  demonstrationem  rigorosam  huius  elegantissimi  theorematis,  per  plures 
annos  olim  variis  modis  incassum  tentatam , tandemque  per  considerationes  sin- 
gulares satisque  subtiles  feliciter  perfectam  in  medium  proferamus,  simulque  theo- 
rema ipsum  salva  seu  potius  aucta  elegantia  sua  ad  longe  maiorem  generalitatem 
evehamus.  Coronidis  denique  loco  nexum  mirabilem  arctissimum  inter  hanc  sum- 
mationem  aliudque  theorema  arithmeticum  gravissimum  docebimus.  Speramus, 
hascc  disquisitiones  non  modo  per  se  geometris  gratas  fore,  sed  methodos  quoque, 
per  quas  haec  omnia  efficere  licuit,  quaeque  in  aliis  quoque  occasionibus  utiles 
esse  poterunt,  ipsorum  attentione  dignas  visum  iri. 


Petita  est  demonstratio  nostra  e consideratione  generis  singularis  progres- 
sionum . quarum  termini  pendent  ab  expressionibus  talibus 

(I  — *")  (I  — «— ‘)  (»  ~ «—*)  •■.•(!  -**-***) 

. (7  — *)  (i-**)  *(t . . (t-*e) 


Brevitatis  caussa  talem  fractionem  per  (««.  p)  denotabimus,  et  primo  quasdam  ob- 
servationes generales  circa  huiusmodi  functiones  praemittemus. 


I.  Quoties  m est  integer  positivus  uiinor  quam  p,  functio  (m,  p)  mani- 
festo evanescit , numeratore  factorem  1 — .r0  implicante.  Pro  m p,  factores 
in  numeratore  idcntici  erunt  ordine  inverso  cum  factoribus  in  denominatore,  unde 
erit  (p,  p)  = t : denique  pro  casu  eo,  ubi  m ost  integer  positivus  maior  quam 
p . habentur  formulae 


(p+‘.p)  = i5,-  = (p+i.  n 

*+»•  rt  - !!:P  = <M->.  3)  etc. 
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sive  generaliter 


(m,  p)  — ( m,m — p) 


II.  Porro  facile  confirmatur,  haberi  generaliter 

(m,(i -(-1)  = {#»  — I, ji-H)+  (w — l.ji) 

quamobrem.  quum  perinde  sit 

(m  — 1,  |i+l)  = (m  — 2,p+l)-j-.r’’,— 1 '*'"•(* — 2,  p) 

(m — 2,  p-f-1)  — (m — 3,  pi  — 1 ) — — 3,  p) 

(m  — 3,  |i  + l)  = (m  — 4,p-f-l)  + (w — 4,p)  etc., 

quae  series  continuari  poterit  usque  ad 

(p-|-2,  (i-t-l)  = (p+l,p+t)+*(p+l.|*) 

= (l*.(t)  + *(lt  + ,'li) 

siquidem  m est  integer  positivus  maior  quam  p-|-l.  erit 

(«.p+l)  = (p,p)  + x(p  + l,p)  + ,r.r(p+2,p)  + J^(p+3,p)  -fete. 

+ ^-'(W~t.p) 

Hinc  patet,  si  pro  aliquo  valore  determinato  ipsius  p quaevis  functio  (w.  p; 
integra  sit,  existente  m integro  positivo,  etiam  quamvis  functionem  (m,p-fl) 
integram  evadere  debere.  Quare  quum  suppositio  illa  pro  p = I locum  habeat, 
eadem  etiam  pro  p = 2 valebit,  atque  hinc  etiam  pro  p = 3 etc.,  i.  e.  genera- 
liter pro  valore  quocunque  integro  positivo  ipsius  m erit  (w,  p)  functio  integra, 
sive  productum 

(1  — a-m)(l—  *— ')(l  — ir-*) ....  (i—jT-H-'} 

divisibile  per 

(1  — j;)(1  — **)(! — a?  ) . . . . (t  — .t*1) 


Duas  iam  progressiones  considerabimus,  quae  ambae  ad  scopum  nostrum 
ducere  possunt.  Progressio  prima  haec  est 
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sive 


t-x - , (t— *”)(t— X”-') 

-T-(i-x)  (l-xx) 


0—0  (i_xx)  (1  X*) 


+ etc. 


1 — ( m , 1}  + (»i,  2)  — («i,  3)+  (m,  4)  — ctc. 


quam  brevitatis  caussa  per  f{x,  m)  denotabimus.  Primo  statim  obvium  est.  quo- 
ties m sit  numerus  integer  positivus,  hanc  seriem  post  terminum  suum  m 4~  * tum 
(qui  fit  = + t)  abrumpi , adeoque  in  hoc  casu  summam  fieri  debere  functionem 
finitam  integram  ipsius  x.  Porro  per  art.  5.  II.  patet,  generaliter  pro  valore  quo- 
cunque ipsius  m haberi 


1 = 1 

— {»,  1)  = — («— 1,1)  — x”1-1 

4~(m,  2)  = 4-  {« — i,  a)  4-  —l.i) 

— (m,  3)  = — (m — 1,3)  — Z1-*  (m  — 1,2)  etc. 

adeoque 

f(x,m)  = 1—  — (1— y"-*)(»— 1, 1)  4-  (1  — 1,2) 

— (1—  1,3)  4-  etc. 

Sed  manifesto  fit 

(1— xm-*)(m  — 1,1)  = (1 — jt’"  *)(a» — 2, 1) 

(1—  — 1,2)  = (1  — X*-' ')(«  — 2,2) 

(1— 1,3)  — (1— aT~'){m  — 2,3)  etc. 
unde  deducimus  aequationem 

f[x,m)  = (\-*r-'}f(x,m-‘l) [1] 


7. 

Quum  pro  m = 0 fiat  f{x.  tn)  = 1,  per  formulam  modo  inventam  erit 
f{x,  2)  ==  1 — x 
/(•*.  4)  = (1—  *)(!—**) 
f(x,  6)  = (1 — x)  (1  — X*)(l — X*) 
f(x,  8)  = (1 — x)  (1 — x*}{l — x*)(l — x7)  etc. 

M 

sive  generaliter  pro  valore  quocunque  pari  ipsius  m 

/(x.  ot)=  (1—  x)(l— x*)(l— x4) (I  — x™-1)  ....  [2( 


Digitized  by  Google 


SEUIERUM  SINGULARIUM. 


1!) 


Contra  quum  pro  m — 1 fiat  /(x,  m)  = 0 , erit  etiam 

f{x,  3)  = 0 
/(X.5)  = 0 
f(x,  7)  = 0 etc. 

sive  generaliter  pro  valore  quocunque  impari  ipsius  m 

f(x,  m)  — 0 

Ceterum  summatio  posterior  iam  inde  derivari  potuisset,  quod  in  progres- 
sione 

t — ( m , 1 ) — |—  (m,  2}  — (m,  3)  -(-etc.  + (m,m  — 1)  — (m,m) 
terminus  ultimus  primum  destruit,  penultimus  secundum  etc. 

8. 

Ad  scopum  quidem  nostrum  sufficit  casus  is , ubi  m est  integer  positivus 
iinpar:  sed  propter  rei  singularitatem  etiam  de  casibus  iis,  ubi  m vel  fractus  vel 
negativus  est,  pauca  adiecisse  haud  pocnitebit.  Manifesto  tunc  series  nostra  haud 
amplius  abrumpetur,  sed  in  infinitum  excurret,  facileque  insuper  perspicitur,  di- 
vergentem eam  fieri,  quoties  ipsi  x valor  minor  quam  1 tribuatur,  quapropter 
ipsius  summatio  ad  valores  ipsius  x qui  sint  maiores  quam  1 restringi  debebit. 
Per  formulam  [1]  art.  6.  habemus 

/(x,  -2)  - -4 

/{x.  — 4)  = -4 . 4 

/(x, — 6)  = — 4 • — 4 ■ etc- 

t I . I—  -v 

z x’  r 

ita  ut  valor  functionis  /(x,  m ) etiam  pro  valore  negativo  integro  pari  ipsius  m in 
terminis  finitis  assignabilis  sit.  Pro  reliquis  vero  valoribus  ipsius  m functionem 
/(x,  m)  in  productum  infinitum  sequenti  modo  convertemus. 

Crescente  m in  valorem  negativum  infinitum , functio  /(x,  m)  transit  in 

3* 
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, ■ I | ! I | 1 1 I '■ 

+ x^7  ' etc. 

Haec  itaque  series  aequalis  est  producto  infinito 


i i i 

i — = i--  i— 


etc.  in  infin. 


Porro  quum  generaliter  sit 

/(x.  m)  =r  /(x,  — 2X).(1  — ar-')(t— jr"-*){l— ar-*)..(l  — y—,x+') 


erit 


/(x.  m)  — f[x . — oo) . (1 — xm-l)(l — xm-1)(l — x™-4}  etc.  in  infin. 

\—xm-‘  i —i 


I — X~-  I ** 

i — x~  ' i^jr' 


-zr-  etc.  in  infin. 


quos  factores  tandem  continuo  magis  ad  unitatem  convergere  palam  est. 
Attentionem  peculiarem  meretur  casus  m = — 1 . ubi  fit 

— 1)  ==  i x *— }-x  *— {—  x ^-f“X  etc. 


Haec  itaque  series  aequatur  producto  infinito 

1 x~'  1— x_‘  I — X" 

i— x~'  i— *■* ' i—  x 

sive  scribendo  x pro  x— erit 


r,  etc. 


, +x+x*+x»+  etc  - '0/  ■ }=5  • etc. 

Haec  aequalitas  inter  duas  expressiones  abstrusiores,  ad  quas  alia  occasione  reve- 
niemus . valde  sane  est  memorabilis. 


9. 


Secundo  loco  considerabimus  progressionem  hancce 


I — (— x* 


l-x" 
i — x 


+ x 


(1-x)  (1— xx) 


+ X» 


(l-x”)  { l — X— ')(l-x~-‘) 
(l  — x)"(i-xx)  (l-X*) 


-|-  etc. 


sive 


• 1 -f-x*(m,  I ) +Vr(m,  2) +x*’  (m.  3)  + xx  (m,  4)  + etc. 

quam  |>er  F(x,  m)  denotabimus,  llestringeinus  lianc  disquisitionem  ad  casum 
eum.  ubi  m est  integer  positivus,  ita  ut  haec  quoque  series  semper  abrumpatur 
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eum  termino  m + 1*°,  qui  est  = xim(rn,  m).  Quum  sit 

(m,tn)  — 1.  — t)  — (ij i,  t),  (m,  m — 2)  = (m.  2)  etc. 

progressio  ita  quoque  exlifoeri  poterit : « 

F(x, m)  = xim-t-x>'"'~')(m,  I)  _|_  j«*(**-*) /,„t 2)  -f.  (m.  :t)  + ete. 

llinc  fit 

(1 +x,”kH)  F[x, m)  = I+ji(m,!)  + x m,  2)  -{-  x*  ( m , 3)  -|-  ete. 

+ + x,.xm~'!(m.2)  + etc. 

Quare  quum  habeatur  (art.  5.  II) 

fnt,  = («+t,  1) 

(m,  2)  + ■c’”-1  (m,  I ) = (m  + 1 , 2) 

(m,  3)  + -r"'”'  {m.  2)  = (m +1 , 3)  etc. . 

provenit 

(!+*•"+•)  F{x,m)  = 2>.»+l) 13] 

Sed  fit  F(x,  0)  = 1 : quamobrem  erit 
F(x,  1)  = 1 -f*» 

F(x,  2)  = (1+**)  (!+•») 

F{x,  3)  = (1— J— jr1)  (I  -4— J?)  (I— (— J?*)  etc.. 

sive  generaliter 

F[x,  m)  — (l+d?*)(l+;r)f1+;r*) ■ • • • ( * — i— j?*”*)  ....  [4] 

10. 

Praemissis  hisce  disquisitionibus  praeliminaribus  iam  propius  ad  propositum 
nostrum  accedamus.  Quum  pro  valore  primo  ipsius  n quadrata  1,4,9....  n — I))1 
omnia  inter  se  incongrua  sint  secundum  modulum  n,  patet,  illorum  residua  mi- 
nima secundum  hunc  modulum  cum  numeris  a identica  esse  debere . adeoque 

1 eos  u Aio  = cos  A' 10 -f- cos 4 A ut  -f- cos 9 Ato  -f- etc. -|- cos (n  — 1 ) 1* Ar u» 
isin«Au>  = sinAm-|-sin4  A<o-j-Kin9Au>-|-ete.-f-sin(j  M — I ))* A: a» 

Perinde  quum  eadem  quadrata  1,  ♦,  9 . . . . ($•(»  — 1))’  ordine  inverso  congrua  sint 
his  (1  (»  + !))*.  (!(”  -}-  3))*,  (i  (»-t-5))’ (n  — 1)*,  etiam  erit 
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£ cos  a k o»  = cos ( f (n + 1 ))*  k u>  -)-  cos  (f  (n  -f-  3))’  k u»  -f-  etc.  -f  - cos  (»  — 1 )*  k <o 
i!  sin  a £ io  = sin(J  {n-J-l^Aui  + sinfJ^w-l-S^AiD-l-etc. -t-sin(n — t)*Au» 

Statuendo'  itaque 

T — 1 -f-  cos  Au»  + cos  4 Au»  cos  9 Aco  -f-  etc.  -j-  cos  (n  — I )’  Au» 

U — sin  Au»  -j-sin  4 Au>-f-sin  9 Au»  + etc.  -)-  sin(«  — t)*Au» 
erit 

I -|- 2 Scosa  Au»  = T 
2 2 sin  a k u>  = U 

Hinc  patet,  summationes,  quales  in  art.  1.  propositae  sunt,  pendere  a surama- 
tione  serierum  T et  U,  quocirca,  missis  illis,  disquisitionem  nostram  his  adap- 
tabimus, eaque  gcneralitate  absolvemus,  ut  non  modo  valores  primos  ipsius  n. 
sed  quoscunque  compositos  complectatur.  Numerum  A autem  supponemus  ad  n 
primum  esse:  nullo  enim  negotio  casus  is,  ubi  A et  n divisorem  communem  ha- 
berent, ad  hunc  reduci  poterit. 

II. 

Designemus  quantitatem  imaginariam  y1 — I per  i,  statuamusque 
cos  Au»-f-  i sin  A «u  = r 

unde  erit  r"  — I . sive  r radix  aequationis  r" — 1 = 0.  Facile  perspicietur, 
omnes  numeros  A,  2 A,  3 A ....  (n  — l)A  per  n non  divisibiles  atque  inter  se  se- 
cundum modulum  n incongruos  esse:  hinc  potestates  ipsius  r 

1.  r,  rr,  r3.  . . . rT‘ 

omnes  erunt  inaequales,  singulae  vero  quoque  aequationi  x" — 1 = 0 satisfacient. 
Hanc  ob  caussam  hae  potestates  omnes  radices  aequationis  .r" — 1 = 0 repraesen- 
tabunt. 

Hae  conclusiones  non  valerent,  si  A divisorem  communem  haberet  cum  n. 
Si  enim  v esset  talis  divisor  communis,  foret  A.—  per  n divisibilis,  adeoque  po- 
testas iliferior  quam  r",  putu  r",  unitati  aequalis.  In  hoc  itaque  casu  potesta- 
tes ipsius  r ad  summum  — radices  aequationis  .r"  — 1 = 0 exhibebunt,  et  qui- 
dem revera  tot  radices  diversas  sistent,  si  •»  est  divisor  communis  maximus  nume- 
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rorum  k,  n.  In  casu  nostro , ubi  k et  n supponuntur  inter  se  primi . r com- 
mode dici  potest  radix  propria  aequationis  xn — 1=0:  contra  in  casu  altero,  ubi 
k et  n haberent  divisorem  communem  (maximum)  'i,  r vocaretur  radix  impropria 
illius  aequationis,  manifesto  autem  tunc  eadem  r foret  radix  propria  aequatio- 
nis x » — 1 = 0.  Radix  impropria  simplicissima  est  uuitas,  in  eoque  casu,  ubi  n 
est  numerus  primus,  impropriae  aliae  omnino  non  dabuntur. 


12. 

Quodsi  iam  statuimus 

W — 1 -f-  etc.  -J-rl"- 

patet  fieri  W = T -f-  i U,  adeoque  T esse  partein  realem  ipsius  W,  atque  V 
prodire  ex  parte  imaginaria  ipsius  W factore  i suppresso.  Totum  itaque  nego- 
tium reducitur  ad  inventionem  summae  W:  ad  hunc  finem  vel  series  in  art.  6 
considerata,  vel  ea  quam  in  art.  9 summare  docuimus,  adhiberi  potest,  prior  ta- 
men minus  idonea  est  in  casu  eo,  ubi  n est  numerus  par.  Nihilominus  lectoribus 
gratum  fore  speramus,  si  casum  eum,  ubi  n impar  est,  secundum  methodum  du- 
plicem tractemus. 

Supponamus  itaque  primo,  n esse  numerum  imparem,  r designare  radicem 
propriam  aequationis  ,rB — 1 = 0 quamcunque,  et  in  functione  f(x.  m)  statui 
x — r , atque  m = » — 1 . Ilinc  patet  fieri 


usque  ad 


I — a*“*  1 — r-*  _ _} 

l’-«"  I — rr 


i — j**~'  i-r* 

I— x*  — 


— r~*  etc. 


i—*  _ >-^m -m 

i- x"  — T—  r" 


(Haud  superfluum  erit  monere,  has  aequationes  catenus  tantum  valere,  quatenus 
r supponitur  radix  propria:  si  enim  esset  r radix  impropria,  in  quibusdam  illa- 
rum fractionum  numerator  et  denominator  simul  evanescerent,  adeoque  fractio^ 
nes  indeterminatae  fierent). 

Hinc  deducimus  aequationem  sequentem 
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* /(r,  n — 1 ) = t + r~'  + r-’ + r-*  + etc.  -f-  r— +<«—')'* 

= (1  — r)  (1  — ^)  (J  — r“) (1  — r^-») 

Eadem  aequatio  etiamnuiiKvalebit,  si  pro  r substituitur  r\  designante'  \ 
integrum  queincunque  ad  n primum:  tunc  enim  etiam  r*"  erit  radix  propria  ae- 
quationis ,r" — 1 = 0.  Scribamus  itaque  pro  r,  r"- * sive  quod  idem  est  r , 
eritque 

1 — |—  r*  — r*  — |—  r1*  — f—  etc.  = (|_r-*)(l  — 0(>~ O • • • (1  — r- *<"“*)) 

Multiplicemus  utramque  partem  huius  aequationis  per 
r . r1 . r* . . . : r(u_,)  = 

prodibitque,  propter 

r*+K"-l)‘  = rK»-3)*  — rt("+l)‘ 

r«+ !(»-,)'  _ rt{»— »)*  *K"-|>+i(n— — rl («+*)• 

•)*  _ rt(«-i)\  r(»—1}(s— *)+;<»— i)1  etc 

aequatio  sequens 

_)_  rt(-»)’  + r*(— •)*  + etc.  +r  + , 

4.  ,•»(«+')■  _|_  rK"+»}’  _j_  rii»+»)’4_  etc. 

= (r — r-‘)  (r5  — r"1)  / — r”*) ....  — r— +’) 

aut , partibus  membri  priini  aliter  dispositis  , 

l+r+r‘+  etc.  -|-  = (r  — r-1)  (r1— r“*) . . . (r*~ * — r— +*)  . . [5] 


13. 

Factores  membri  secundi  aequationis  [5]  ita  quoque  exhiberi  possunt 


usque  ad 


r — r“'  = — (r"-1  — r-''+l) 
r3—  r-1  = — (r"-’  — r-"+1, 
r4—  r-*  = — (r*— 1 — r-"+®)  etc. 

r"- 1 — r~ "+I  = — (r* — r- *) 


quo  pacto  aequatio  ista  hanc  formam  assumit : 
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* „• 

W = (— 1 )«*-')  (r1  — r— *)  (r*  — r~4)  (r* — r~*) . : . . (r*— * — r-B+1) 

Multiplicando  hanc  aequationem  per  [5]  in  forma  primitiva,  prodit 

IT*  = ( — 1}»("-0  (r  — r-')  (r*  — r"*)  (r3  — r"3) ....  (r”-'  — /-+•) 

ubi  ( — i)H«— •)  est  vel  = + 1 vel  = — 1,  prout  n est  formae  4p-f-l , vel 
formae  4p.-(-3.  Hinc  . 

Hr3  = + rW*-')  ( 1 — O ( 1 — r-*)  ( 1 — r-*) . . . ( 1 — «•-*<"-*>) 

Sed  nullo  negotio  perspicitur , r~%,  r-4,  r~* . . . . r-*"'*'*  exhibere  omnes  radices 
aequationis  .r”  — 1 =0,  radice  x = I excepta,  unde  locum  habere  debebit  ae- 
quatio identica  indefinita 

ix— r~*){x  — r~l)[x—  r-*) (x r- r~!,,+s)  = .r"_1  + j"-1 x”-1 + etc.  + ,r + 1 

Quamobrem  statuendo  x = 1 , fiet 

(t — r-*)  (1  — r-4)  (1  — r-*) (1— r-3^3)  = n 

et  quum  manifesto  sit  r*"^ ')  — 1,  aequatio  nostra  transit  in  hanc 

W*  = ±n  . . .; [6] 

In  casu  itaque  eo , ubi  n est  formae  4 pi  — f- i , fiet 

W = + eI  Pr°in  T — +\/n,  U.—  0 
Contra  in  casu  altero , ubi  n est  formae  4 jx  — 3 . fiet  « 

W = ±i\jn,  adeoque  T = 0 , U — ~t~ V n 
• * • * • 

H.  • 

Methodus  art.  praec.  valorem  tantummodo  absolutum  aggregatorum  T.  U 
assignat,  ambiguumque  linquit,  utrum  statuere  oporteat  T in  casu  priori  atque 
U in  ca.4u  posteriori  = an  = — \i n.  Hoc  autem,  saltem  pro  casu 

eo  ubi  k — 1 , ex  aequatione  [5]  sequenti  modo  decidere  licebit.  Quum  sit,  pro 

*=1.  , . 

4 
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r — r~ 1 = 2 i sinu) 
r*  — 'T~3  = 2 i sin  3 rt> 

r5 — r~ * = 2i  sin  5u>  ctc. . 

r 

aequatio  ista  transmutatur  in 

W — (2 *)  sino»  sin3u>  sin5o> . . . sin(n — 2) a» 

Iam  in  casu  eo,  ubi  » est  formae  4 jjl  — |—  1 , In  serie  numerorum  imparium 

1,  3,  5,  7 4 («  — 3).  i(n+l) (»— 2) 

reperiuntur  }(« — 1),  qui  sunt  minores  quam.  J-n,  hisque  manifesto  respondent 
sinus  positivi;  contra  reliqui  |(n  — 1)  erunt  maiores  quam  J n,  hisque  sinus  ne- 
gativi respondebunt:  quapropter  productum  Omnium  sinuum  statuendum  est  ae- 
quale producto  e quantitate  positiva  in  multipEcatorcm  ( — adeoque  IV 
aequalis  erit  producto  e quantitate  reali  positiva  in  t”-1  sive  in  I , quoniam 
»*  = 1,  atque  n — 1 per  4 divisibilis:  i.  e.  quantitas  W erit  realis  positiva,  unde 
necessario  esse  debebit  * 

ir=-l-y'»,  T=+y'«  . 

In  casu  altero , ubi  n est  formae  4 (i  — J—  3 in  serie  numerorum  imparium 

1,  3,  5,  7 -J  (*»— f—  3) ....  (»->— 2)  ' 

priores  ^(n+l)  erunt  minores  quam  J n , reliqui  f (n — 3)  autem  maiores.  Hinc 
inter  sinus  arcuum  o»,  3u>,  3u>. .. . (n  — 2)u>  negativi  erunt  f(n  — 3),  adeoque  W 
erit  productum  ex  **{“  0 in  quantitatem  realem  positivam  in  ( — factor 
tertius  est  = « * C”  ») , qUi  eum  primo  iunctus  producit  i"- * — i,  quoniam 
i"- 1 = l . Quamebrem  necessario  erit  • 

W = -\-i\jn,  atque  U — -\-\jn 


13, 

Iam  ostendemus,  quo  pacto  eaedem  Conclusiones  e progressione  in  art.  9 
considerata  deduci  possint.  Scribamus  in  acqu.  [4]  pro  x*,  — j/~\  eritque 


Digitized  by  Google 


SKKIKKCM  SINfil  LARICM. 


27 


, «~r-  i (1-y— )0-y-~w) _ ('-nc-y^lO-yi  . etc 

1 J'  i— y*  * " (i-y-*)  (• — jr*>  . (i— »■*)  (i— y4)  . ('— y4)  ' 

usque  ad  terminum  »i4-ltum 

= (*  — — J^-3)  ( » - - - (*  • • • • [7] 


Quodsi  hic  pro  y accipitur  radix  propria  aequationi^  y" — 1 = 0 , puta  r,  atque 
simul  statuitur  m — n — 1,  erit 


usque  ad 


| _ y-*« 

1— r» 

i— y* 

I — r“" 

|_y“**+* 

1 — r* 

l— y- 

1— r“€ 

| 

l—  r* 

«-y4 

i — r~* 

i— y* 

-r 

rik- 


|_y—  l — 

ubi  notandum,  nullum  denominatorum  I — r~' *,  1 — r-*  etc.  fieri  =0.  Hinc 
acquayo  [7]  hancce  formam  assumit 

1 — f—  r — r4  — |—  r"  — etc.  +ri*-')’  = (1— r-4)  (1+0(1  —r~*) (l+r-^') 


Multiplicando  in  membro  secundo  huius  aequationis  terminum  primum  per  ulti- 
mum , secundum  per  penultimum  etc. , habemus 

(1— r-‘)(l  + r-"+')  — r—r~' 

( I r(-  r~*)  (1  — r— B+I)  = r14-*— r-"+* 

( 1 — r~*}  ( I + r_n+a]  = » J>— r“* 

( 1 — |—  r *)  ( 1 — r~"+4}  = r“~*  — etc. 


Ex  his  productis  partialibus  facile  persj)icietur  confiari  productum 
(r-r-')(S-r-*J(r>— r~*). . . . (r»“4  — r"^) (r"'1  - 
quod  itaque  erit 

= i 4-r+r«-|-r»4-  etc.  4-ri*-')’  = 1E 


Iiaec  aequatio  identica  est  cum  aequ.  5]  in  art.  1 2 e progressione  prima  derivata, 
ratiociniaque  dein  reliqua  eodem  modo  adstruentur,  ut  in  artt.  13  et  14. 

4* 


'i  • *v%. 


i - 

# : 


i ,i 


x 
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16. 

Transimus  ad  casum  altarum,  ubi  n est  numerus  par.  Sit  primo  n formae 
4 |x  — 2 sive  impariter  par,  patetque,  numeros  Jnw,  (i»+l)5 — 1,  (jn+2)s — 4 etc. 
sive  generaliter  (-f  «-(-X)1 — XX  per  4 n divisos  producere  quotientes  impares,  ad- 
eoque  secundum  modulum  » congruos  fieri  ipsi  J n.  Hinc  colligitur,  si  r sit  ra- 
dix propria  aequationis  y*  — i 1 =*  0 , adeoque  r*"  = — 1 , fieri 

= _i 

r<in+!)  _ _r' 
r(t«H-i>*  — j»  etc. 

Hinc  in  progressione 

i+r+r‘+r»_i_ 

etc.  + r"-')’' 

terminus  destruet  primum,  sequens  secundum  etc. , adeoque  erit 

W = o,  T=  0.  XJ  = « „ 

\ 

1 7.t 

Supercst  casus,  ubi  n est  formae  4 p sive  pariter  par.  Ilie  generaliter 
(| n X)1 — XX  divisibilis  erit  per  n,  adeoque 

Hinc  in  serie  . 

1+r  + r4 +>*-(-  etc.  -f- 

terminus  aequalis  erit  primo,  sequens  secuudo  etc. , *ita  ut  fiat 

W=  ifl+r+Z  + ^+etc. 

lam  supponamus,  in  aequ.  [7]  art.  15  statui  m = |n — l,  et  pro  y accipi 
radicem  propriam  aequationis  yn  — 1 =0,  puta  r.  Tunc  perinde  ut  in  art.  15 
aequatio  sequentem  formam  obtinet: 

1 + r -(-  r’  -f  etc.  + r<*— '>‘  = (1  — »•-*)  (1 + r-1)  (1 — O . . (1 
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IV  = 2(1  — r-,)(l  + r~,)(l  — r-’)(l-|-r-*)',.  .(I— .• 
1’orro  quum  sit  r4"  = — L.  adeoquc 

1 — (—  r 3 = — r'”"1  (i_r_,"+1) 

1 — r 4 = — r4"- 4 (1— r~4"+-,) 


i®) 


l + r~*  = — r1"-*  (1  — 


) etc. 


productumque  e factoribus  — r*"  *,  — r*"”'1,  — r'"  “etc.  usque  ad  -rr1  fiat 
( — I)4"- 1 r1'*""- 1",  aequatio  praecedens  ita  quaque  exhiberi  potest 

W=  2(—  l)*”--'  r^nn-iH[i—  r-‘)(l  — r~*)(l  — 0(1  — r“4). ..  .(I  — r-‘"+') 
Quum  habeatur 

l— r~'  = — r~'  (1— r“"+l) 

1— r~*  = — ,r~ 2 (1— r-"+3) 
l— r~*  = — (I—  r-"**)  etc.  * . . 

erit 

(1— r— *)(i — r“ *)(t— r-*)..;(l  — r-*-+') 

= (—1)*"“’  r-»"»+»»(i_ r— *— ■)(! — r-‘-s)(l  — r— . .'(l—r--+«) 

adeoque 

w = a(—  i)i«- *r-A-»(i_ r-i«-')(,— y .(1_r-i+') 

•• 

Multiplicando  hunc  valorem  ipsius  W per  prius  inventum,  adiiuigeudoque  utrim- 
que factorem  1 — r-4",  prodit 

( 1 _ r-»")  1 = 4 (—  1 )— 1 r“‘"  ( 1 — r“  ‘)  ( 1 — r”1)  ( r—  r"  ’) , . . . ( 1 - r~  H+  ‘) 

Sed  fit 

. 1— r-*."  = 2 4 

. ' 

r—  t»  _ • » 

(l-0*l-r-*)(l-r-*).. . .(l-r-+‘)  = » 

Unde  tandem  concluditur 


♦ I 


-« 

v 2 
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W*  — 2 r*"  n [9] 

Lam  facile  perspicietur,  A”  esse  vpl  = -("•  vel  = — prout  scilicet  k vel 
formae  4ja — (— t sit,  vel  formae  4p-J-3.  Kt  quum  sit 

2»  = (l-f-i)\  — 2»  = (1 — if 

erit  in  casu  eo,  ubi  k est  formae  4p-f-l, 

* W = ±(l+i)V»,  adeoquc  T=  U — + y» 

in  casu  altero  autem,  ubi  k est  formae  4|i+3> 

W — +(1 — adeoque  T — — U = 

18. 

Methodus  art.  praec.  valores  absolutos  functionum  T,  U suppeditavit,  con- 
ditionesque  assignavit,  sub  quibus  signa  aequalia  vel  opposita  illis  tribuenda  sint : 
sed  signa  ipsa  hinc  nondum  determinantdr.  Hoc  pro  eo  casu,  ubi  statuitur  k=  1 , 
sequenti  modo  supplebimus. 

■Statuamus  p = cos l-u» 4-1  sin  } 10,  ita  ut  fiat  r = pp,  patetque,  propter 
p"  = — 1 aequationem  [8]  ita  exhiberi  posse 

»F=2(j+P-*)(i+p-4)(H-p-,)(i+p-,)...(i+r"+4)(‘+p*) 

sive  factoribus  alio  ordine  dispositis 

iK  = 2(H-p1)(f+p-4)(r+p#)(t+p-*)...(i+p-"+4)(»4-p"-*) 

• V 

lam  fit 

5 ' 

1 + p = 2 p cos  J tu 
t — 1—  p 1 = 2p—Icosu> 

1+p-*  = 2 p*  cos  1 10 
1 — |—  p * — 2p“ ‘co«2o>  etc. 

usque  ad 

l + p-n+'  = 2p-*"+lcos{l«  — l)w 
1-f-p"-1  = 2p1*-1cos(j  n — f)ui 

Uuamobrem  habetur 


» 
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*•■*  - 

W = 2^npl"cos  } w cosui  cosf  o> ....  cos(J-n  — |)«u  » 

Cosinus  in  hoc  productum  ingredientes  manifesto  omucs  positivi  sunt,  factor  p1" 
autem  fit  = cos  4 b°  -(-  i sin  4 5°  = (1  t)-  t)  y/f  • Hinc  colligimus,  W esse  productum 
ex  1 — (—  t in  quantitatem  realem  positivam , unde  necessario  esse  debebit 

W = (t4-i)v'«.  T — -f-y/w,  J7=-j-y/« 

e 

19. 

Operae  pretium  erit,  omnes  summationes  hactenus  evolutas . hic  in  unum 
conspectum  colligere.  Generaliter  scilicet  est 


T — 

prout  n est  formae 

±y/n 

±v« 

4|t 

iVn 

0 

4p+l 

0 

0 

4p-)-2 

0 

+ \Jn 

4p-f-3 

et  in  casu  eo , ubi  k supponitur  — 1 , quantitati  radicali  signum  positivum  tri- 
bui debet.  Omni  itaque  iam  rigore  ea,  quae  pro  valoribus  primis  ipsius  n in  art.  3 
per  inductionem  animadverteramus , demonstrata  sunt,  nihilque  superest,  nisi  ut 
signa  pro  valoribus  quibuscunque  -ipsius  k in  omnibus  casibus  determinare  docea- 
mus. Sed  antequam  hoc  negotium  in  omni  generalitate  aggredi  liceat,  primo  ra- 
sus eos,  ubi  n est  numerus  primu.4  vel  numeri  primi  potestas,  propius  conside- 
rare oportebit 

< 

3 

20. 

Sit  primo  n numerus  primus  impar,  patetque  per  ea,. quae  in  art  10  ex- 
posuimus , esse  W = X — f-  2 It  = l-f-21'  it0*,  si  statuatur  li  = cos  <4  -f- « sin  «o, 
denotante  a ut  illic  indefinite  omnia  residua  quadratica  ipsius  n inter  1 et  n — 1 
contenta.  Quodsi  quoque  per  b indefinite  omnia  non-residua  quadratica  inter 
eosdem  limites  exprimimus,  nullo  negotio  perspicitur,  pmnes  numeros  ak  con- 
gruos fieri  secundum  modulum  n vel  omnibus  a vel  omnibus  b (nullo  ordinis  re- 
specto habito),  prout  k yel  residuum  ^it  vel  non -residuum.  Quamobrem  in  casu 
priori  erit 


■ 


I 


Digitized  by  Google 


SUMMATIA  91  AKI  MDAM 


• 82 

m 

JV=  1 + 2 ZJ?  = 1-f  ,K+tf‘4-J<«+etc. 

adeoquc'  IF=  + ^n.  si  n est  formae  4p-f-l,  atque  Wr  = + iy/»,  si  n est 
formae  4 {*.  — J—  3. 

Contra  in  casu  altero,  ubi  k est  non-residuum  ipsius  n,  erit 

W = 1+2S.R4  • 

Hinc  quuin  manifesto  omnes  a,  b complexum  integrum  numerorum  1,  2,  3... 
expleant,  adeoque  sit 

Zir+lBf'  = jR  + 22l  + jR*  + etc.  + JT-’  = — 1 • 

• fiet  • • 

W=  — 1 — 22jR“  = — (i+^+B«4-i?+etc.  +«<»-')*) 

adeoque  TV  = — \ln,  si  n est  formae  4p  + I,  atque  W = — i\ln,  si  n est 
formae  4p+3. 

Hinc  itaque  colligitur 

primo , si  n est  formae  4p+l,  atque  k residuum  quadraticum  ipsius  n, 

, r =s  u — 0 

secundo , si  n est  formae  4g  + l,  atque  k non-residuum  ipsius  n , 

T — — n , U — 0 

tertio,  si  n est  formae  4jjl+3,  atque  k,  residuum  ipsius  n, 

t • ■ 

T=  0.  U=+\Jn 

quarto,  si  n est  formae  1 p -f-  3 , atque  k non-residuum  ipsins  n, 

T—  0,  U==—\Jn 

2 1 . 

* * * • * * * 

Sit  secundo  n quadratum  altiorvc  potestas  numeri- primi  imparis  p,  statua- 

turque  n — pnq , ita  ut  sit  q Vel  =*  I vpl  =)».  Hjc  .ante  omnia  observaro 
convenit,  si  X sit  integer  quicunquc  per  px  non  divisibilis,  fieri 


t 
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rul_(_  /'•  +/’“?)* _)_  /'■ + Jjfri1 4.  r0  + 'fi)'  _)_-cte  _)_  rP+"-yv)’ 
= />■  j 14-  r«>y»  + etc.  + 

llinc  facile  perspicietur,  fieri 

W — t + rp**-f-  r,pU  + r,p"  + etc.  + 
Termini  enim  reliqui  progressionis 


■^O— *)  _ rt 

1— r**’’» 


I + r-|-r4+r®-(-  etc. 

. i t * * • 4 

distribui  poterunt  in  [p%  — 1 )q  progressiones  partiales,  quae  .singulae  sint  px  ter- 
minorum, et  per  transformationem  modo  traditam  summas  evAnescentes  conficiant. 

Iliuc  colligitur,  in  casu  eo,  ubi  fit  q = 1,  sive  ubi  n est  potestas  numeri 
primi  cum  exponente  pari . fieri  1 

t . • • 

W’’ = »*  ==  jJt- y/ * , adeoque  T—-\-^n.  U — 0 • 

Contra  in  casu  eo,  ubi  q — p,  sive  ubi  n est 'potestas  numeri  primi  cum 
exponente  impari,  statuemus  r1’  — p,  unde  p erit  radix  propria  aequationis 
xP  — 1 — 0 , et  quidem  p = cos  - 360®  -f-  i sin  * 360",  ac  dein 

W = l + p + p*+p*-f  etc.  -fptP”'-1)’  — px(l  + p+p‘-l“  P*+  etc.  -fp^-0’) 


Sed  summa  seriei  I-(-p'-j-p*-)-p“-f- etc.  +p^’  per  art.  praec.  determi- 
natur, unde  sponte  concluditur,'  fieri 

2'.  si  fuerit  p formae  4p-ir-l  , 

+ i y/  n = » U , si  fuerit  p formae  4p-(-  3 

signo  positivo  vel  negatjvo  valente,  prout  k fuerit. residuum  vel  non -residuum 
ipsius  p. 

22. 

Facile  quoque  ex  iis.  quae  in  artt.  20.  et  21  exposita  sunt,  derivatur  pro- 
jwsitio  sequens,  quae  infra  usftm  notabilem  nobis  praestabit.  Statuatur 

W ==  14- etc.  '1’ 


* 


v 


5 


f 
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denotante  h integram  quemcuuque  per  p non  divisibilem , critque  i 
ubi  /«•=/),  vej  ubi  Vi  est  potestas  ipsius  p cum  exponente  impari, 

. w ^ r ’ 

W'  = W,  si  fuerit  /t  residtmm  quadratiemn  ipsius  p. 

W'  — — W'  si  fuerit  h non-residnum  quadratiemn  ipsius  p 

Patet  enirh,  IV'  Oriri  ex  W.  si  pro  X-  substituatur  JcA;  in  casu  priori  autem  k 
et  kh  similes  erunt,  in  posteriori  dissimiles,  quatenus  sunt  residua  vel  non-resi- 
dua  ipsius  p. 

In  casu  eo  autem , ubi1  n est  potestas  ipsius  p cum  exponente  pari . mani- 
festo fit  W'  — + \'n , adeoqtie  semper  'W  — IV. 


m casu  eo. 


< i 


In  artt.  20.  21.  22  consideravimus  numeros  primos  impiires.  taliumque  po- 
testates: superest  itaque  casus,  ubi  •/»  est  potestas  binarii. 

• ■ r»  *» 

l’ro  h = 2 manifesto  (fH  W^MjJt+r  = 0.  ^ } 

Pro  /1  = 4 prodit  W = i-j—  r—J—  r*  + r*  2 
quoties  k est  formae  4p- 


Jtri 

2+2r:  huic 


IK=  2 + 2«, 


■>*=  2 — 2 «..quoties  k est  formae  tp+  3. 

■}  .4  V • <*T‘\  ' * ' ' 

Pro  n—  8'habemus  W—  i4-r+r«+,-“+,-'«+++r“+r4“=  2+4r+2r‘ 

■ t i * . 'T'  w • r 


= lr.  Hinc  erit 


vel 


+ i)y  S,  quoties  k est  formae  •Sp+  I 
\V  =.  ( — l + i)Y'V.  quoties  k est  formae  bp+3 
IV  — ( — 1 — «')  y' s , quoties-  k est  formae  S|i  + 5 
IV’=±  (1  — 1)^8,  quoties  k est  formae  *>p  + 7 

Si  h est  altior  potestas  binarii,  statuamus  n — 2**y,  ita  ut  q sit  vel  = I 
x 2 , atque  x maior  quam  1 . Hie  ante  omnia  observari  debet , si  X sit  in- 


teger quicUuque  per  2*  1 non  divisibilis,  fieri 

rP-M"y)’ _|_ yfX+i •i'»)* /+>•!■?)’ _j_ ctc  _|_ rfX+»-»W 

= ^ j 1 + r2'*'^  + + >■****  + etc.  + | = &-~g}  = 0 

Hinc  facile  perspicietur , fieri ' 

IV=  I + r1**"'  +r1’1”"’  + f3-1”  ' + etc.  + 
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' — l 3=  0, 


dcin 


et  qui-  . 

- •> 


Statuamus  f ra  *==  p,"  eritque  p radix  aequationis  ,c,J — t 
P = cqs^^’eo°-f-*sn\^'360w;  denset  ¥ 

w = t + P+4>‘ ■+ p“rfc.etd.+ f^-'y . 

= P +V+ P*  + etc.  4-  r^T  ’ >*) 

Sed  summa  seriei  l + prP^-^^-fiefc.^P^T^*  l>er  <*•' quae  de  casibus  »=  4, 
n = S explicavimus,  determinatur,  unde  colligimus 

in  casu  eo,  ubi  q = I , sive  ubi  n est  potestas  nitmbri  4 , fieri  _ , 

JF  = (1-f-i)2*  ==.  (l  + i)y/«,  si  fuerit  k formae  4p*f- 1 
JF’ :=.(! — >) 2*’=  (I  — tW»,  sr  fuerit  k 'formae  lp+3 

ii  ' 

^..-quaeisunt  ipsissimae  formulae  pro  n = 4 traditae;  *' 

in  qasiti  eo  autem,  ubi  q = 2,  sive  ubi  » est  potestas  binarii  eum  exponente  im- 
pari maiori  quam  3 , fieri 

, 

H'  = (1+<)2*W*  — + k forniae  Sp  1 

. • W (—  ^ fuerit  A-  formae  Spi— J—  3 

JF  — !,— 1-*  y 2*y/  2 =r  (— I — i)y  n , si  fuerit  k formae  Sp+5 
ir=(.3j£8|  #(i-(  ) y'  n , si  fuerit  1 formae  8ja— |—  7 

. -j.  ' tlwLir 

quae  quoque  prorsus  conveniunt  cum  ns.  quae  pro  n =*,  8 tnulidu 

TfjF- 


afi*!ii5 

Etiam  hic  operae  pretium  erit,  rationem  summae  progressionis 


imus. 


24 


W 


1 + r*  + r -f  r"*  4- etc.  + r*("  “ 1 >’ 


ad  fF  determinare , ubi  A integrum  quemcimque  imparem  denotat.  Quum  W' 
oriatur  ex  1F,  mqtando  fc  in  kh.  valor  ipsius  }V'  perinde  a forma  numeri  kh 
I>endebit,  ut  W a forma  ipsius  k.  Statuamus  ~ = l,  patoUpie 

I.  in  casu  eo,  ubi  » = 4 , vel  altior  potestas  binarii  cum  exponente  pari, 
fieri  • • . • 

/ = 1 , si  fuerit  A formae  4p4-l 

/ = — : i,  si  fuerit  A formae.  4p+3.  atque  k formae  4p-j-l 
l — — f-  * . si  fuerit  A formae  4p+3,  atque  k eiusdem  (ormae 


% - 
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II.  in  casu  eo.,  ubi  » = 8.  vel  altior  potestas  binnrii  cum  exponente  im- 
'*•  pari,  fieri  , ... 

7=1,  si  fuerit  h formae  Sp  + C 

1 = — J,  si  fuerit  h formae  Sji-f-5, 

l = — ) — t , si  fuerit  vel  h formae  8|A-f-3,  ajque  k formae  ■* |l  — {—  1 . 
vel  A formae  8jji-J-7,-  atque  k formae  I p 3 , 

l — — i,  si  fuerit  vel  /i  formae’  atque  k formae  Ip. -}- 3, 

vel  h formae  8p  + 7,  atque  k formae  4 jx  — 1 . 

Per  praece.  determinatio  summae  II'  pro  iis 'casibus,  ubi  n est  numerus 
primus  vel  numeri  primi  potestas,  complete  perfecta  est:  superest  itaque,  ut  eos 
quoque  casus  absolvamus , ubi  n e pluribus  numeris  primis  compositus  est,  huc 
viam  nobis  sternet  theorema  sequens.  • < . 


25. 

. Theorema.  Sit  n productum  e duobus  integris  positivis  inter  se  primis  a,  b. 
statuaturque 

P = J ■4-r,I"+r'on  + rito‘'4-  etc.  -(- 
• Q = l+rM+r‘*4+r,’“+  etc.  -\-  Aa^'u 
Tum  dico  fore  W — PQ. 

Dempnstr.  Designet  a indetinite  numeros  U,  1,2,3...  .a — 1,  6 indefinite 
numeros  0,  t,  2,  3 ....  6 — t,  v indefinite  numeros  • 0,  1 . 2,  3" ....  n — l.  Tunc 
patet  esse 

p _ v n v yW»*  jy v y 

Hinc  erit  PQ  = Er*8®®"!-***®,  substituendo  pro  a et  6 omnes  valores,  omnibus  mo- 
dis inter  se  combinatos;  hinc  porro  propter  2 «i  =.2  ali»,  erit  P Q — Vr!l,c+H*. 
Sed  nullo  negotio  perspicitur,  singulos  valores  ipsius  a l>-\-ba  inter  se  diversos 
esse,  atque  alicui  valori  ipsius  v aequales.  Hinc  erit  PQ  -=  ir”  = W. 

Ceterum  notandum  est,  raa  esse  radicem  propriam  aequationis  xb — 1 = 0, 
atque  rbb  radicem  propriam  aequationis  xa — t = 0. 


Digitized  by  Google 


V 


KKMHfl  M tIXGtjl:.UUI.'lf.  37 

• . - . 26. 

Sit  porro  n productum  e tribus. numeris  inter  se  primis  a.  b,  c,  patetque,  si 
statuatur  bc  ==  6',  etiam  a et  i'  inter  se  primos  fore;  adeoque  W productum 
e duobus  factoribus  , . 

1 -)- r“u  + r40'*  + r’<,a -f-  etc.  -j-ri4- 1',“*  ’ ‘c 

1 + /4'-|~  r4A'A'+  r°A’A'+  ctc.  + * 

* # , « 

Sed  quum  r“a  sit  radix  propria  aequationis  .r4f  — 1 =0,  erit  ipse  factor  prior 
productum  ex  • 


> 


* 


4 


1 + p44  -f  f»‘44  + p’44  + etc.  4-  »)•** 

‘ + pf:+.pt"+P^+  etc.  +p(*L-,j,e' 


si  statuitur  raa  = p.  Hinc  patet,  W esse  productum  e factoribus  tribus 

1,+  rkirr  _)_  rMcc  + r"44"  -f  etc.  4-ri"-')**4'* 

1 4-  raacc  4-  r4*8"' 4-  r*“cc 4-  etc.  4-  r(A~l),88w  ’ 

• * 1 4-  r<"'4*4_  rO.U4»_|_  etc  4_  r(r-l)>,«.« 


ubi  r44**,  r°“cc , r8"44  erunt  resp.  radices  propriae  aequationum  x“ — 1 ==  0, 
x6— t =v  0,  — | = 0.  • 


27. 


Hinc  facile  concluditur  generaliter,  si  n sit  productum  e factoribus  quot- 
cunque  inter  se  primis  a,  b,  c etc, , IV  fieri  productum  e totidem  factoribus . qui 
sint  ' 


nn  4wn  9 nn  la-1  fjtn 

• 14-r““4-r  ““  4-r8a  4- etc,  4-r  "" 

nn  4 nn  ftnn  {b— 

14- 4* 4-r44  4-  c 44  4”  e*10- *“H r 44 

nn  4N  n inn  lr  > )*ww  m 

. 14- r?*  4-f  **  4-r.“  4-.  etc.  4-r  « etc. 

NN  NN  NN  ^ i 

ubi  r8®,  r»,  rre  etc.  erunt  radices  propriao  aequationum  x" — I =<t.  x — 1—0. 
xf — I = 0 etc. 


28. 

Ex  his  principiis  transitus  ad  determinationem  completarti  ipsius  W pro  va- 
lore  quocunque  ipsius  n sponte  iam  obvius  est.  Decomponatur  scilicet  n in  facto- 


i 
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> res  a,  b.  cete.  talej; , qur  sint  vel  numeri  primi  inaequales,  vel  potestates  nume- 

* • . tin  nn  nn 

rorum  primorum  inaequalium,  statuatur  • r«s  = ,1,  ftb  = II,  r«  _r  V etc., 
emntque'  A,  B,  C etc.  radices  propriae  aequationum  j-0 — | =0,  x1' ■ — 1 — 0, 
x' — I = 0 etc. . atque  W productum  e factoribus 

i+A+A'+A*+  etc.  +.-1 
' + etc.  -h 

1+C+Crf4-C#+  etc.  etc. 

* Sed  hi  singuli  factores  per  ea,  quae  in  artt  20  21.  23  docuimus,  determinari  po- 

terunt. unde  etiam  valor  producti  innotescet.  Regulas  prO  determinandis  illis 
factoribus  hic  in  unum.obtutum  collegisse  haud  inutile  erit.  Quum  radix  .1  fiat 
= aggregatum  1 — |—  — f-  -4  ‘ — )—  .4°  -)-  etc.  'l',  quod  per  L denota- 

bitnus . perinde  per  numerum  — dctei>miirabitur,  ut  in  disquisitione  nostra  gene- 
rali W j>er  k.  Dupdecim  iam  casus  sunt  distinguendi. 

• l.  Si  a est  numerus  primus  formae  4p-f^l,  puta  = p,  vel  potestas  talis 
numeri  primi  cum  exponente  imjmri,  simulque  — residuum  quadra ticum  ipsius 
p , erit  L = -f -\Ja. 

II.  Si  manentibus  reliquis  - " est  uon-residuum  quadralicum  ipsitis  ff, 

erit  L — — \Ja.  ' . ' 

III.  Si  « est  numerus  primus  formae  4p  + 3.  puta  =p,  vel  potestas  ta- 
lis numeri  primi  cum  exponente  impari,  simulque  *"  residuum  quadrnticum 
ipsius  p . erit  L = -f-iya. 

IV.  Si,  manentibus  reliquis  ut  m 111,  -p.  esf  .non-residnum  quadraticum 
ipsius  p,  erit  L = — i\'a. 

V.  Si  « est  quadratum , altiorvc  potestas  numeri  primi  (imparis)  cum  ex- 
ponente pari,  erit  L = ~\-\id. 

, -T , VI.  Si  a=2,  erit  X = 0. 

VII.  Si  a — -1 . altiorve  potestas  binarii  eum  exponente  pari,  simulque 
--  formae  Iu  + 1 , erit  L — ( I -j-i  yo. 

a k n 

VIII.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII . — est  formae  4p-+-3,  erit 
= (l  — 

IX.  Si  a — 8 , altiorve  potestas  binarii  cum  exponente  impari  simulque 

— formae  Bp-f-l.'  erit  L =(t-f-«)\/a.  . . . . 

u • 
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♦ • ...  k n 

X.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  IX  , — est  formue  Sjjc  -4—  3 . erit 

L=-( — ■l  + «)v,a- 

XI.  Si  manentibus  reliquis  est  formae  — |—  5.  erit  — ( — I—  i)yu. 

XII.  Si  manentibus  reliquis  est  formae  9p.-|-7.  erit  Z.  — (I — i \J a. 

n.  ' i 

Sit  exempli  caussa  n — •2520  — 8 . 9 . 5 . 7 , atque  k — I Hic  erit 

» • * •* 
pro  a = 8,  per  easiim  XIl,  .L  — (1 — i)\/ 8 
pro  factore  9.  per  casum  V,  summa  respondens  erit  — yo 

pro  faetore  5,  per  casum  II . summa  respondens  erit  — • — ."> 

pro  factore  7,  per  casutn  III,  summa  respondens  erit  = -f-iy'7  * _ 

Hinc  fit  W = (I  — »).(— i i) -V 252«  = (—  1 — »^2520.  ‘ 

Sit  pro  eodem  valorc  ipsius  « , k — 1 : tunc  respondebit 

factori  S summa  ( — 1 -(-  »)\/  h ‘ ■ 

factori  9 summa  \j  9 
factori  5 summa  \ 5 
factori  7 summa  — i\j~ 

Hinc  condatur  productnm  W — (l-f-t}\/2520. 

. :to. 

Mftbodus alia . summam  W generaliter  determinandi,  petitur  ex  iis.  quae 

in  artt.  22.  24  exposita  sunt.  Statuamus  cos  u>  -j-  i sin  <o  — p,.  atque 

nrt'  mm  im- 

^aa  — a ^44  — -6,  pcr  = y OtC. 

ita  ut -habeatur  r — /1  = a*.  Ii  -----  6*,  V = y*  etc.  Tunc  erit  * * 

•i  + p+p‘  + p*+etc.  -f-p^' 

productum  e faetoribus 

1 -j-  a -f-  a*  -f-  o8  -)-  etc.  -f- 
t -f  6 + 6*  -H»”  + etc.  + 

H-  7+ Y*  + 7*  + etc.  + y(f_,i'  etc. 


•»  - 
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adeoque  W productum  £ factoribus  . . 

ic  — i+p+p‘4-p*-H  etc.  p<“— ■>* 

a i + A + A‘  + A‘+t\c.  +x(”-')' 
i 4-  * 4-  n*  4-  «•  4-  et*.  4- 


» = 


i + »4-  it' + ir+  etc.  + jK*-1)’ 
i 4-  S 4-  4-  «*  4-' etc.  4-  6(*“0* 

l+T  + T*  + T*  + etc.  +T^0’ 


etc. 


Iam  factor  primus  w determinatus  est  per  disquisitiones  supra  traditas  (art.  1 9); 
factores  rcKqui  vero  91,  $.'S  etc.  prodeunt  per  formulas  artt.  22.  24',  quas  ut 
omnia  iuncta  habeantur,  hic  dentio  colligimus  *).  Duodecim  casus  hic  sunt  distin- 
guendi, scilicet 


I.  Si  a est  numerus  primus  (impar)  ==p.  vel  talis  numeri  potestas  cum 
exponente  impari,  atque  k residuum  quadraticum  ipsius  p , erit  factor  respon- 
dens 31,= +1. 

II.  Si  manentibus  reliquis  k est  non-residuum  quadraticum  ipsius  p.  erit 

91  = —1.  . 1 

* 

HI.  Si  a est  quadratum  numeri  primi  imparis . altiorve  eius  potestas  puni 
exponente  pari,  erit  3l  = -f-t. 

IV.  Si  a est  = 4 , aut  altior  binarii  potestas  cum  exponente  pari , sitpul- 
que  k formae  4p-|-t..  erit  31  = +1. 

V.  Si.  manentibus  ' reliquis  ut  in  IV,  k est  formae  1 p + 3 , atque  ?- 
formae  4p‘+t,  erit  31  =4  — i. 

VI.  Si,  manentibps  reliquis  ut  in  lV.  k est  forhiae  4p-f-3,  atque  ^ 

forinae*'4a-(- :t . «it  31  = -f-  i.  VV^:.  , 

VII.  Si  a est  =' S.  aut  altior  binarii  potestas  cum  exponente  impari, 
atque  k formae  - 8p-f-J , erit  31  = -+-1 . 

VIII.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  k est  formae  8p-|-5,  erit  31  = — I. 

IX.  Si.  manentibus  reliquis  ut  in VII,  k est  formae  8 p -f-  3 ,t  atque  “ 
formae  4p-f-1.  erit  31  = 4-  i. 

n SSt" 

*)  Manifesto,  quae  illic  eroni  i et  /i . llk  . .uul  , el  * re» 

, , ' . * * VfH 

facton*  tertii  ctc. 


k reftpeetu  factori*  «eounii , --  et  £ respectu 
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X.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  k est  formae  8 j*— |—  3,  atque  " 

formae  4jjt  — 3,  erit  31  = — i.  t 

XI.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  A.  est  formae  8 jx  — f- 7.  atque  " 
formae  4 p.  — )—  1 erit  2t= — ». 

XII.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  k «st  formae  S p.  — (—  7 , atque  ” 

formae  4 p 3 , erit  S ='-)-«. 

Casum  eum,  ubi  a = 2,  praeterimus;  hic  quidem  81  foret  — jj  sive  in- 
determinatus , sed  tunc  semper  W = 0.  . 

factores  reliqui  3?,  S etf.  perinde  pendent  a b,  c etc. , ut  8(  ab  a , quate- 
nus in  illorum  determinationem  ingrediuntur. 

31. 

• » . * ' 

Secundum  hanc  methodum  alteram  exemplum  primum  art.  29  ita  se  habet: 

Factor  w fit-  = (1  — J— i)j/2520 

Pro  a = 8 factor  respondens  21  fit,  per  casum  VIII,  = — I 

Factori  ipsius  n secundo  9 respondet  fector  -f- 1 (per  casum  III.) 

Factori  5 respondet  factor  — 1 (per  casum  II.) 

Factori  7 respondet  factor  — 1 (per  casum  II.) 

• 

Iliuc  conflatur  productum  W = ( — t — »)\/2529,  ut  in  art.  29. 

32.  • . j: 

Quum  valor  ipsius  W per  urethodos  duas  determinari  possit,  quarum  altera 
relationibus  numerorum  — , — , — k etc.  ad  numeros  a,  6,  c etc.  innititur,  altera 
vero  a relationibus  ipsius  k ad  numeros  a.  b,  c etc.  pendet,  inter  omnes  lias  re- 
lationes nexus  quidam  condi  tionaljs  intercedere  debet,  ita  ut  quaevis  e reliquis 
determinabilis  esse  debeat.  Supponamus,  omnes  numeros  a,  b,  c etc.  esse  nume- 
ros primos  impares,  atque  k accipi  = 1;  distribuanturque  factores  a,  b,  c etc.  in, 
duas  classes,  quarum  altera  contineat  eos,  qui  sunt  formae  et  qui  deno- 

tentur per  p,  p,  p"  etc. , altera  vero  constet  ex  iis , qui  sunt  formae  4 jx  — (—  3,  et 
qui  exprimantur  per  q.  q,  q“c tc. : multitudinem  posteriorum  designabimus  per  m. 
His  ita  factis,  observamus  primo,  n fieri  formae  4 p.  — f- 1 , si  m fuerit  par  (quorsum 
etiam  referri  debet  casus  is,  ubi  factores  classis  alterius  omnino  desunt,  sive  ubi 
m=0),  contra  n fieri  formae  4p-f-3.  si  m fuerit  impar.  Iam  determinatio 
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ipsius  W per  methodum  primam  ita  perficitur.  Pendeant  numeri  P,  P',  P"etc., 

Q.  Q',  Q“  etc.  ita  a relationibus  numerorum  — , ",  ",  ctc.,  — , etc.  ad  nu- 

, . , , P r r i i i 

meros  p,  p , p etc.,  q,  q , f etc.  resp. , ut  statuatur 

P=+ 1.  si  j est  residuum  quadraticum  ipsius  p 

P = — I,  si  j est  non-residuum  quadraticum  ipsius  p 

et  perinde  de  reliquis.  Tunc  erit  W'  productum  e factoribus  P\Jp.  P\!p.  PV/fetc., 
iQsjq , iQ'\jq’,  iQ"\jq“  e tc. , adeoque 

w=  ppp\ . . qq  q".  . . ry» 

Per  methodum  secundum , aut  potius  statim  per  praecepta  art.  1 9 , erit 

W=+yJn,  si  n est  formae  4jx— 1 , vel  quod  eodem  redit,  si  m est  par 
W — si  n est  formae  4p-f-3,  vel  si  m egt  impar 

Utrumque  casum  simul  complecti  licet  per  formulam  sequentem: 

W =■ 

Hinc  itaque  colligitur  . • , ’ 

PP'P\ . . QQ'Q\. . = 

Sed  imm~m  'fit  = !.  quoties  m est  formae  4p  vel  4 (A  — (—  1 , atque  = — 1.  quo- 
ties m est  formae  4p-f-2  vel  . 4p  -|-  3 , unde  deducimus  sequens  elcgantissimum 
Theorema,  j Denotantibus  a,  b,  c etc1.  numeros  primos  impares  positivos  wae- 
quales,  quorum  productum  statuitur  — n.  et  inter  quos  m sint  formae  1p-f-  3,  re- 
liqui formae  4 pL  -f-  1 multitudo  eorum  ex  his  numeris  a,  b.  c etc.,  quorum  non-resi- 
dua  resp.  sunt  — , j,  * etc. , par  erit,  quoties  m est  formae  4p  vel  4p+1,  impar 
vero,  quoties  m est  formae  t pL— |—  2 vel  4 p -(-  3 . 

Ita  e.  g.  statuendo  o±3,  b = 5,  c = 7,  </—11,  habemus  tres  numeros 
formae  4p-|-3,  puta  3,7  et  II;  est  autem  5.7.II.R3:  3.7.1 1 /25 : 3.5.1  Ifi7; 
3.5.7JVI1,  sive  unicus  " est  non-residuum  ipsius  d. 

• 33. 

Celeberrimum  theoretna  fundamentale  circa  residua  quadfutiep  nihil  aliud  est, 
nisi  casus  specialis  theorematis  modo  evoluti.  Limitando  scilicet  multitudinem 
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ninncrorum  a,  b,  c e te.  ad  duos,  patet",  «i  unus  tantum  ex  ipsis,  vel  neuter,  sit 
formae  4p+3,  fieri  debere  vel, simul  aRb,  bRa,  vel  simul  aNb.  bNa\  con- 
tra si  uterque  est  formae  4 p -j-  3 , unus  ex  ipsis  alterius  non-residuum  esse 
debebit,  atque  hic  illius  residuum.  En  itaque  demonstrationem  quartam  huius 
gravissimi  theorematis , cuius  demonstrationem  primam  et  secundam  in  Disqui- 
sitionibus Arithmeticis , tertiam  nuper  in  commentatione  peculiari  tradidimus 
( Commentt . T.  XVI):  duas  alias  principiis  rursus  omnino  diversis  innitentes  in 
posterum  exponemus.  Summopere  sane  est  mirandum,  quod  hocce  venustissimum 
theorema , quod  primo  omnes  conatus  tam  pertinaciter  eluserat , tot  postea  viis 
toto  coelo  inter  se  distantibus  adiri  potuerit. 

34. 

Etiam  theoremata  reliqua,  quae  quasi  supplementum  ad  theorema  funda- 
mentale efficiunt,  scilicet  per  quae  dignoscuntur  numeri  primi,  quorum  residua 
vel  non-residua  sunt  — l , -f-  2 et  — 2 , ex  iisdem  principiis  derivari  possunt. 
Incipiemus  a residuo  -f-  2. 

Statuendo  » = 8«,  ita  ut  a sit  numerus  primus,  atque  k =■  t.  per  me- 
thodum art.  23.  W erit  productum  c duobus  factoribus,  quorum  alter  erit  -}- \/a, 
vel  -|- »'ya,  si  8,  vel  quod  idem  est  2,  est  residuum  quadraticum  ipsius  a;  con- 
tra — \Ja  vel  — isja,  si  2 est  non-residuum  ipsius  a.  Factor  secundus  autem  est 

(l-|-i)^8,  si  a est  formae  8(J.— 1 
( — t-|-i)\/8,  si  a est  formae  8p+3 
( — 1 — «)^8 , si  a est  formae  8[i-f-  5 
(1  — 8*  a - est  formae  8p-|-7 

Sed  per  art.  18  semper  erit  W = ( I — (—  * ) y/ » ; dividendo  hunc  valorem  per  qua- 
tuor  valores  factoris  secundi . patet , factorem  primum  fieri  debere 

si  a est  formae  8j*  — |—  1 

— i^a,  si  a est  formae  8p-}-3 

— ^a,  si  a est  formae  Sp-f-5 
-j -i\Ja.  si  a est  formae  8p-(-  7 

Hinc  sponte  sequitur,  in  casu  primo  et  quarto  2 esse  debere  residuum  ipsius  a, 
in  casu  secundo  et  tertio  autem  non-residuum. 

6* 
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Numeri  primi,  quorum  residuum  vel  non-residuam  est  — 1,  facile  dignos- 
cuntur adiumento  theorematis  sequentis , quod  etiam  per  se  ipsum  satis  memo- 
rabile est; 

Theorema.  Productum  e duobus  factoribus 

W = 1 + r~'  + r~4  + etc.  + 

W = 1 +r  + r4  + ctc.  + 

est  — n , si  n est  impar ; vel  =0,  si  n est  impariter  par:  vel  — 'In,  si  n est 
pariter  par.  ■ 

Demonstr.  Quum  manifesto  fiat  ' 

W = r + r*  -f  r*+  etc.  -f  r™ . 

' = i*  + i>+  etc.  +r<"+,>* 

= r1  -f-  etc.  + etc. 

productum  \VW'  ita  quoque  exhiberi  poterit 

1 + r+r*+r®+  etc.  +/"-0' 

+ r_I  (r  ■ 4-  r*  + r»  + r"- 1-  etc.  -f- r"")' 
r-‘  (r4 + r'  + r'«  -f  r“  + etc. + \ 

_|_  r-o  (f  4.  r'* r**  + r"  -f  etc.  -f  re’**1, } 
etc. 

4-  r— e*-')'  (r(«-*)*  _|_  r"»  _|_  r (!*+«)*  _|_  4.  etc.  _)_  ) 

quod  aggregatum  vcrticaliter  summatum  producit 
n 

-f  r ( 1 + r r + r4 -f- r*  4- etc. -f- r“^s) 

4-r4  (1 4-  r4  4-r*  4-  r'*  + etc.  4-r4B“‘) 

-fr»(l4-r,-|-r,,4-r,,4-etc.  4-r*—*)  , 

4*  etc. 

_)_  r(»-0*  ( j _|_  pm-i  r«»-i  _|_  /->-»  _|_  etc  ) 

Iam  si  « impar  est . singulae  partes  huius  aggregati , praeter  primam  n , erunt 
= 0;  secunda  enim  manifesto  fit  tertia  r-^^r,*^  etc.  Quoties  vero  n 

par  est,  excipere  insuper  oportebit  partem  • 
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r1""  (1  r"  4.  r3n  4-  r*"  + etc.  +r""“") 

quae  lit  =«r1"".  In  casu  priori  itaque  fit  I V W'  — n , in  posteriori  autem 
= n-f-ar1"";  sed  r1""  fit  = +1 , si  n est  pariter  par,  tunc  itaque  prodit 
WW'=  2n;  contra  fit  r1"*  = — t , si  n est  impariter  par.  ubi  itaque  evadit 
WW'=  0.  Q.  E.  I). 


36.  • 

Iam  per  art.  22  constat,  si  « sit  numerus  primus  impar,  J(.  fieri  — -f-  i 
vel  = — 1,  prout  — 1 fuerit  residuum  vel  non-residuum  ipsius  n.  Ilinc  in  casu 
priori  esse  debebit  IV*=-)-i*,  in  posteriori  IV’  = — »;  quamobrem  per  art  1 3 
concludimus,  casum  priorem  tunc  tantum  locum  habere  posse,  quando  n sit  for- 
mae 4 {i  — i , casumque  posteriorem , quando  n sit  formae  t ja.  — {—  3. 

Denique  e combinatione  conditionum  pro  residuis  -(-2  et  — 1 inventarum 
sponte  sequitur,  — 2 esse  residuum  cuiusvis  numeri  primi  formae  bpL  — (—  1 vel 
8(i-|- 3,  atque  non-residuum  cuiusvis  numeri  primi  formae  8ji-)-3  vel  8(i-|-7. 
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Theorema  fundamentale  de  residuis  quadraticis,  quod  inter  pulcherrimas 
arithmeticae  sublimioris  veritates  refertur,  facile  quidem  per  inductionem  de- 
tectum . longe  vero  difficilius  demonstratum  est.  Saepius  in  hoc  genere  accidere 
solet , ut  veritatum  simplicissimarum , quae  scrutatori  per  inductionem  sponte 
quasi  se  offerunt,  demonstrationes  profundissime  lateant  et  |>ost  multa  demum 
tentamina  irrita , longe  forte  alia  quani  qua  quaesitae  erant  via.  tandem  in  lucem 
protrahi  possint  Dein  haud  raro  fit,  quum  primum  una  inventa  est  via,  ut  plu- 
res  subinde  patefiant  ad  eandem  metam  perducentes,  aliae  brevius  et  magis  di- 
recte, aliae  quasi  ex  obliquo  et  a principiis  longe  diversis  exorsae,  inter  quae  et 
quaestionem  propositam  vix  ullum  vinculum  suspicatus  fuisses.  Mirus  huiusmodi 
nexus  inter  veritates  abstrusiores  non  solum  peculiarem. quandam  venustatem  hisce 
contemplationibus  conciliat,  sed  ideo  quoque  sedulo  investigari  atque  enodari  me- 
retur, quod  haud  raro  nova  ipsius  scientiae  subsidia  vel  incrementa  inde  demanant.  ' 

Etsi  igitur  theorema  arithmeticum,  de  quo  hic  agetur,  j>er  curas  anteriores, 
quae  quatuor  demonstrationes  inter  se  prorsus  diversas  suppeditaverunt . plene 

a)  Duae  expositae  sunt  in  Disquisitionum  Arithmeticarum  Sect.  quarta  et  quinta;  tertia  in  commenta- 
tione peculiari  { Commcntt . Soc.  Gotting . Vot.  A' IV),  quarta  inserta  est  commentationi:  Snmmatm  quarundam 
tericrum  singuUinum  ( Commentt . Rrcentiorr»,  Vol.  I). 
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absolutum  videri  possit,  tamen  Vlenuo  ad  idem  argumentum  revertor.,  duasque 
alias  demonstrationes  adiungo,  quae  novam  certe  lucem  huic  rei  affundent.  Prior 
quidem  tertiae  quodammodo  affinis  est,  quod  nb  eodem  lemmate  proficiscitur; 
postea  vero  iter  diversum  prosequitur,  ita  ut  merito  pro  demonstratione  nova  ha- 
beri possit , quae  concinnitate  ipsa  illa  tertia  si  non  superior  saltem  haud  inferior 
videbitur.  Contra  demonstratio  sexta  principio  plane  diverso  subtiliori  innixa 
est  novumque  sistit  exemplum  mirandi  nexus  inter  veritates  arithmeticas  primo 
aspectu  longissime  ab  invicem  remotas.  Duabus  hisce  demonstrntionibus  adiun- 
gitur  algorithmus  novus  persimplex  ad  diiudicandum,  utrum  numerus  integer  da- 
tus numeri  primi  dati  residuum  quadraticum  sit  an  lion-residuum. 

Alia  adhuc  affuit  ratio,  quae  ut  novas  demonstrationes,  novem  iam  abhinc 
annos  promissas,  nunc  potissimum  promulgarem , effecit.  Scilicet  quum  inde  ab 
anno  1805  theoriam  residuorum  cubicorum  atque  biquadraticorum , argumentum 
longe  difficilius,  perscrutari  coepissem,  similem  fere  fortunam,  ac  olim  in  theoria 
residuorum  quadraticorum,  expertus  sum.  Protinus  quidem  theoremata  ea,  quae 
has  quaestiones  prorsus  exhauriunt,  et  in  quibus  mira  analogia  cum  theorematibus 
ad  residua  qnadratica  pertinentibus  eminet,  per  inductionem  detecta  fuerunt,  quam 
primum  via  idonea  quaesita  essent:  omnes  vero  conatus,  ipsorum  demonstrationibus 
ex  omni  parte  perfectis  potiundi,  per  longum  tempus  irriti  manserunt.  IIoc  ipsum 
incitamentum  erat,  ut  demonstrationibus  iam  cognitis  circa  residua  quadratica 
alias  aliasquc  addere  tantopere  studerem,  spe  fultus,  ut  ex  multis  methodis  di- 
versis una  vel  altera  ad  illustraudum  argumentum  affine  aliquid  conferre  posset. 
Quae  spes  ncutiquam  vana  fuit,  laboremque  indefessum  tandem  successus  pro- 
speri sequuti  sunt.  Mox  vigiliarum  fructus  in  publicam  lucem  edere  licebit:  sed 
antequam  arduum  hoc  opus  aggrediar , semel  adhuc  ad  theoriam  residuorum  qua- 
draticorum reverti , omnia  quae  de  eadem  adhuc  supersunt  agenda  absolvere,  at- 
que sic  huic  arithmeticae  sublimioris  parti  quasi  valedicere  constitui. 


Digitized  by 


DEMONSTRATIONES  ET  AMPLIATIONES  NOVAE. 


51 


THE  OREM  A TIS  FUNDAMENTALIS  IN  THEORIA  RESIDUORVM  Q UADRA  TICOR  UM 
DEMONSTRATIO  QUINTA. 

1. 

In  introductione  iam  declaravimus,  demonstrationem  quintam  et  tertiam  ab 
eodem  lemmate  proficisci,  quod  commoditatis  caussa,  in  signis  disquisitioni  prae- 
senti adaptatis  hoc  loco  repetere  visum  est. 

Lemma.  Sit  m numerus  primus  ( positivus  impar) . M integer  per  m non  divi- 
sibilis; capiantur  residua  minima  positiva  numerorum  < 

M . 23/,  33/,  4 3/ J [m  — 1)3/ 

secundum  modulum  m , quae  partim  erunt  minora  quam  J m . partim  maiora  : poste- 
riorum multitudo  sit  = n.  Tunc  erit  3/  residuum  quadraticum  ipsius  m , vel  non- 
residuum,  prout  n par  est,  vel  impar. 

Demonstr.  .Sint  e residuis  illis  ea,  quae  minora  sunt  quam  J m,  haec  a.b.c.d 
ctc.,  reliqua  vero,  maiora  quam  } m . haec  a',  b'.  c,  d'  etc.  Posteriorum  comple- 
menta ad  m,  puta  «n — a',  m — b',  m — c.  m — d' etc.  manifesto  cuncta  minora 
erunt  quam,  f m,  atque  tum  inter  se  tum  a residuis  a.  b,  c,  d etc,  diversa,  quam- 
obrem  cum  his  simul  sumta,  ordihe  quidem  mutato,  identica  erunt  cum  omnibus 
numeris  I,  2,  3,  4 . . . . J-fm — I).  "Statuendo  itaque  productum 

J.2.3.4 — 1)  — P 

erit 

P = abed  . . . . x{m  — d)  ( m — b'){m — c') (m  — d') ... . 

adeoque 

( — l)"P  — abed x \d — m)  [b' — m)(c  — m)(d' — m ...... 

Porro  fit , secundum  modulum  m , 

j>3/t(«—  0 = abed . . x a'b'c'd' . . = abed  ..  X [a! — in)  ( b /»)  ,c' — m)  {d’ — m) . . 
adeoque 

0=  P(— 1)" 

Hinc  M^m~ accepto  signo  superiori  vel  inferiori,  prout  n par  est  vel 
impar,  unde  adiumento  theorematis  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  art.  f»6  de- 
monstrati lemmatis  veritas  sponte  demanat. 
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2. 

Theorema.  Sint  m,  M integri  positivi  impares  inferse  primi,  n multitudo 
eorum  e residuis  minimis  positivis  numerorum 

M,  2 3f,  3 3f — 

secundum  modulum  m.  quae  sunt  maiora  quam  J m ; ac  perinde  N multitudo  eorum 
e residuis  minimis  positivis  numerorum 

m,  2 m,  3m  .....  |{3f — l)n» 

% 

secundum  modulum  M , quae  su&t  maiora  quam  { 3/.  Tunc  tres  numeri  n , A’, 
l(m  — 1 )(3/ — 1}  vel  omnes  simul  pares  erunt,  vel  unus  par  duoque  reliqui  impares. 

Demonstr.  Designemus 

per  f complexum  numerorum  !,  2,  3 J [m  — 1) 

per  f complexum  numerorum  m — 1,  m — 2,  m — 3 J-  (m  — {—  1 ) 

per  F complexum  numerorum  I,  2.  3 J(3f — l) 

per  F'  complexum  numerorum  M — 1. 3f— 2,  M — 3 |{3/-(-l) 

Indicabit  itaque  n,  quot  numeri  M/  residua  sua  minima  positiva  secundum 
modulum  m habeant  in  complexu  f,  et  perinde  N indicabit , quot  numeri  m F 
habeant  residui  sua  minima  jiositiva  secundum  modulum  3/  in  complexu  F'. 
Denique  designet 

complexum  numerorum  I,  2.  3 j (m  M — 1) 

f'  complexum  numerorum  m M — l , mM — 2,  mM — 3 f(«i3/-J-l) 

Quum  quilibet  integer  per  m non  divisibilis  secundum  modulum  m vel  alicui  re- 
siduo ex  f vel  alicui  ex  f'  congruus  esje  debeat,  ac  perinde  quilibet  integer  per 
3/  non  divisibilis  secundum  modulum  M congruus  sit  vel  alicui  residuo  ex  F vel 
alicui  ex  F':  omnes  numeri  ; f , inter  quos  manifesto  nullus  per  m et  M simul 
divisibilis  occurrit,  in  octo  classes  sequenti  modo  distribui  possunt. 

I.  Iu  prima  classe  erunt  numeri  secundum  modulum  m alicui  numero  ex/, 
secundum  modulum  M vero  alicui  numero  cx  F congrui.  Designabimus  multi- 
tudinem horum  numerorum  per  a. 
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.11.  Numeri  secundum  mo<lulos  m,  M resp,  numeris  ex  f F'  congrui,  quo- 
rum multitudinem  statuemus  = f>. 

III.  Numeri  secundum  modulos  m,  M resp.  numeris  ex  f,  F congrui, 
quorum  multitudinem  statuemus  = y. 

IV.  Numeri  secundum  modulos  m,  M resp.  numeris  ex  f' , F'  congrui, 
quorum  multitudo  sit  = S. 

V.  Numeri  per  m divisibiles,  secundum  modulum  M vero  residuis  ex  F 
congrui. 

VI.  Numeri  per  m divisibiles,  secundum  modulum  M vero  residuis  ex  F' 
congrui. 

VII.  Numeri  per  M divisibiles,  secundum  modulum  m autem  residuis  ex 
f congrui. 

VIII.  Numeri  per  M divisibiles,  secundum  modulum  m vero  residuis  ex 
f'  congrui. 

Manifesto  classes  V et  VI  simul  sumtae  complectentur  omnes  numeros  mF. 
multitudo  numerorum  in  VI  contentorum  erit  = N,  adeoque  multitudo  nume- 
rorum in  V contentorum  erit  { [M — 1)  — N.  Perinde  classes  VII  et  VIII  simul 
sumtae  continebunt  omnes  numeros  Mf,  in  classe  VIII  reperientur  « numeri, 
in  classe  VII  autem  1 [m — 1)  — n. 

Prorsus  simili  modo  omnes  numeri  9'  in  octo  classes  IX — XVI  distribuen- 
tur, in  quo  negotio  si  eundem  ordinem  servamus,  facile  perspicietur . numeros 
in  classibus 

IX,  X.  XI,  XII.  XIII,  XIV.  XV,  XVI 
contentos  resp.  esse  complementa  numerorum  in  classibus 

IV,  III,  II,  I,  VI,  V,  VIII.  VII 

contentorum  ad  mM.  ita  ut  in  classe  I.\ repe rian tu r i numeri;  in*  classe  X,  y 
et  sic  jwrro.  lam  patet,  si  omnes  numeri  primae  classis  associentur  cum  omni- 
bus numeris  classis  nonae,  haberi  omnes  numeros  infra  mM,  qui  secundum  mo- 
dulum m alicui  numero  ex  /,  secundum  modulum  M vero  alicui  numero  ex  F 
sunt  congrui , quorumque  multitudinem  aoqualefn  esse  multitudini  omnium  com- 
binationum  singulorum  f cum  singulis  F,  ■ facile  perspicitur.  llabemus  itaque 

a-)-^  = ±(m  — I )(Jf — 1) 
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similique  ratione  etiam  erit 

Innetis  omnibus  numeris  classium  II,  IV,  VI,  manifesto  habebimus  omnes 
numeros  infra  }tnM,  qui  alicui  residuo  ex  F'  secundum  modulum  M congrui 
sunt.  lidem  vero  nhmeri  ita  quoque  exhiberi  possunt: 

F\  M+  F\  2 M- f F\  AM-\-F' i (m  — 3)  M+  F' 

• « 

unde  omnium  multitudo  erit  — J (m  — 1 } [M — I),  sive  habebimus 

l*eriude  e iunctione  omnium  classium  III,  IV,  VIII  colligere  licet 
y + S + « = I(w— t)(Af—  1) 

•e 

Ex  liis  quatuor  aequationibus  oriuntur  sequentes : 

2a  ■=■  1 (m — 1)^3/ — 1 ) — -w  — 1 — JV 
26  = l(w—  1)(M— 1)  + « — Ar 
2y  = j (»—  l)(3f— 1)  — n+N 
2g  = i {m  — 1)(M — 1)  — *t — N 

quarum  quaelibet  theorematis  veritatem  monstrat. 

> 3. 

Quodsi  iarn  supponimus,  m et  M esse  numeros  primos,  e combinatione 
theorematis  praecedentis  eum  lemmate  art.  I theorema  fundamentale  protinus  de- 
manabit. Patet  enim, 

. I,  quoties  uterque  m,  M-,  sive  alteruter  tantum  , sit  formae  1 A-  — I . nu- 
merum -Jiw» — 1)  — 1)  fore  parem,  adeoque  n et  N vel  simul  pares  vel  simul 

impares,  et  proin  vel  utrumque  m et  M alterius  residuum  quadraticum,  vel  utrura- 
que  alterius  non-residuum  quadraticum. 

II.  Quoties  autem  uterque  m,  M est  formae  4 k +3,  erit  } (m — t)(Af — 1) 
impar,  hinc  unus  numerorum  »,  N par,  alter  impar,  et  proin  unus  numerorum 
m,  M alterius  residuum  quadraticum,  alter  alterius  non-residuum  quadraticum. 
Q.  E.  D. 
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DEMONSTRATIO  SEXTA. 

1.  * , 

Theorema.  Designante  p numerum  primum  (positivum  imparem),  n integrum 
positivum  per  p non  divisibilem , x quantitatem  indeterminatam,  functio 

l-fx^x^+x^-f-etc.  +x»r-« 

divisibilis  erit  per 

l+x+xx-J-x3-^  etc.  * 

Demonstr.  Accipiatur  integer  positivus  g ita  ut  fiat  g n = 1 (mod.  p). 
statuaturque  gn  — 1-j-Ap.  Tunc  erit 

i + y + x*“ 4- a** 4-  etc.  + j*>~*  (l— i(i — x)  (l — *ss)(i — /**  — x + ****<) 

t + x + xx  + x‘  + etc.  + xf~'  (1  — — x')  (l—  *")  (l—H*) 

_ I — !”■  I - x^—x”)  1 — x*» 

I — Xr  I — X*  I — '**  1 — xT 

adeoque  manifesto  functio  integra.  Q.  E.  D. 

Quaelibet  itaque  functio  integra  ipsius  x per  divisibilis,  etiam  di- 

visibilis  erit  per  ■ 

2. 

Designet  a radicem  primitivam  positivam  pro  modulo  p,  i.  e.  sit  a integer 

positivus  talis,  ut  residua  minima  positiva  potestatum  1,  a,  aa,  a 1 a*'-*  * 

secundum  modulum  p sine  respectu  ordinis  cum  numeris  1,  2,  3,  4 p — I 

identica  fiant.  Designando  porro  per  fx  functionem 

x+ X*  -f-  x™  -f-  x"*-|-  etc.  -j-  x'1*-’  -(- 1 

patet,  fx — 1 — x — xx — x3 — etc. — •r*’-1  divisibilem  fore  per  1 — xp.  adeoque 
a potiori  per  = 1— (— jp— |— d? ar— f-  jf*— {—  etc.  -f-x^T1,  per  quam  itaque  functio- 

nem ipsa  quoque  fx  divisibilis  erit.  Hinc  vero  sequitur,  quum  x exprimat  quan- 
titatem indeterminatam,  esse  quoque  /(x*)  divisibilem  per  et  proin  (art. 

praec.)  etiam  per  quoties  quidem  n sit  integer  [>er  p non  divisibilis.  Con- 

tra , quoties  n est  integer  per  p divisibilis,  singulae  partes  functionis  fix”)  uni- 
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* * % • ' * 

. tate  diminutae  divisibiles  erunt  per  1 ~X!'\  quamobrem  in  hoc  casu  etiam 
A**-r,  per  1 — xp  et  proin  etiam  per  divisibilis  erit. 


. 3. 


ThdobemjC.  * Statuendo 


x — x1 4-  .rM — a;’'  + x7' — etc.  — x7'"  — t 


erit  H p divisibilis  per  G— , accepto  signo  superiori,  quoties  p est  fordae 
4A*  — 1 , inferiori,  quoties  p est  formae  4/r  + 3. 

Dkmonstr.  Facile  perspicietur,  ex  p — I functionibus  hisce 

,ra+1  — xM+1  -f-  etc.  +1 

— x'i  — x7’+*+  etc.  -4-.r’'"'+1 

+ x77  i — x177 + xA+77  — x7'*77  + etc.  + x7'+77 
—jAi-^+x^—x^+e  tc.  + x7’*'+7' 

etc.  usque  ad  . 

- x^‘i  - x"'" +x7’~+7'"  - m7'*’" + ett, 

* 

• primam  fieri  — o , singulas  reliquas  autem  per  1 — xp  divisibiles.  Quare  j>er 
\x-xP  etiam  divisibilis  erit  omnium  summa,  quae  colligitur 


= i i - (f(xx)  - 1 ) + (/(**+')  - 1 ) - (f(x77+',  - 1 ) + (/Uy+1)  - 1)  - etc. 

+ (/(«*'"‘+l)— 1) 

=.  ii-f(xx)+f(x*+') -/(*“+•)  +/U-’,+l)  - etc.  +/(^'-H)  = & 

Erit  itaque  haecce  expressio  12  etiam  divisibilis  per  • lam  inter,  exponentes 

2,  a-|-l,  «a+b  a3-f-l a/’-*  + l unicus  tantum  erit  divisibilis  per  p. 

puta  unde  jier  art.  praec.  singulae  partes  expressionis  12  hae 

fxx),  f[?+'),  /(***+'),  (/.r’*+')  etc. 

excepto  solo  termino  f[xrt^  J+l),  divisibiles  erunt  per  Istas  itaque  par- 

tes delere  licebit . ita  ut  per  '~y  etiam  divisibilis  maneat  functio 

ii  +A^')+t) 
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* * / 

ubi  signum  superius  vel  inferius  valebit , prout  p est  formae  vel  formae» 

U'4~  3.  Et  quum  insuper  f[x%^l'">+t} — p divisibilis  sit  per  'p^—,  ..erit  etiam 
H ip  p per  divisibili*.  Q.  E.  D. 

Ne  duplex  signum  ulla;n  ambiguitatem  adducere  possit,  per  e numerum 
+ 1 vel  — 1 denotabimus,  prout  p est  formae  4 A*  — (—  1 vel  4£“f-  3. ' Erit  itaque  t 
^ ' ~ functio  integra  ipsius  x,  quam  per  Z designabimus. 


Sit  q mnnerus  positivus  impar,  adeoque  1 {q — 1)  integer.  Erit  itaque 
— (ep)1(*-,)  divisibilis  .per  H—  tp,  et  'proin  etiam  per  Sta- 
tuamus = 8,  atque 

0 = *=*?'.  Y 

' * 1 — X 

eritque  }*  functio  integra  ipsius  x , atque  8 = -(-1 , quoties  uuus  numerorum 
p,  q.  sive  etiam  uterque,  est  formae  I A -f- 1 ; contra  erit  8 == — 1,  quoties  uter- 
que p,  q est  formae  1 A'  -f-  3. 


5.  _ 

Iaui  supponamus , q quoque  esso  numerum  primum  (a  p diversum)  patet- 
que  per  theorema  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  art.  51  demonstratum  . 

. h _ _ jf»  _|_  ap'  4.  etc.  — .1^“" ) 

divisibilem  tieri  per  q.  sive  formae  qX,  ita  ut  X sit  functio  integra  ipsius  x 
etiam  respectu  coefficientium  numericoruin  (quod  etiam  de  functionibus  reliquis 
integris  hic  occurrentibus  Z,  Y,  Ur  subintelligendum  est).  Designemus  pro  mo- 
dulo p atque  radice  primitiva  a indicem  numeri  q per  p.  i.  e.  sit  q — a11  (tnod.p). 

Erunt  itaque  numeri  q , qa,  qaa,  qa* qap~ * secundum  modulum  p resp. 

congrui  numeris  a ■*,  n?+t . . . . a!>~x,  I , a,  a a . . . . .a|1— \ adeoque 


„»<*+■ 


x»*  —x* 


P ' 
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per  1 — x1’  divisibiles.  Quibus  quantitatibus,  alternis  vicibus  positive  et  Lega- 
tive sumtis  atque  summatis , patet , per  1 — xr  divisibilem  esse  functionem 

' IM|  . V-ifv** 

- *»”  -f  e te.  —x^  + i 

valente  signo  superiori  vel  mieriori . prout  p par  sit  vel  impar,  i.  e.  prout  q sit 
residuum  quadraticum  ipsius  p vel  non-residuum.  Statuemus  itaque 

jfl  — + ■**“  — + etc.  — — = (l-x^TT 

faciendo  y = — t , vel  y — — 1 , prout  q est  residuum  quadraticum  ipsius  p 
vel  non-residuum,  pateti|ue.  W tieri  functionem  integram. 

C.'  . . . 

His  ita  pracjniratis,  e combinationc  aequationum  praecedentium  deducimus 

fU + ~ •(%,(,_,)-T)  + ne- 

Supponamus,  ex  divisione  functionis  £A'  ]>er 

..  . 

oriri  quotieritent  V cum  residuo  T,  sive  haberi 

IX-&-V+T  >V . 

ita  ut  U,  T sint  functiones  integrae,  etiam  respectu  coSfficieutiom  immeritorum, 
et  quftem  T ordinis  certe  inferioris,  quam  divisor.  Erit  itrtque 

qT-tp$pto- '>-y)  = 'J=g  • (Z(£pto-')^y&Yii  + Wi(i-x)-q  U) 

A 

quae  aequatio  manifesto  subsistere  nequit,  nisi  tum  membrum  a laeva  tum  mem- 
brum a dextra  per  se  evanescat.  Erit  itaque  — y)  per  q divisibi- 
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. * . • 
lis,  nec  non  etiam  ip’"1  l' — y.,  adeoque  etiam  propfer  =s=  1*.  • numerus 

pUl—. 0 — yg  per  . 9 divisibilis  erit. 

Quodsi  iam  per  i)  designatur  unitas  positive  vel  hegative  ftccepta . prout  p 
est  residuum  vel  non-residuam  quadrat icmn  uumeri  q,  erit  pb?—  '}~6  P°r  1 
divisibilis , adeoque  etiam  t» — y c , quod  fieri  nequit,  nisi  fuerit  6 =*y&.  H!nc 
vero  theorema  fundamentale  sponte  sequitur,  Ncilicot^ 

I.  Quoties  vel  dterquc  p,  q,  yel  alteruter  tantum  est  formae  ti-f-l,  adeo- 

que  -f- 1 erit  fi  = y,  et  proiu  vel  simul  q residuum- qnadraticum  ipsius 

p,  atque  p 'residuum  quadj-aticum  ipsius  q ; vel  simul  q uou-residuutn  ipsius  p, 
atque  p non-residuum,  ipsius-  q. 

II.  Quoties  uterque  p,  q est  formae  4 k -j-  3;*  adeoque  8 = — 1 , ' erit 

fi  = — y,  adeoque  vel  simul  q residuum  quadraticum  ipsius  p,  atque  p non-re- 
siduum  ipsius  q;  vel  simul  q nou-residuum  ipsius  p,  atqtie  p residuum  ipsius  q. 
U.  E.  I).  , 

dl»  / • . 

Algorithmu*  novus  ad  decidendum , utrum  numeriu  intrger  positivus  datu*  nu turri  primi  pittifiri  dati 
• retiduuni  quadrat  icam  sit  an  non-rmiduunt.  V % 

Antequam  solutionem  novam’ huius  problematis  exponamus,  solutionem  in 
Disqtiisitiotiibjis  'Arithmeticis  traditum  hic  breviter  repetemus',  quae  satis  quidem 
exjiedite  perficitur  adiumento  theorematis  fundamentalis  atque  theorematum  no- 
torum sequentium.-'' 

I.  Relatio  numeri  d ad  numerum  b (quatenus  ille  huius  residuum  quadra- 
ticum  est  sive  -non-residuum) , .eadem  est  quae  numeri  c ad  6,  si  oac(modi). 

II:  Si  a,  est  productum 'e  factoribus,  a,  6,  y,  c etc. , atque  b numerus  pri- 
mus, relatio  ipsius  a ad  A ita  a relatione  horum  factornm  ad  b pendebit,  iit  -a 
fiat  residuttm  qiladraticum  ipsius  b vel  noh-residuum,  prortt  inter  illos  factores  re- 
peritur  multitudo  par  vel  impar  talium,  qui  sint  non-residua  ipsius  b.  Quoties 
itaque  aliquis  factor  est  quadratum,  ad  cum  in  hoc  exbmine  omnino  non  erit  re- 
spiciendum; si  quis  vero  factor  est  potestas  integri  cum  exponente  impari  illius 
vice  ipse  hic  integer  fungi  poterit. 

III.  Numerus  2 est  residuum  quadratigum  cuiusvis  numeri  primi  formae 

Sm-H  vel'  S/n-f-7,  non-residuum  vero  cuiusvis  numeri -primi  formae  8 in + 3 
vel  8m-f-5.  * 

* S * 


• < 
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' .«i.  * ■-  ^ 

Proposito  itaque  numero  a,  cuius  relatio  ad  numerum  primum  b quaeritur: 
pro  a,  si  maior  est  quam  b,  ante  onmin  substituetur  cius  residuum  minimum  jio- 
aitivum  secundum  modulum  b,  quo  residuo  in  Jactor#  suos  primos  resoluto,  qufte- 
stio  per  theorema  1 1 reducta  est  ad  inventionem  relationis  singulorum  horum  facto- 
rum ad  b.  Relatio  factoris  3,  f siqydcmj^MtXa^J^jtpel . vel  ter,  vel  quinquies 
etc.)  innotescit  per  theorema  III;  relatio  reliquorum,  per  theorema  fundamentale, 
pendet  a relatione  iflsius  l ad  singulos,  HOC  itaque  «nodo  loco  unius  relationis 
numeri  dati  ad  numerum  primum  b iam  investigandae  sunt  aliquae  relationes  nu- 
meri b ad  alios  primos  impares  ipso  b minores,  quae  problemata  eodem  modo  ad 
minores  modulos  deprimentur,  manifestoque  hae  depressiones  successivae  tandem 
exhaustae  erunt. 

2.  . . . 

Ut  exemplo  haec  solutio  illustretur,  quaerenda  sit  relatio  numeri  10»  ad  379. 
Quum  103  iam  sit  minor  quam  379,  atque  ipse  numerus  primus,  protinus  appli- 
candum erit  theorema  fundamentale,  quod  docet,  relationem  quaesitam  oppositam 
esse  relationi  numeri  379  ad  103.  Haec  iterum  aequalis  est  relationi  numeri  70 
ad  103,  quae  ipsa  pendet  a relationibus  numerorum  2,  5,  7 ad  103.  Prima  ha- 
rum relationum  e theoremate  II  l innoteseit.  Secunda  per  theoroma  fundamentale 
pendet  a relatione  nnmeri  103  ad  6,  cui  per  theorema  1 aequalis  est  relatio  nu- 
meri 3 ad  5;  haec  iterum  per  theorema  fundamentale  pendet  a relatione  numeri  5 
ad  3\  cui  per  theorema  I aequalis  est  gelatio  numeri  2 ad  3,  per  theorema  111 
noto.  Perinde  relatio  numeri  7 ad  103  per  theorema  fundamentale  a relatione  nu- 
meri 103  ad  7 pendet,  quae  per  theorema  1 aequales  est  relationi  numeri’ 3 ad  7; 
haec  iterum  per  theorema  fundamentale  pendet  a relatione  numeri  7 ad  5,  cui  ae- 
qualis est  per  theorema  I relatio  numeri  2 ad  6 per  theorema  III  nota.,  Quodsi 
iam  hanc  analysin  in  syuthcsin  transmutare  placet,  quaestionis  decisio  ad  quatuor- 
decim  momenta  referetur,  qUae  complete  hic  apponimus,  ut  maior  concinnitas  so- 
lutionis novae  eo  clarius  elucescat,  ' . 

•l.  Numerus  2 est  residuum. quadroticum  numeri  103  'tlieor.  111). 

2.  Numerus  2 est  non-residuum  quadraticum  numeri  3 (theor.  III). 

3.  Numerus  5 est  uon-residuum  quadraticum  numeri  3 (ex  1 et  2). 

1.  \ umerus  ? est  non-residuum  quadraticum  numeri  5 (theor.  fnnd.  et  3). 

5.  Numerus  J03  est  non-residuum  quadraticum  numeri  5 (1  et  4). 
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* •T3,  x ;...  . 

6.  humerus  5 est  nou-residuum  qoadraticum  numeri  103  (theor.  fnud.  et  5:. 

7.  Numerus  2 est  uon-residuum  quadraticum  numeri  5- (theor.  111  . 

».  Numerus  7 est  mm -residuum  quadraticum  numeri  5 (I  et  7*. 

ii.  Numerus  5 nan-restduui»  quadraturam  numeri  7 {theor.  fimd.  et  8). 

10.  Numerus  103  est  aon-iesiduum  quadraticum  immori  7 (I  et  9). 

11.  Numerus,?  est  residuum  quadraticum  numeri  103  tlieor.  fmid.  et  10). 
•12.  Numerus  70  est  nhU-residutttn  quadraticum  numeri  103  (II,  1.  #.  ! 1 i. 

13.  Numerus  379  est  nou-residumn  quadraticum  numeri  103  I et'12,. 

I I.  Numerus  10:i  est  residuum  quadraticum  numeri  379  theor.  fuud.et  1 3). 


In  sequentibus  brevitatis  caussa  utemur  tigno  in  Comment.  Gottiny.  ,Voi.  XVI 
introducto.  Scilicet  per  [.r]  denotabimus  quantitatem  x ipsam,  quotiesf  x est  in- 
teger, sive  integrum  proxime  miuoretn  quam  x,  quoties  x est  quantitas  fracta,  ita 
ut  x — (ad  semper  fiat  quantitas  non  negativa  unitate  minor. 


3. 

Problema.  Denotantibus  a,  b integros  positivos  inter  se  primos,  et  posito 
, }-«]  = a',  invenire  aggregatum 

.(‘i+|9l+[9]+t-/l+«-+t?l  ’ ’ 

I I 

Sql.  Designemus  brevitatis  canssu  huiusmodi  aggregatum  per  tf(a,b),  ita 
ut  etiam  fiat 


sts-i-c-i+in+ivi+^+iV] 

si  statuimus  ' J b\  = b'.  In  demonstratione  tertia  theorematis  fundamentalis  osten- 
sum est,  pro  casu  eo.  ubi  a et  b sunt  impares,  fccri 

<f(a,  b)-\-<f(p,a)  — ab 


fucileque  eandem  methodum  sequendo  veritas  huius  pro]K)sitioiiis  ad  eum  qtioque 
casum  extenditur,  ubi  alteruter  numerorum  a,b  est  impar,  uti  illic  iam  addigita- 
vimus.  Dividatur,  ad  instar  methodi,  per  quam*  duorum  integrorum  divisor  com- 
munis maximus  investigatur,  a per  b,  sitque  6 quotiens  atque  c residuum;  dein 
dividatur  6. per  c et  sic  porro,  ite  ut  habeantur  aequationes 


* 
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a = 66  + c • 
b = yc  + rf 
c = «Sd-f-e 
d — g e -\-f  etc. 

Iloc  modo  in  serie  numerorum  continuo  decrescentium  b.  c,  d.  e.f  etc.  tan- 
dem ad  unitatem  perveniemus,  quum  per  hyp.  a et.  b sint  inter  se  primi,  ka  ut 
aequatio  tiltima  fiat  •.  , 

Quum  manifesto  habeatur 

[t]  = N+t]  = ^+[tJ 
ItJ  = [3S+t1  =?  3 6“*"(xl 


etc.,  erit 
et  proin 


?(6f«)==?(J,c)+i6{6*6'+6') 

<f{a,b)  = a'b' — ^-ij(6'6'-)-6')-»r«p(6,  c) 

Per  similia  ratiociuid  fit,  si  statuimus  [J-c]  *=  c,  [}d;  = d\  [J  e ] — e'  etc. . 

y[b,c)  = b'c' — f yTcV'4-c‘)-s-<p  [c,d)  ■ 

'f  (c,  d)  — cd' — i c (d'd'+ d') — 9 (d,  e)  * 

9 (d.e)  — d e — f g (e  e -b  /i 
etc.  usque  ad  • , 

= kr-mn +n-9(u) 

« • .•  • . 

Hinc,  quoniam  manifesto  est  y(l,  l)  = 0.  colligimus  formulam 

. * 

9 { a,b ) — «7/ — b'c-\- cd' — d’e-\-  etc.  + k'l' 

— f b' (W+  6”) -f-  1 6(d'd'+d')  + 4-6(eV+e)  — etc.  + } X{/7'— )- /') 

_ * 

■ • • ’ 4. 

Facile  iam  ex  iis.  quae  in  demonstratione  tertia  exposita  sunt,  colligitur, 
relationem  numeri  i ad  a.  quoties  a sit  numerus  primus,  sponte  cognosci  e va- 
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lore  aggregati  <p(<i,  26).  Scilicet  prout  hoc  aggregatum  est  numerus  par  vel  im- 
par, erit  b residuum  quadraticum  ipsius  a vel  non-residuum.  Ad  eundem  vero 
tinem  ipsum  quoque  aggregatum  9(0,  b)  adhiberi  poterit,  ea  tamen  restrictione, 
ut  casus  ubi  b impar  est  ab  eo  ubi  par  est  distinguatur.  Scilicet 

I.  Quoties  b est  impar,  erit  b residuum  vel  non-residuum  quadraticum 
ipsius  a.  prout  9(0,6)  par  «st  vel  impar.  1 „ • 

II.  Quoties  6 est  par,  eadem  regula  valebit,  si  insuper  a est  vel  formae 
8»  + l vel  formae  8»  + 7;  si  vero  pro  valore  pari  ipsius  b modulus  a est  vel 
formae  6n+3  vel  formae  8w  + 5.  regula  opposita  applicanda  erit.  puta,  b erit 
residuum  quadraticum  ipsius- a,  si  9 (a, 6)  est  impar,  non-residuum  vero,  si  9(0.6) 
est  par. 

Haec  omnia  ex  art.  4 demonstrationis. tertiae  facillime  derivantur. 

• • 

. ' 5.  t 

Exemplum.  Si  quaeritur  relatio  numeri  103  ad  numerum  primum  379.  ha- 
bemus, ad  eruendum  aggregatum- <p{37 9,  103),  ■ , 

a’  — 189 

b'  = 5 1 

c'  = 33 

d’ 16 

e = 4 | * = 2 | e = 8 

» . 

hinc 

9(379,103)  = 94S39—  1785  + 560  — 32— 397S  + 63*0  — 272  + 24  = 4786  < 

unde  103  erit  residuum  quadraticum  numeri  379.  Si  ad  eundein  finem  aggrega- 
tum (379,206)  adhibere  malumus , ha,bemu.s  hocce  paradigma  : 

379  I 189 
206  | 103 

173  . • 86 

33  16 

8 4 

unde  deducimus 


I 

I 

5 

4 


a — 376 
b = 103 
c ±=  70 
d 33 
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?(379,206)  =t  19407  — 8858^-1370  — 64  — 5356  + 3741  — 6S0-f-40  = 9666 
quapropter  103  est  residuum  quadraticum  numeri  379. 

6. 

Quum  ad  decidendam  relationem  numeri  b ad  a non  opus  sit,  singulas 
partes  aggregati  <f[a,b)  computare , sed  sufficiat  novisse , quot  inter  eas  sint  im- 
pares , regtila  nostra  ita  quoque  exhiberi  potest : 

Fiat  ut  supra  a = 66-}“c-  ^ — 7e~b^<  c =*  od-f- • etc..  donec  in  serie  nu- 
merorum a,  b,  c,  d,  e etc.  ad  unitatem  perventum  sit.  Statuatur  [Fcii'=  a,  [J  b} 
= 6-',  J c]  *=  c etc..  sitque  p multitudo  numerorum  imparium  in  serie  a, b', c' etc. 
eorum,  quos  immediate  sequitur  impar;  Sit  porro  v multitudo  numerorum  impa- 
rium in  serie  6,  y,  8 etc.  eorum,  quibus  in  serie  b',  c,  d'  etc.  resp.  respondet  nu- 
merus formae  4 n -f- 1 vel, formae  4n-}-2.  His  ita  factis , erit  4 residuum  qua- 
draticuni  vel  non-residuum  ipsius  a , prout  p-f-v  est  par  vel  impar , unico  casu 
excepto , ubi  simul  est  b par  atque  a vel  formae  8 » -(-  3 vel  8 n -|-  5 , pro  quo 
regula  opposita  valet. 

In  exemplo  nostro  series,  a',  b',  c,  d',  e duas  successiones  imparium  sistit, 
unde  p = 2;  in  serie  f>\  y’,  8',  e‘,  duo  quidem  impares  adsunt  , sed  quibus  in 
serie  b\  c',  d',  e'  respondent  numeri  formae  4 »4-3,  unde  v = 0.  Fit  itaque 
p-j-v  par.  adeoque  103  residuum  quadraticum  numeri  379. 
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THEORIA  RESIDUORUM  BIQU  A DRAUCORUM. 

% • , 

COMMENTATIO  PRIMA. 


1.  . 

•Theoria  residuorum  quadratioorum  ad  pauca  theoremata  fundamentalia  re- 
ducitur. pulcherrimis  Arithmeticae  Sublimioris  cimeliis  ad  numeranda,  quae  primo 
per  inductionem  facile  detecta,  ac  dein  multifariis?  modis  itar  demonstrata  esse  con- 
stat , ut  nihil  amplius  desiderandum  relictum  sit.  * . 

Longe  vero  altioris  indaginis  est  theoria. residuorurh  cubicorum  et  biquadra- 
ticorum.  Quam  quum  inde  ab -anno  1805  perscrutari  coepissemus,  praeterea, 
quae  quasi  in  limine  sunt  posita , nonnulla  tjuidem  theoremata  specialia  se  obtu- 
lerunt, tum  [iropter  simplicitatem  suam , tum  propter  demonstrationum  difficul- 
tatem valde  insignia : mox  vero  comperimus,  principia  Arithmeticae  hactenus*usi- 
tata  ad  theoriam  generalem  stabiliendam  neutiqnam  sufficere,  quin  potius  hanc  ne- 
cessario postulare,  ut  campus  Arithmeticae  Sublimioris  infinities  quasi  promovea- 
tur, quod  quomodo  intelligendum  sit,  in  continuatione  harum  disquisitionum  cla- 
rissime elucebit.  Quamprimum  hunc  campum  novum  ingressi  sumus,  aditus  ad 
cognitionem  theorematum  simplicissimorum  totam  theoriam  exhaurientium  per  in- 
ductionem statim  patuit : sed  ipsorum  demonstrationes  tam  profunde  latuerunt,  ut 
post  multa  demum  tentamina  irrita  tandem  in  lucem  protrahi  potuerint. 

Quum  iam  ad  promulgationem  harum  lucubrationum  accingamur,  a theoria 
residuorum  biquadraticorum  initium  faciemus,  et  quidem  in  hac  prima  oommen- 
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tatione  disquisitiones  eas  explicabimus , quas  iam  cis  campum  Arithmeticae  am- 
pliatum absolvere  licuit,  quae  illuc  viam  quasi  sternunt,  simulque  theoriae  divi- 
siouis  circuli  quaedam  nova  incrementa  adiungunt. 

2. 

Notionem  residui  biquadratici  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  art.  1 1 5 intro- 
duximus : .scilicet  numerus  integer  a , positivus  seu  negativus,  integri  p residuum 
biquadraticum  vocatur;  si  a secundum  modulum  p biquadrato  congruus  fieri  pot- 
est , et  perinde  non-residuum  biquadraticum , si  talis  congruentia  non  exstat.  In 
omnibus  disquisitionibus  sequentibus,  ubi  contrarium  expressis  verbis  non  mone- 
tur, modulum  p esse  numerum  primum  (imparem  positivum)  supponemus,  atque  a 
per  p non  divisibilem,  quum  omnes  casus  reliqui  ad  hunc  facillime  reduci  possint. 

3. 

Manifestum  est,  omne  residuum  biquadraticum  numeri,  p eiusdem  quoque 
residuum  quadraticum  osse,  et  proin  omne  non-residuum  quadraticum  etiam  non- 
residuum  biquadraticum.  Hanc  propositionem  etiam  convertere  licet,  quoties  p 
est  numerus  primus  formae  t « -)- 3 . Nam  si.  in  hoc  casu  a est  residuum  quadra- 
ticum ipsius  p.  statuamus  a = bb  (mod.  p , ubi  b - vel  residuum  quadraticum 
ipsius  p erit  vel  non-residuum:  in  casu  priori  statuemus  -b  = cx , unde  a = c4, 
i.  e.  a erit  residuum  biquadraticum  ipsius  p ; in  casu  posteriori  — b fiet  residuum 
qUadratioum  ipsius  p (quoniam  — 1 est  non-residuum  cuiusvis  numeri  primi  for- 
mae 4*4-3),  faciendoque  — 6 = cc/  erit  ut  antea  a = c4,  atque  a residuum 
biquadraticum  ipsius  p.  Simul  facile  perspicietur,  alias  solutiones  congruentiae 
x‘  " a (mod.  p . praeter  has  duas  x — t et  x = <—  c in  hoc  casu  non  dari. 
Quum  hae  propositiones . obviae  integram  residuorum  biqnadraticorum  theoriam 
pro  modulis  prunis  formae  4*  -|-  3 exhauriant,  tales  modulos  a disquisitione  no- 
stra omnino  excludemus,  sive  banc  ad  modulos  primos  formaf  4*»f-l  limitabimus. 

4., 

Exis  tente  itaque  p numero  primo  formae  4*-|-l,  propositionem  art  praec. 
convertere  non  licet;  nempe  exstare  possunt  residua  quadratica,  quae  non  sunt 
simul  residua  biquadratiea,  quod  evenit,  quoties  residuum  quadraticum  congruum 
est  quadrato  non-residui  quadratici.  Statuendo  enim  a =bb.  existente  b non- 
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residua  quadratico  ipsius*  p , si  congruentiae  x‘  = a satisfieri  posset , per  vale- 
rem j?  = c,  foret  c*  = 66,  sive  productum  { cc — b)  (cc-\-b)  per  p divisibile, 
unde  p vel  factorem  ce — b vel  alterum  ee-f-6  metiri  deberet,  i.  e.  vel  -f-6 
vel  — b foret  residuum  quadra ticum  ipsius  p,  et  proin  uterque  {quoniam  —1  est 
residuum  quadraticum) , contra  hyp.  > 

Omnes  itaque  numeri  integri  per  p noti  divisibiles  in  tres  classes  distribui 
possent,  quarum  prima  contineat  residua  biquadratica,  secunda  non-residua  biqua- 
dratica  ea,  quae  simul  sunt  residua  quadratica,  tertia  non-residua  quadratica.  Ma- 
nifesto sufficit,  tali  classificationi  solos  numeros  t,  2,  3 p — 1 subiicere,  quo- 

rum semissis  ad  classem  tertiam  reduceretur , dum  altera  semissis  inter  classem 
primam  et  secundam  distribueretur'. 


* 5. 

Sed  praestabit,  quatuor  classes  stabilire,  quarum  indoles  ita  se  habeat. 

Sit  A complexus  omnium  residuorum  biquadraticorum  ipsius  p,  inter  1 et 
p — 1 (incitis.)  sitorum,  atque  e non-residnum  quadraticum  ipsius  p ad  arbitrium 
electum.  Sit  porro  B complexus  residuorum  minimorum  positivorum  e productis 
e A secundum  modulum  p oriundorum,  et  perinde  V,  I)  resp.  complexus  residuo- 
rum minimorum  positivorum  e productis  ee.it,  e* A secundum  modulum  p pro- 
deuntium. His  ita  factis  facile  perspicitur,  singulos  numeros  B inter  se  diversos 
fore,  et  perinde  singulos  C,  nec  non  singulos  D ; cifram  autem  inter  omnes  hos 
numeros  occurrere  non  posse.  Porro  patet,  omnes  numeros,  in  A et  C conten- 
tos , esse  residna  quadratica  ipsius  p , omnes  autem  in  B et  D non-residua  qua- 
dratica , ita  ut  certe  complexus  A.  C nullum  numerum  oum  complexu  B vel  D 
communem  habere  possiht.  Sed  etiam  neque  A cum  C,  neque  B cum  D ul- 
lum numerum  communem  habere  potest.  Supponamus  enim 

I.  numerum  aliquem  ex  A,  e.  g.  a etiam  in  C inveniri,  ubi  prodierit  e pro- 
ducto e ea'  ipsi  congruo,  existente  a'  numero  e complexu  A.  Statuatur  a —n* 
a — a'*,  accipiaturque  integer  8 ita, '.ut  fiat  Ha' = I.  His  ita  factis  erit 
e e a*  = a‘,  adeoque  multiplicando  per  8*. 

e e ==  a48‘ 

i.  e.  ee  residuum  biquadraticum,  adeoque  e residuum  quadraticum,  contYa  hyp. 
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• II.  Perinde  supponendo,  aliquem  numerum  complexibus  B,.D  communem 
esse,  atque  e productis  ea,  eV  prodiisse,  existentibns  a,  a!  numeris  e complexu 
.4,  e congruentia  ea  = esa'  sequeretur  a = eea.  adeoque  haberetur  numerus, 
qui  e producto  eeji  oriundus  ad  C simulque  ad  A pertineret,  quod  impossibile 
esse  modo  demonstravimus. 

Porro  facile,  demonstratur,  omnia  residua  quadratica  ipsius  p , inter  1 et 
p — 1 inel.  sita,  necessario  vel  in  A vel  in  C,  omniaque  non-residua  quadratica 
ipsius  p inter  illos  limites  necessario  vel  in  B vel  in  D occurrere. debere.  Nam 

I.  Omne  tale  residuum  quadraticum , quod  simul  est  residuum  biquadrati- 
cum , per  hyp.  in  A invenitur. 

II.  Residuum  quadraticum  A (ipso  p minus),  quod  simul  est  non -resi- 
duum biquadraticum,  statuatur  = gg , ubi  g erit  non-residuum  quadraticum. 
Accipiatur  integer  y talis,  ut  fiat  ey  =■  g , eritque  y residuum  quadraticum 
ipsius  p,  quod  statuemus  = kk.  Hinc  erit 

A = gg  ~ «ey  y = eek* 

Quare  quum  residuum  minimum  ipsiuff  k'  inveniatur  in  A.  numerus>  A',  quippe 
qui  ex  illius  producto  per  ee  oritur,  necessario  in  C contentus  erit. 

II I.  Designante  A non-residuum  quadraticum  ipsius  p inter  limites  t et 
p — t,  eruatur  inter  eosdem  limites  numerus  integer  g talis,  ut  habeatur  eg  = h. 
Erit  itaque  g residuum  quadraticum,  et  proin  vel  in  A vel  in  C contentus:  in 
casu  priori  A manifesto  inter  nutneros  B,  in  [Hjsteriori  autein  i uter  numeros  D 
invenietur. 

Ex  his  omnibus  colligitur,  cunctos  numeros  1,  2,  3 . .. . .p-—\  inter  qua- 
tuor  series  A,  B,  C,  D ita  distribui,  ut. quivis  illorum  in  una  harum  reperiatur, 
unde  singulae  series  !(/>  — 1)  numeros  continere  debent.  In  hac  classificatione 
classes  A et  C quidem  numeros  suos  essentialiter  possident,  sed  distinctio  inter 
classes  B et  D eatenus  arbitraria  est , quatenus  ab  electione  numeri  e pendet, 
qui  ipse  seinpcr  ad  B referendus  est;  quapropter  si  eius  loco  alius  e classe  D ad- 
optatur, clusses  B,  D inter  se  permutabuntur. 


6. 

Quum  — I sit  residuum  quadraticum  ipsius  p,  statuamus.  — i p), 

unde  quatuor  radices  congruentiae  ac*  s 1 erunt  f,  — 1 , — f.  Quodsi  itaque 
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a est  residuum  biquadraticum  ipsius  p,  puta  = a*,  quatuor  radices  congruentiae 
xl  S « erunt  a,  fa,  — a,  — fa , quas  inter  se  incongruas  esse  facile  perspici- 
tur. Hinc  patet,  si  colligantur  residua  minima  positiva  biquadralorum  I,  16. 
81,  256  ....  (p — 1)\  quaterna  semper  aequalia  fore,  ita  ut  — t)  residua  bi- 
quadratica  diversa  habeantur  complexum  A formantia.  Si  residua  minima  biqua- 
dratorum  usque  ad  (J p — j)‘  tantum  colliguntur,  singula  bis  aderunt. 

4 • • * • 

7. 

Productum  duorum  residuorum  biquadraticorum  manifesto  est  residuum  bi- 
quadraticum-, sive  e multiplicatione  duorum  numerorum  classis  A semper.  prodit 
productum,  cuius  residuum  minimum  positivum  ad  eandem  classem  pertinet.  Per- 
inde producta  numeri  ex  i?  in  numerum  ex  D,  vel  numeri  ex  C in  numerum 
ex  C,  habebunt  residua  sua  mininm  in  A. 

In  B autem  cadent  residua  productorum  A . B et  C.  D;  in  C residua  pro- 
ductorum A.C,  B . B et  D . D ; denique  in  D residua  productorum  A . D et  B.C. 

Demonstrationes  tam  obviae  sunt,  "ut  sufficiat,  unam  indicavisse.  Sint  e.  g. 
c et  d numeri  ex  C et  D,  atque  c.=  e ea,  d = e3d,  denotantibus  a,  d nu- 
meros ex  A.  Tunc  e* ad  erit  residuum  biquadraticum.  i.  e.  ipsius  residuum  mi- 
nimum ad  A referetur:  quare  quum  productum  cd  fiat  sciVi,  illius  resi- 
duum minimum  in  B contentum  erit'.  • ■ ' . 

, • 

Simul  facile  iam  diiudicari  potest,  ad  quamnam  classem  referendum  sit  pro- 
ductum e {Muribus  factoribus.  Scilicet  tribuendo  classi  A,  B,  C , I)  resp.  cha- 
racterem 0,  1,  2.  3,  character  producti  vel  aggregato  characterum  singulorum 
factorum  aequalis  erit,  vel  eius  residuo  minimo  secundum  modulum  4. 


8.  . * 

Operae  pretium  visum  est , hasce  propositiones  dementares  absque  admini- 
culo theoriae  residuorum  potestatum  evolvere,  qua  iir  auxilium  vocata  omnia  ad- 
huc multo  facilius  demonstrare  licet. 

Sit  g radix  primitiva  pro  modulo  p,  i.  e.  numerus  talis,  ut  in  serie  potesta- 
tum g , gg,  g3 ...  . nulla  ante  hanc  gl>~'  unitati  secundum  modulum  p congrua 
evadat.  Tunc  residua  minima  positiva  numerorum  1 , g.  gg,  g3  . . . . g^~3  praeter 

ordinem  cum  his  1,2,3 p — 1 convenient , et  in  quatuor  classes  sequenti 

modo  distribuentur: 
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ad 

residua  minima  numerorum- 

A 1 

1.  AA  y1-.. 

..•A’"5 

B 

g-  A A A-. 

C ' 

gg.  A g'*,  g"  ■ 

■■■ 9 

D 

g'.  g\  g'\  g?.. 

Hinc  omnes  propositiones  praecedentes  sponte  demanant. 

Ceterum  sicuti  hic  numeri  1,  2,  3 . . . .p  — I in  quatuor  classes  distributi 
sunt,  quarum  complexus  per  A,  B,  C,  D designamus,  ita  quemvis  integrum  per 
p non  divisibilem,  ad  uormam  ipsius  residui  minimi  secundum  modulum  p,  ali- 
cui harum  classium  adnumerare  licebit. 

'9. 

Denotabimus  per  f residuum  minimum  potestatis  g^f~ secundum  modu- 
lum p,  unde  quum  fiat  ff  = 1^  = — 1 ( Disquis.Arithm . art.  62),  patet,  cha- 

racterem f hic  idem  significare  quod  in  art.  6.  Potestas  gMP~')  itaque,  deno- 
tante X integrum  positivum , congrua  erit  secundum  modulum  p numero  1,/. 
— 1.  — /,  prout  X formae  \m,  4 /«  — (—  t , 4 ««-+-?,  4m-(-3  resp. , sive  prout  resi- 
duum minimum  ipsius  g' ' in  A,  B,  C,  D resp.  reperitur.  Hinc  nanciscimur  cri- 
terium  persimplex  ad  diiudicanduni,  ad  quarti  classem  numerus  dutus  h per  p non 
divisibilis  referendus  sit;  pertinebit  scilicet  h ad  A,  B,  C vel  D,  prout  potestas 
frHp— i)  secandum  modulum  p jmmero  \\  f, — 1 vel  — f congrua  evadit. 

Tamquam  corollarium  hinc  sequitur,  — t semper  ad  classem  A referri,  quo- 
ties p sit  formae  Sn-j-l,  ad  classem  C vero,  quoties  p sit  formae  8n  — 5.  De- 
monstratio huius  theorematis  a theoria  residuorum  potestatum  independens  ex  iis. 
quae  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  art.  1 15,  III  docuimus,  facile  adornari  potest. 

* • 

10. 

Quum  omnes  radices  primitivae  pro  modulo  p prodeant  e residuis  potesta- 
tum g'' , accipiendo  pro  X omnes  numeros  ad  p — 1 primos,  facile  perspicitur,  il- 
las inter  complexus  B at  D aequaliter  dispertitae  fore,  basi  g semper  in  B con- 
tenta. Quodsi  loco  numeri  g radix  alig  primitiva  e complexu  B prO  basi  accipi- 
tur, classiflcatio  eadem  manebit;  si  vero  radix  primitiva  e complexu  D tamquam 
basis  adoptatur,  classes  B et  D inter  se  permutabuntur. 
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Si  olassificatio  cr  i ter  io  in  art.  pracc.  prolato  s 
classes  B et  D inde  pendebit,  utram  radicem 
pro  numero  characteristico  f adoptemus. 


11. 


tur,  discrimen  inter 
E — 1 (mod.  p) 


Quo'  facilius  disquisitiones  subtiliores,  quas  inm  aggressuri  sumus . per 
exempla  illustrari  possint,  constructionem  classium  pro  omnibus  modulis  infra 
1 00  hic  apponimus.  - Radicem  primitivam  pro  singulis  minimam  adoptavimus. 


.A 

B 

C 

D i 


A - 
B 
C 
D 


A 

B 

C 

D 


p = 5 

2 

l | 

4 

3 • 

/>=13 

9 = /=  8 

1,  3,  9. 

2,  5.  6 • . 

4,  10,  12 

7,  8, .11  ' 

«7 

$ = 3,  / = 13 

1.  4,  1 3r  i0 

3,  5,  12.  14 

2.  8,  9,  15  * , 

6,7,  10,  11 


'«f 


p = 29 

9=2,/=  12 
A 1,  7.16,20,23.24,25 

B j 2.  3.  1 1,  14,  17.  19, -21 
C ' 4.  5.’  6,  9;  I S,  22. -28 
D ; 9.  10.  12,  15.  18.  26,  27 


10 
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p — 37 

-/=2  ,/=31 

A | 1,  7,  ft,  10.  12,  16,  26,  33,  34 

B ! 2,  14,  16,  18.  20,  24,  29,  5t,  32 

C \ 3,  4,  11,  21,  25,  27,  28,' 30,  36  • 

. D i 5,  6,  6,  13,  17.  19.  22,  23,  36 

‘ •*  p = 41  '•  . • . 

*=<>./=  32 

A | 1,  4,  10,  16,  18,  23,  2&,  31,  37,  40 
B 
C 

D 

4 p = 53 

<7  = 2,  /=  30 


p = 61 

5 = 2,/=  M 

A 1,  9,  12,  13,  15,  16,  20,-  22,  23,  34,  42,  47,  56,  57.  58 

B 2,  7,  1«,  23,  24,  26,  30,  32,  33,  40,  44,  50,  51,  53,  55 

C 3,  4,  5,  14,  19,  27,  36.  39,41,  45,  46,  48,  49,  52,  60 

D 6,  8,  10,  11,  17,  21,  29,  29,  31,  35.  37,  38,  43,  54,  59 

p — 73  • 

5 = »./=*T  . • 

A 1,  2,  4,  8,  9,  16,  18,  32,  36, '37,  41,  56,  57,  64,  65,  69,  71,  72 

B 5,  7,  10,  14,  17,  20,  28.  33,  34,  39,  40,  45,  53,  56!  59,  63.  66,  68 

C 3.  6,  12,  19,  23,  24,  2$,  27,  35,  38,  46,  48,  49,  50,  54,  61,  67,  70 

D | 11,  13,  15,  21,  22,  26,  29.  30,  31,  42,  43,  44.  47,  51,  52,  58,  60,  62 
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A 1,  10,  13,  15,  16,  24,  28,  36.  42,  14,  46,  47,  49 

B 2,  3,  19,  20,  26.  30,  31,  32,  35,  39,  41,  45,  48 

C 4,  6,  7,  9.  11,  17,  25,  29,  37,  38,  40,  43, >52 

D 5,  8,  12,  14,  18,  21,  22,  23,  27,  33,  34.  50;  51 


6,  14,  15,  17,  19,  22,  24,  26,  27,  35  . 

2,  5,  8,  9.20,21,  32,33,  36,39 

3,  7,  11,  12,  13,  28,  29,  30,  34.  38 
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A 

B 

C 

D 


p = 89- 
9 = 3,  /=  34 

i.  2,  4,  8,  1 1,  16,  22,  25,  32.  38,  44,  46.  50,  57,  64,  67,  79,  78,  81,  85, 

87, '88  . 

3,  6,  7,  12,  14,  23,  24,  28v  33,  41,  43.  46,  48,  66,  61,85,  68,  75,  >7.  82, 
83,  86  ' 

5,  9.  10,  47,  18,  20,  21,94,  36.  40,  42,  47,  49,  53,  55,  68,  69,  71,  72,  79, 
'80,.  84  . 

13,  15,  19.  26,  27,  29,  80,  31.  35,  37,  38,  51,  52,  54,  58,  59,  60,  69,  83,  70. 

74,  76  . *'  . ■ • 


p — 97  ' 

5, /=  22  . . - 

A | 1,  4.  6,  9,  16,  22,  24.  33.  35*  36,  43,  47.  50;  54,  61.  «2.  64,  73.  75,  81. 

88.91,93,96 

B 5,  13,-44,' 17,  19',  20,  21.  23,.  29,  30,  41,  45,  52,  56,  67,  68,  74,  76,  .77  78, 
80,  83,  84,  92.  . • 

C 2,  3,  8,11,  12,  ltf,  25,  27,  31,  32;  44,  48,  4tf,  53,  65.  68,  70,  72,  79.  85. 

86,  89,  94,  95  . • , . . 

D 7.  10,  15,  26,  28,  34,  37,  38,  39,  40,. 42,  46,  51,  55,  57,  58.  59,  60.  63,  69. 

71,  82,  87, ‘90  . • ' 


« 12:  .■  • • 

Quum  numerus  2 sit  residuum  quadraticum  omnium  numerorum  primorum 
forante'  6«+l,  non-residuum  vero  omnium  formae  8»-f-5,  pro  modulis  primis 
formae" prioris  2 in  classe  A vel  C,  pro  modulis  formae  posterioris  in  classe  B 
vel  D invenietur.  '.  Quum  discrimen  inter  classes  B et  J)  non  sit  essentiale, 
quippe  quod  tantummodo  ab  electione  numeri  / pendet,  modulos  formae  8n-(-  5 
aliquantisper  seponemus.  Modulos  fbrmae  8 »-(-  f autem  inductioni  Bubiiciendo, 
invenimus  2 pertinere  ad  A pro  p — 73,  89,.  1 13,  233,  257,  281,  337,  35.3  etfc. ; 
contra  2 pertinere  ad  C pro  p = 17,  41,  97,.  137,  193,  241,  313,  401,  409,  4*3, 
449,  457  etc.  • * 

Ceterum  quum. pro  tnodulo  primo  formae.  8 a -(-1  numerus  — 1 Sit  residuHm 
biquadraticum.  patet,  — 2 semper  cum  -f-2  ad  eandem  classem  referendum  esae. 

10* 
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13. 

Si  exempla  art.  praec.  inter  se  comparantur,  primo  saltem  aspectu  criterium 
nullum  simplex  se  offerre  videtur,  j>er  quod  modulos  priores  a posterioribus  digno- 
scere liceret.  Nihilominus  duo  huiusmodi  criteria  dantur,  elegantia  et'  simplici- 
tate perinsignia , ad  quorum  alterum  considerationes  sequentes  viam  sternent.  • 

Modulus  p,  tamquam  numerus  primus  formae  reduci  poterit,  et 

quidem  unico  tantum  modo,  sub  formam  a a -j- 266  {. Ditquis *.  Artihm.  art.  182.11); 
radices  a,  b positive  accipi  supponemus.  Manifesto  a impar  erit,  b vero  par; 
statuemus  autem  b = 2)c,  ita  ut  e sit  impar.  • Iam  observamus 

I.  quum'  habeatur  p = aa  mod.  c)  ipsum  p esse  residuum  quadraticum 
ipsius  c,  et  proin  etiam,  singulorum  faetorum  primorum,  in  quos  c resolvitur:  vi- 
cissim  itaque,  per  theorema  fundamentale,  singuli  hi  factores  primi  erunt  residua 
quadratica  ipsius  p , et  proin  etiam  illorum  productum  c erit  residuum  quadrati- 
cum  ipsius  p.  Quod  quuin  etiam dc  numero  2 valeat,'  patet,  b esse  residuum 
quadraticum  ipsius  p,  et  proin  bb,  nec  non  — bb,  residuum  biquadraticum. 

II.  Hinc  — 2 64  ad  eandem  classem  referri  debet,'  in  qua  invenitur  nume- 
rus 2;  quare  quum  a a = — 2 66,  manifestum  est,  2 vel  iu  classe  /i,  vel  in 
classe  C inveniri , prout  a 'sit  vel  residuum  quadraticoro  ipsius  p , vel  non-resi- 
duum  quadraticum. 

III.  Iam  supponamus,  a in  factores  suos  primos  resolutum  esse,  e quibus 

ii,  qui  sunt  vel  formae  8m-(-l  vel  Sm-}-7,  denotentur  per  a,  a,  a”etc..  ii  vero, 
qui  sunt  vel  formae  8iw-f-3  vel  8 m — J—  5 , per  6,  6'.  6"  etc.:  posteriorum  mul- 
titudo sit  =*  p.  Qpouiam  p — 266  {mod.  a),  erit  p residuum  quadraticum  eo- 
rum factorum  primorum  ipsius  a. -quorum  residuum  quadraticum  est  2,  i. e.  fac- 
torum a,  a',  n"etc.;  nOn-rcsiduum  quadraticum  vero  factorum  eorum,  quorum 
non-residuum  quadraticum  est  2,  i.  e(  factorum  6.  tiVfj”  etc.  Quocirea,  vice  versa. 
I>er  theorema  fundamentale,  singuli  a,  a"  etc.  erunt  residua  quadratica  ipsius 
p , singuli  6',  6"  etc.  autem  non-residua  quadratica.  Ex  his  Itaque  concludi- 
tur, productum  a foro  residuiup  quadraticum  ipsius  p,  vel  non-residuum,  prout 
p par  sit  vel  impar.  • ' . « ■ . 

• IV.  Sed  facile  confirmatur , productum  omniuiu  a , a\  a"  etc.  fieri  formae 
8»»  — j—  1 vel  Sm-j-7,  idemque  valere  de  producto  omnium  6,  f»',  XS"  etc.,  si  ho- 
rum multitudo  fuerit  par , ita  ut  in  hoc  casu  etiam  productum  «•  necessario  fieri 
debeat  formae  Sm-f-t  vel  8m-|-7;  contra  productum  oinniutn  6,  tf ',  6 "etc..  quo- 
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ties  ipsorum  multitudo  impar  sit,  tieri  formae  8»» +3  vel  8m  + o.  idemque  adeo 
in  hoc  casu  valere  de  producto  a. 

Ex  hk  omnibus  itaque  colligitur  theorema  elegans : 

, Quoties  a est  formae  8«+l  vel  8 m+< , numerus  2 i»  complexu  A con- 
tentus erit\  quoties  vero  a est  formae  8m  + 3 net  8w  + 5,  numerus  2 in  com- 
plexu C invenietur. 

Quod  confirmatur  per  exempla  in 'art.  . praec.  «numerata;  priores  enim  mo- 
duli ita  discerpuntur:  73  = 1+2.36,  89  = 31+2 . 4 , 1 1 3 = 81  +2  . t6, 

233=  225-1-2.4,  257  = 225  + 2 . fd,  281  = 81  + 2.100,  337  = -$9+$ . 144. 
353  = 226 -f-  2.84;  posteriores  tero  ita:  17=94-2.4,  '41  =9  + 2-16. 

97  = 2£  + 2.36,  137  = 9-)-2. 64,-  193  =5=  121-j-2,36,  241  = 169  4-2.36, 

313  = 254-2.144,  401  = 9 4-2.196,  409  = 1214-2.144.  433=  3614-2.36. 
449  = 4414-2.4,  457  = 1694-2.144. 

14.  ' , 

Quum  discerptio  numeri  p in  quadratum  simplex  et  duplex  nexum  tam  in- 
signem cum  elassiticntiono  numeri  2 prodiderit,  ojterae  pretium  esse  videtur  ten- 
tare,  num  discerptio  in  duo  quadrata,  cui  numerum  p aeque  obnoxium  esse  con- 
stat, similem  forte  successum  suppeditat.  . Ecce  itaque  discerptiones  numerorum 
p , pro.  quibus  2 pertinet  ad  classem  , . , • 


A 

C 

9 + 64 

1+16 

25  4-64 

25+16 

49+64  1 

169  + 64 

121  + 16 

• 

1 + 256 

19+m 

25  + 254}’ 

[ 226+16 

81  + 256 

169+  114 

289  + 64 

1+400 

* • 

9 + 400 

289+  1 44 

49  + 400 

. ' . 

141+16 
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Ante  omnia  observamus , duorum  quadratorum , in  quae  p discerpitur,  al- 
terum impar  esse  debere,  quod  statuemus  =,aa,  alterum  par,  quod  statuemus 
= hli.  Quoniam  a a fit  formae  8»-f-l,>  patet,  valoribus  impariter  paribus  ipsius 
h respondere  valeres  ipsius  p formae  8 n -j-  5 , ab  inductione  nostra  hic  exclusos, 
quippe  qui  numerum  2 in  classe  B vel  D haberent.  Pro  valoribus  autem  ipsius 
p,  qui  sunt  formae  Sn-f-1 , b esse  debet  pariter  par,  et  si  inductioni,  quam  schema 
allatum  ob  Oculos  sistit,  fidem  habere  licet,  numerus  2 ad  classem  A • referendus 
erit  pfo  omnibus  modulis,  pro  quibus  b. est  formae  8«,  ad  classem  C vero  pro 
oinuibus  modulis,  pro  quibus  b est  formae  Sed  hoc  theorema  longe  al- 

tioris  indaginis  est,  quam  id,  quod  in  art.  praee.  eruhnOs,  demonstrationique  plu- 
res  disquisitiones  praeliminares  sunt  praemittendae,  ordinem,  quo  numeri  com- 
plexuum A.  B.  C.  D se  invicem  sequuntur,  Spectantes. 

15. 

Designemus  multitudinem  numerorum  e complexu  A,  quos  immediate  se- 
quitur numerus  e complexu  A,  B,  <7,  i D resp.,  per  (00),  (01),  (02),  (03);  perinde 
multitudinem  numerorum  e complexu  B,  quos  sequitur  numqrus  e complexu  A. 
B,  C,  D resp.  per  (10)-..(1  l),.(l  2),  (13);  siiniliterquc  sint  in  complexu  C resp. 
(20),  (21)*,  (22),  (23).  numeri,  in  complexu  D vero  (30),  (31),  (32),  (33)  numeri, 
quos  sequitur  numerus  e complexu  A,  B,  C,  D.  Proponimus  nobis,  h’a«  sedecim 
multitudines  a priori  determinare.  Quo  commodius  lectores  ratiocinia  generalia 
cum  exemplis  comparare  possint,  valorcs  numericos  terminorum  schematis  ( S ) 

(00),  (01),  (02),  (03) 

(10),  (1  0.  (1 2),  (13) 

(20),  (21),  (22).  (23) 

(30),  (ai),  (32),  (33) 

pro  singulis  modulis,  pro  quibus  classificationes  in  art,  11  tradidimus,  hic  adseri- 
bere  visum  est. 


t 

1 = 

= 5 

1 

p 

*=3  1 3 | 

P 

— 

: 1 

7 

P 

= 

= 29 

0. 

1, 

0, 

0 

r °. 

1,  2,  0 

0, 

2, 

1, 

0 

2, 

3, 

0, 

2 

0, 

o, 

0, 

1 

‘1, 

1,  0,  1 

2, 

o. 

1, 

1 . 

1, 

1, 

2, 

3 

0, 

0, 

0, 

0 

0, 

1,  0,  1 

1, 

1, 

1, 

t 

2, 

Ii 

2. 

I 

0, 

0, 

1, 

0 

1 1. 

0,  1,’  1 

0, 

1, 

1, 

2 

1. 

2, 

3, 

1 
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- t 


p = 37 

P*—  •«' 

p = 53 

p = 61 

2,  >1,  2,  t 

».  4.  3,  2 

2.  3,  6,  2 

4,  3,  2.  6 

1.  8,  4,  1 

4.  2, -2,- 2 

4,  4,  2.  3 

3,  3,  6,  3 

2,  2,  2,  2 

3„  2t  3,  2 

2,  4,  2.  4 

4, -3,  4,  3 

2.  4,  t,  2 

8.  2.  2.  4 

4,  2.  3,  4 

3,.  6,  3,  3 

p — Vi 

p = 89 

p — 97 

5.  6,  4,  2 

3,  8,  «,  4 

2,  6,  7,  8 

6,  2,  5,  5 

8,  4.  5,  5 

6, '8,  5.  5 

4, 

4,  5,  4,  6 

fi,  5,  6,  5 

7.  5,  7,  5 

2,  5,  5,  6 

4,  5,  5.  8 

8,  5,  b,  6 

* 

t , K 

* 4* 


Quum  moduli  formae  8«-)-l  et  Stu  + n diverso  modo  se  habeant . utros- 
que seorsiiu  tractare  oportet:  a prioribus  initium  faciemus. 


16. 


* • 

Character  (00)  indicat,  qtiot  modis  diversis  aequationi  a -(- ) = a'  satis- 
fieri possit,  denotantibus  a,  a'  indefinite  numeros  e complexu  A.  Quum  pro  mo- 
dulo formae  8 n + 1 , qualem  hic  subiqtelligimus , a'  et  p — a'  ad  eundem  com- 
plexum pertineant,  concinnius  dicemus,  (00)  exprimere  multitudinem  modorum 
diversorum,  aequationi  I-(-ot-|-ct  — p,  satisfaciendi:  manifesto  huius  aequa-^ 
tionis  vice  etiam  congruentia  I + a + a'  = 0 (mod.  p)  fungi  potest. 

Perinde 


(01)  indicat  multitudinem  solutionum  congruentiae  = o (mod.  p) 

(02)  multitudinem  solutionum  congruentiae  i-^-a-f-y  = 0 

(03)  multitudinem  solutionum  «ongruentiae  I — (—  rv  — S = n 

(11)  multitudinem  solutionum  congruentiae  o etc. 


exprimendo  indefinite  per  fi  et  8’  numeros  e complexu  B,  per  y numeros  e 
cotnplexu  C , per  fi  numeros  e complexu  T).  Hinc  statim  colligimus  sex  aequa- 

. w*  • 

tioties  sequentes : * . 


(01)  = (10),  (02)  = (20),  (03)  = (30),  '(12)  — (2 1).  (13)  = (31).  (23)  = (32) 


0 • ' 

E quavis  solutione  data  congruentiae  1 -j-a-f-  6 ^ o demanat  solutio  con- 
gruentiae 1 — 2 — f—  8'  = 0,  accipiendo  pro  fi  numerum  iutcr  limites  1....^  — 1 
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eum  qui  reddit  68  = 1 (qui  manifesto  erit  e complexu  D),  et  pro  8'  residuum 
minimum  positivum  producti  a.8  (quod  itidem  erit  e Complexu  D) ; perinde  patet 
regressus  a solutione  data  congruentiae  1 6 ’ = 0 ad  solutionem  congruen- 

tiae I-f-a-f-6  = 0,  si  6 accipitur  ita.  ut  flat  66=  1 , simulquc  statuitur  a = 66'. 
Ilinc  concludimus , utramque  congruentiam  aequali  solutionum  multitudine  gau- 
dere. sive  esse  (01)  = (33). 

Simili  modo  c congruentia  l-f-«  + y = 0 deducimus  y'+y"-(-l=0,  si 
y'  accipitur  e complexu  C ita  u.t  fiat  yy'  = 1,  atque  y"  ex  eodem  complexu 
congruus  producto  ay.  Unde  facile  colligimus,  lius  duas  congruentias  aequalem 
solutionum  multitudinem  admittere,  sive  esse  (u2)  — 22). 

Perinde  o congruentia  l-|-a-)-£  = 0 deducimus  ti  — 6'~4~ I acci- 

piendo fi,  fi' "ita  ut  fiat  66=1,  fia  = fi‘.  eri tque  adeo  (03)=  (ll). 

Denique  c congruentia  l-f-6-+-y  = 0 simili  modo  tum  congruentiam 
6-|-l-(-fi'=  0,  tum  hanc  y'-(- 6'-)-l  = 0 derivamus,  atque  hinc  concludimus 
(12)  =(13)  = (23).  .. 

Nacti  sumus  itaque,  inter  sedecim  incognitas  nostras,  undecim  aequationes, 
ita  ut  illae  ad  quiuque  reducantur,  schemaque  6’  ita  exhiberi  possit .- 

' • k,  i.  k,  l . 

i,  /,  m.  m 

‘ ‘ . k, . m,  k,  m • 

’ **  /,  m,  m,  i 

Facile  vero  tres  novae  aequationes  conditionales  adiiciuntur.  QuUm  enim 
quemvis  numerum  complexus  .1,  excepto  ultimo  p — 1.'  sequi  debeat  numerus  ex 
aliquo  complexuum  A,  B,  C vel  D,  habebimus 

(00)  + (01)+<M)-f(03)  = 2*<-1  . 

et  perinde  ' ' 

. A^at.(*0)  + (n)  + (12)-f-(«.3)  = 2«  ; , 

■'{M)  + (ilg+(*4) + (»)  = «" 

(3«)  — f—  (3 1 ) — 1—  (32)  -{-  (33)  = 2n 

V ,.i  - 

In  signis  modo  introductis  tres  primae  aequationes  suppeditant: 

m '•  3*«-*  . 

i *'  ^ i.  i-j-/-f-2m  = 2*  • • 

**,*  i+a  = w 
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Quarta  cuin  secunda  fit  identica.  Adjumento  harum  aequationum  tres  incognita- 
rum eliminare  licet,  quo  pacto  omnes  sedecim  iain  ad  duas  reductae  sunt. 

17. 

Ut  vero  determinationem  completam  nanciscamur,  investigare  conveniet 
multitudinem  solutionum  congruentiae 

1 — f-  or  — |—  6 -f-  y = 0 (mod.  p) 

designantibus  a,  6,  y indefinite  numeros  e complexibus  A,  B.  C.  Manifesto  va- 
lor  a=p — t non  est  admissibilis , quum  fieri  nequeat  6 + y = 0:  substitu- 
endo itaque  pro  a deinceps  valores  reliquos,  prodibunt  /i,  i.  k,  l valores  ipsius 
1 + a ad  A,  B,  C,  D resp.  pertinentes.  Pro  quovis  autem  valore  dato  ipsius  l+a 
ad  A pertinente,  puta  pro  l + a.=  a°,  congruentia  a#+6+y  = 0 totidem  so- 
lutiones admittet,  quot  congruentia  1 — |—  6'— f-  y'  = 0 (statuendo  scilicet  6 = otnS', 
y = a°y'),  i.  e.  solutiones  (12)=»».  Perinde  pro  quovis  valore  dato  ipsius  I + a 
ad  B pertinente,  puta  pro  l-|-a  = fi0,  congruentia  F>°— (—  f>  — |—  y = 0 totidem 
solutiones  habebit,  quot  haec  1 — t» ' = 0 (scilicet  statuendo  6 = 6° a', 
y ~ 6°  6'),  i.  e.  solutiones  (01)  = i.  Similiter  pro  quolibet  valore  dato  ipsius 
I + a ad  C pertinente,  puta  pro  1 + a = y°.  congruentia  y°+  f>  -j-  y — 0 toti- 
dem modis  diversis  solvi  poterit,  quot  haec  l+£  + a'  = 0 (nempe  statuendo 
fi  = y°C,  y = y°a'),  i.  e.  solutionum  multitudo  erit  (03)  = /.  Denique  pro 
quovis  valore  dato  ipsius  1 — |—  cr  ad  D pertinente,  puta  pro  t + a = 0°,  con- 
gruentia e°+  fi  + y = 0 totidem  solutiones  habebit,  quot  haec  1 + y+ff  = 0 
statuendo  6 = <5*y’,  y = 6°6‘),  i.  e.  (23)  = »»  solutiones.  Omnibus  itaque  col- 
lectis, patet,  congruentiam  l+a+6  + y = 0 admittere 

A»»  + i»+A:/+/»i 

solutiones  diversas. 

Prorsus  vero  simili  modo  eruimus,  si  pro  fi  singuli  deinceps  numeri  com- 
plexus B substituantur,  summam  1 + 6 obtinere  resp.  (10),  (1 1),  (12),  (I  3)  sive 
/,  m,  m valores  ad  A,  B,  C,  D pertinentes , et  pro  quovis  valore  datu  ipsius 
1 + 6 ad  hos  complexus  pertinente,  congruentiam  l + 6 + a+y=0  resp.  (02), 
(31),  (20),  (13)  sive  k,  m,  k,  m solutiones  diversas  admittere,  ita  ut  multitudo 
omnium  solutionum  fiat 

11 
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= ik-\-  Im  km-\-rnm 

Ati  eundem  valorem  perducimur,  si  evolutionem  considerationi  valorum  summae 
1-J-y  superstruimus. 

18. 

Ex  hac  duplici  eiusdem  multitudinis  expressione  nanciscimur  aequationem: 
0 — A m — j—  * i — j—  A / — * A — km — mm 
atque  hinc,  eliminando  h adiumento  aequationis  A = 2m  — k — 1, 

0 = (k  — iw)*— i i -J-  k l — ik  — k k — m 

Sed  duae  aequationes  ultimae  art.  16  suppeditant  k — f (/  — |—  t).  quo  valorc  sub- 
stituto ii-\-kl — ik  — kk  transit  in  \{l — i)*,  adeoque  aequatio  praecedens,  per 
4 multiplicata,  in  hanc  , 

0 — 4 (k — ( l — i)* — 4 m 

Hinc,  quoniam  4 m = 2 (A:  — J—  w»)  — 2 (k — m ) — 2n — 2 (k  — «j,  sequitur 
2 n = 4 [k  — 2 {k  — m)  + (/ — i)* 

sive 

8n-H  =(4(*-*)4-l)*+4(/-t)* 

Statuendo  itaque 

4(k  — m)-t-l  = a,  1l — 2 i — b 

habebimus 

p = aa-\-bb 

Sed  constat , p unico  tantum  modo  in  duo  quadrata  discerpi  posse,  quorum 
alterum  impar  accipi  debet  pro  aa,  alterum  par  pro  bb,  ita  ut  aa,  bb  sint  numeri 
ex  asse  determinati.  Sed  etiam  a ipse  erit  numerus  prorsus  determinatus;  radix 
enim  quadrati  positive  accipi  debet,  vel  negative,  prout  radix  positiva  est  formae 
4M+I  vel  4 3f-f-3.  De  determinatione  signi  ipsius  b mox  loquemur. 

Iam  combinatis  his  novis  aequationibus  cum  tribus  ultimis  art.  1 6,  quinque 
numeri  A,  i,  k,  l.  m per  a,  b et  n penitus  determinantur  sequenti  modo : 


i. 
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8 h = 4»  — 'ia  — 5 
8«  = 4 n-\-a — 26  — 1 
8 k = 4 « -f-  a — 1 
8 1 = 4 n -)-  u 2 6 — 1 
8m  — 4 n — a- f- 1 

Si  loco  ipsius  n modulum  p introducere  malumus,  schema  S,  singulis  ter- 
minis ad  evitandas  fractiones  per  16  multiplicatis,  ita  se  habet: 


p — 6a — 11 

p+2«— 46— 3 

p -j-  2 o — 3 

p-f-  2a-(-  4 6 — 3 

p-f-2a — 46  — 3 

p-\-1a-\-  ib-r-Z 

p — 2a-(-  1 

p — 2a-{-  1 

p + 2a  — 3 

p — 2a-(- 1 

p -f-  2 a — 3 ! 

p — 2a-(-  1 

/» — 2«— f—  4 6 — 3 

p—  2a-f  1 

p — 2a-(-l  1 

p + 2a—  46— 3 

19. 

Superest,  ut  signum  ipsi  6 tribuendum  assignare  doceamus.  Iam  supra, 
art.  1 0,  monuimus , distinctionem  inter  complexus  B et  D , per  se  non  essentia- 
lem, ab  electione  numeri  f pendere,  pro  quo  alterutra  radix  congruentiae  .r.r  — — | 
accipi  debet,  illasque  inter  se  permutari , si  loco  alterius  radicis  altera  adoptetur. 
Iam  quum  inspectio  schematis  modo  allati  doceat , similem  permutationem  cum 
mutatione  signi  ipsius  6 cohaerere,  praevidere  licet,  nexum  inter  signum  ipsius 
6 atque  numerum  f exstare  debere.  Quem  ut  cognoscamus,  ante  omnia  observa- 
mus, si,  denotante  p integrum  non  negativum,  pro  z accipiantur  omnes  numeri 
1,  2,  3 . . . .p  — 1,  fieri  secundum  modulum  p , vel  2*1*  = 0,  vel  Sr1*  = — 1, 
prout  p vel  non-divisibilis  sit  per  p — 1,  vel  divisibilis.  Pars  posterior  theorema- 
tis inde  patet,  quod  pro  valore  ipsius  p per  p — 1 divisibili,  habetur  *•*  = 1: 
partem  priorem  vero  ita  demonstramus.  Denotante  g radicem  primitivam,  omnes 
z convenient  cum  residuis  minimis  omnium  g y,  accipiendo  pro  g omnes  numeros 
0,  1,  2,  3 . ...  p — 2,  eritque  adeo  £***  = 'Sg^.  Sed  fit 

= adeoque  (g*- — ljSi»*  = — , = 0 

Hinc  vero  sequitur,  quoniam  pro  valore  ipsius  p per  p — 1 non-divisibili  g*  ipsi 
1 congruus  sive  g ** — I per  p divisibilis  esse  nequit,  S**1  = 0.  Q.  E.  D. 

11  * 

* 
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Lam  si  potestas  (r4-j-l)*^  secundum  theorema  binomiale  evolvitur.  ]ier 
lemma  pracc.  fiet 

2 (**-(-  = — 2 (mod.  p) 

Sed  residua  minima  omnium  z ‘ exhibent  omnes  numeros  A.  quovis  quater  occur- 
rente; haliebimus  itaque  inter  residua  minima  ipsius  ^*+t 

4 (00)  ad  A 
4(01)  ad  B 
4(02)  ad  C 
4 (03)  ad  D 

pertinentia,  quatuorque  erunt  = 0 (puta  pro  :*=  p — 1).  llinc,  considerando 
criteria  complexuum  A,  B,  C,  D,  deducimus 

2(z‘-fl),<J’_’)  = 4 (00)  4/(01)  — 4(02)—  4/(03j 

adeoque 

— 2 = 4 (00) -(-4/(01)  — 4(02)  — 4/(03) 
sive  substitutis  pro  (00).  (01)  etc.  valoribus  in  art.  praec  inventis, 

— 2 = — 2<j  — 2 — 2 i/ 

llinc  itaque  colligimus,  semper  fieri  debere  a b f ==  0,  sive,  multiplicando  per  /. 

b = af 

quae  congnientia  determinationi  signi  ipsius  b,  si  numerus  / iam  electus  est,  vel 
determinationi  numeri  / si  signum  ipsius  b aliunde  praescribitur,  inservit. 


20. 

Postquam  problema  nostrum  pro  modulis  formae  sn-(-l  complete  solvi- 
mus, progredimur  ad  casum  alterum,  ubi  p est  formae  8 » -f-  5 : quem  eo  brevius 
absolvere  licebit,  quod  omnia  ratiocinia  parum  a praecedentibus  differunt. 

Quum  pro  tali  modulo  — I ad  classem  C pertineat , complementa  nume- 
rorum complexuum  A,  B , C,  D ad  summam  p , in  classibus  C,  D.  A,  B resp. 
contenta  erunt.  Hinc  facile  colligitur 
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. 

signum 

denotare  multitudinem 
solutionum  congruentiae 

(00) 

1 + a+r  — 0 

(01) 

1 + « + 6 = 0 

(02) 

1 -f-  a -(-  «'  = 0 

(03) 

l+a  + 6 = 0 

(10) 

1 + 0' -fy  = 0 

(11) 

1 + 6 + 6 = o 

(12) 

i+fj  + a = 0 

(13) 

1 + 6 + 6'=  o 

(20) 

1 + 7 + r'  = 0 

(21) 

*l  + y + 6 = 0 

(22) 

1 + y + a = 0 

(23) 

l + y + 6 = 0 

(30) 

l + 6 + y = o 

(31) 

i+6  + 6'=  o 

(32) 

i + 6 + « = o 

(33) 

1 + 6 + 6 = o 

unde  statim  habentur  sex  aequationes: 

(00)  = (22),  (01)  = (32),  (03)  = (12).  (10)  = (23),  (U)  = (33),  (21)  = (30) 

Multiplicando  congruentiam  l + « + y = 0 per  numerum  y'  e complexu  C 
ita  electum,  ut  fiat  yy'=  1,  accipiendoque  pro  y"  residuum  minimum  producti  ay, 
quod  manifesto  quoque  complexui  C’  adnumerandum  erit,  prodit  y'+y"+ 1 = U. 
unde  colligimus  (00)  = (20). 

Prorsus  simili  modo  habentur  aequationes  (01)  = (13),  (03)  = (31), 

(10)  = (1 1)  = (21). 

Adiumento  harum  undecim  aequationum  sedecim  incognitas  nostras  ad  quin- 
que reducere , schemaque  ita  exhibere  possumus : 

A,  *,  k,  l 
m,  m,  l,  i 
h,  m,  A,  m 
m,  I , i.  m 
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Porro  habemus  aequationes 

(00)  + (01)  + (02)  + (03)  = 2»  + l 
(IO)  + (M)  + (t2)  + (13)  =■  2«  + l 
(20)  + (21)  + (22)  + (23)  = 2» 

(30)  + (3t)  + (32)+(33)  = 2»  + 1 

sive,  adhibendo  signa  modo  introducta,  has  tres  (I): 

A + i+A+Z  = 2n+l 
2 »+»'+/  = 2 a + 1 
A + nt  = » 

quarum  itaque  adiumento  incognitas  nostras  iam  ad  duas  reducere  licet. 

Aequationes  reliquas  e consideratione  multitudinis  solutionum  congruentiae 
l + a + S+y^O  derivabimus  (per  a;  6,  y,  etiam  hic  indefinite  numeros  e com- 
plexibus A.  B,  C resp.  denotantes).  Scilicet  perpendendo  primo,  1+cr  praebere 
h,  i,  k,  l numeros  resp.  ad  A.  B,  C.  D pertinentes , et  pro  quovis  valore  dato 
ipsius  a in  his  quatuor  casibus  resp.  haberi  solutiones  m,  I.  i,  m,  multitudo  om- 
nium solutionum  erit 

= A m — • 4:  — /wi 

Secundo  quum  1+6  exhibeat  m,  m,  Z.  i numeros  ad  A.  B , C,  D pertinentes, 
et  pro  quovis  valore  dato  ipsius  6 in  his  quatuor  casibus  exstent  solutiones  A,  m. 
A,  m , multitudo  omnium  solutionum  erit 

= Ar«+rtim  + A Z+im 

Z#*  *!y*- ' 

Unde  derivamus  aequationem 

0 — mm  + AZ+«m — il — ik  — Im 

quae  adiumento  aequationis  k = 2m  — A,  ex  (I)  petitae,  transit  in  hanc: 

0 = mm  + AZ+Ai — il — im — Im 

lam  ex  aequationibus  I habemus  etiam  Z+i  = 1+2 A.  unde 

2»  = 1 + 2A  + (i — Z) 

2 Z = 1+  2 A — (»— Z) 
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Quibus  valoribus  in  aequatione  praecedente  substitutis,  prodit: 
0 — 4mm  — 4«  — 1 — 8 Am+  4 A A + {«  — /)* 


Quodsi  tandem  pro  4 m hic  substituimus  2 (A  — J—  »i)  — 2 (A  — m) 
quationem  ultimam  in  I.  2n — 2(A  — m),  obtinemus: 

0 = 4 (A  — mf — 2 n + 2(A — m) — l + (i — /)* 

adeoque 


8 fi  4"  5 — ( 4 (A  — fflj  -|—  1 4 (i  — /)* 


.Statuendo  itaque 
fiet 


4 (A  — m) + 1 — o . 2 « — 2 l—b 
p — aa- f-  66 


sive,  propter  ae- 


Iam  quum  in  hoc  quoque  casu  p unico  tuntum  modo  in  duo  quadrata . par 
alterum,  alterum  impar,  discerpi  possit,  aa  et  bb  erunt  numeri  prorsus  determi- 
nati; manifesto  enim  a a quadrato  impari,  bb  pari  aequalis  statui  debet.  Prae- 
terea signum  ipsius  a ita  erit  stabiliendum,  ut  fiat  o = 1 (mod.  4),  signumque 
ipsius  b ita,  ut  habeatur  6 = a/  (mod./;),  uti  per  ratiocinia  iis,  quibus  in  art. 
praec.  usi  sumus , prorsus  similia  facile  demonstratur. 

Ilis  praemissis  quinque  numeri  A,  i,  k,  I,  m per  o,  b et  n ita  determinantur: 

SA  = 4 n +a — 1 
Si  ==-  4n+a+ 2 6+ 3 
3 A = 4n — 3«  + 3 
8/  — 4»  + a — 26+3 
8 m — 4 n — a+1 

aut  si  expressiones  per  p praeferimus , termini  schematis  6’  per  1 6 multiplicati 
ita  se  habebunt: 


p + 2a~l 

/>  — 2 a — 4 6+ 1 

p — 6a+  1 

/,  + 2a  — 46+1 

p — 2 a — 3 

' p — 2a  — 3 

/»  + 2a — 46  + t 

P + 2a  + 4 6 + 1 

/>  + 2 a — 7 

p — 2o  — 3 

p+la  — l 

p — 2a  — 3 

p — 2a — 3 

p+2a  — 4 6+1 

/>  — 2 « — |—  4 6 — f—  1 

p — 2a — 3 

> 
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21. 

Postquam  problema  nostrum  solvimus,  ad  disquisitionem  principalem  re- 
vertimur. determinationem  completam  complexus,  ad  quem  numerus  2 pertinet, 
iain  aggressuri. 

I.  Quoties  p est  formae  Sn-j-l,  iam  constat,  numerum  2 vel  in  com- 
plexu' A vel  in  complexu  C inveniri.  In  casu  priori  facile  {«rspicitur,  etiam  nu- 
meros i(p  — 1),  j(p-f-l)  nd  A pertinere,  in  posteriori  vero  ad  C.  Iam  perpen- 
damus, si  a et  «-(-1  sint  numeri  contigui  complexus  A,  etiam  p — a — t,  p- — a 
tales  numeros  esse,  sive,  quod  idem  est,  numeros  complexus  A tales,  quos  se- 
quatur numerus  ex  eodem  complexu,  binos  semper  associatos  esse,  (a  et  p — 1 — a). 
Talium  itaque  numerorum  multitudo,  (00),  semper  erit  par,  nisi  quis  exstat  sibi 
ipse  associatus,  i.  e.  nisi  4 [p  — 0 ad  -4  pertinet,  in  quo  casu  multitudo  illa  im- 
par erit.  Hinc  colligimus,  (00)  imparem  esse,  quoties  2 ad  complexum  A,  pa- 
rem vero,  quoties  2 ad  C pertineat.  Sed  habemus 

16(00)  = aa-^-bb — 6a  — 1 1 
sive  statuendo  a = 4^-{-l,  6 = 4r  (v.  art.  14), 

(00)  = qq—q-\-rr  — 1 

Quoniam  igitur  qq  — q manifesto  semper  par  est,  (00)  impar  erit  vel  par,  prout 
r par  est  vel  impar,  adeoque  2 vel  ad  A vel  ad  C pertinebit,  prout  b est  vel 
formae  8 m vel  formae  8»i-(-4.  Quod  est  ipsum  theorema,  in  art.  14  per  in- 
ductionem inventum. 

II.  Sed  etiam  casum  alterum,  ubi  p est  formae  S n 5 , aeque  complete 
absolvere  licet.  Numerus  2 hic  vel  ad  B,  vel  ad  D pertinet,  perspiciturque  fa- 
cile, in  casu  priori  | [p  — 1)  ad  B,  1 (p-f-1)  ad  D,  in  casu  posteriori  autem 
i (fi  — *)  ad  jf'  4 {/>  — |—  1 ) ad  B pertinere.  Iam  perpendamus,  si  6 sit  numerus 
ex  B talis,  quem  sequatur  numerus  ex  D,  fore  etiam  numerum  p — 6 — 1 ex 
B atque  p — {>  ex  D,  i.  e,  numeros  illius  proprietatis  binos  associatos  semper 
adesse.  Erit  itaque  illorum  multitudo,  (13),  par,  excgpto  casu,  in  quo  unus  eo- 
rum sibi  ipse  associatus  est,  i.  e.  ubi  |(/j — 1)  ad  /i,  4 (p-)-l)  ad  D pertinet; 
tunc  scilicet  (13)  impar  erit.  Hinc  colligimus,  (13)  parem  esse,  quoties  2 ad  D, 
imparem  vero,  quoties  2 ad  B pertineat.  Sed  habemus 

16(13)  = aa  + bb-\--la-\-Ab-\-\ 
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sive  statuendo  a = 4q-\-l ,'6  = 4r-(-2, 

(**•)  = qq+q  + rr- (-  2r-fl 

Erit  itaque  (13)  impar,  quoties  r par  est;  contra  (13)  'par  erit,  quoties  r est 
impar:  uiide  colligimus , 2 pertinere  ad  B,  quoties  6 sit  formae  8*» 4-2.  ad  D 
vero,  quoties  b sit  formae  8m-|-6.  • , 


Summa  harum  investigationum  ita  enunciari  potest; 

Numerus  2 pertinet  ad  complexum  AB,  C , vel  D,-  prout  numerus'  } b est 
formae  4jm,  tm-f-l,  4>»4-2  vel  4m4-3. 


22. 

In  Disquisitionibus  Arithmeticis  theoriam  generalem  divisionis  circuli,  at- 
que solutionis  aequationis  x? — 1 =■  fl  explicavimus,  in terque  alia  docuimus,  si 
p sit  divisor  numeri  p — 1,  functionem  rn  p fac  toros  ordinis  1 resolvi 

posse  adiumento  aequationis  auxiliaris  ordinis  p.  Praeter  theoriam  generalem 
huius  resolutionis  simul  casus  speciales’,  ubi  p = 2 vel  p — 3'.  in  illo  opere 
artt.  356 — 358  seorsim  consideravimus,  aequationamque  auxiliarem  a priori  assig- 
nare docuimus,  i.  e.  absque  evolutione  schematis  residuorum  minimorum  potesta- 
tum alicuius  radicis  primitivae  pro  modulo  p.  Iam  vel  nobis  non  monentibus  lecto- 
res attenti  facile  percipient  nexum  arctissimum  casus  proximi  istius  theoriae,  puta 
pro  p = 4,  cum  investigationibus  hic  in  artt.  15 — 20  explicatis,  quarum  adiumento 
ille  quoque  sine  difficultate  complete  absolvi  poterit.  Sed  hanc  tractationem  ad 
aliam  occasionem  nobis  reservamus,  ideoque  etiam  in  commentatione  [rraesente 
disquisitionem  in  forma  pure  arithmetica  perficere  maluimus,  theoria  aequationis 
xr — 1 — 0 nullo  modo  immixta.  Contra  coronidis  loco  adhuc  quaedam  alia  theo- 
remata nova  pure  arithmetica,  cum  argumento  hactenus  pertractato  arctissime 

coniuncta,  adiiciemus. 

* • 

23.  . • 

Si  potestas  [x'  — (—  i 0 secundum  theorema  binomiale  evolvitur,  tres  ter- 
mini aderunt.  in  quibus  exponens  ipsius  x per  p — t divisibilis  est . puta 

Px*—'  atque  I 


12 
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denotando  per  P coiifficientem  medium  - . 

♦(y—  0 ■ !(>>—»)•  Kp— 4 ■ — i(f  + i) 

. i • • J • > »Cp—  0 

Substituendo  itaque  pro  x deinceps  numeros  1,  2,  3 . . . . p — I,  obtinebimus  per 
lemma  art.  19 

2(x'+1)tCp-')  = — 2 — P 

At  perpendendo  ea  quae  in  aft.19  exposuimus,  insuperque,  quod  numeri  com- 
plexuum A,  B,  C,  D,  ad  potestatem  exponentis  j (p — 1}  evecti  congrui  sunt, 
secundum  modulum  p,  numeris  — j— .1 , — 1,  — t . — 1 resp.,  facile  intelligitur  fieri 

= 4(00)  — 4(01)-f4(«2)  — 4(03} 

adeoque  per  schemata  in  fin^  artt.  rv,  20  tradita 

• 2(*4-H)l(J»-0  = — 2«  — 2 

Comparatio  horam  duorum  valorum  - supjieditat  elegantis  simum  theorema:  scili- 
cet habemus  . • 

P = %a  (mod.  p) 

Denotando  quatuor  producta 

I.*. 3. .-...*(*-!)  ' 

Hp+*Y-Up+i)-ilr+") §■(/» — *) 

KM**)  •!(#+»)  •+(/>  + 5)* t (/>—«)• 

H3p4-i).113p4-5)-l(3;»+9)--:--  >-')• 

r«?»p.  per  q.  r,  ».  t.  theorema  praecedens  ita  exhibetur:  • . • . 

2 a = ^ (mod.  p) 

Quum  quilibet  factorum  ipsius  q complementum  suum  ad  p habeat  in  t,  erit 
q — t (mod.  p) , quoties  multitudo  factorum  par  est,  i.  6.  quoties  p est  formae 
Sn-pl,  contra  q 31 — t,  quoties  multitudo. factorum  impar  est,  sive  p formae 
8«4-5.  Perinde  in  casu  priori  erit  r = s,  in  posteriori  r ^ — *.  In  utroque 
casu  erit  qr^st,  et  quum  constet,  haberi  qrst— — 1,  erit  qqrr == — I, 
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adeoque  qr  = + f (mod.  p).  Combinando  hanc  congruentiam  cum  theoremate 
modo  invento  obtinemus  rr  ~ + 2 a/,  et  proin,  per  artt.  19,  20 

2 6 = +rr  (mod.  p)'*) 

Valde  memorabile  est,  discerptionem  nuineri  p m duo  qundnita  per  operationes 
prorsus  directas  inveniri  posse;  scilicet  radix  quadrati  imparis  erh  residuum  abso- 
lute minimum  ipsius  radix  quadrati  paris  vero  residuum  absolute  minimum 
ipsius  Jrr  secundum  modulum  p.  Expressionem  , cuius  valor  pro  p — 5 
fit  = 1 , pro  valoribus  maioribus  ipsius  p,  ita  quoque  exhibere  licet : 

i»,  ii . m (p—  s) 

i.  > . « . » f) 

Sed  quum  insuper  noverimus,  quonam  signo  affecta  prodeat  ex  hac  formula  radix 
quadrati  imparis,  eo  scilicet,  ut  semper  fiat  formae  attentione  perdig- 

num est,  quod  simile  criterium  generale  respectu  signi  radicis  quadrati  paris  hacte- 
nus inveniri  non  potuerit.  Quale  si  quis  inveniat,  et  nobiscum  communicet,  mag- 
nam de  nobis  gratiam  feret.  Interim  hic  adiungere  visifm  est  valores  numerorum 
a,  b.f,  quales  pro  valoribus  ipsius  p infra  200  e residuis  minimis  expressionum 
' , ±rr,  qr  prodeunt. 

•)  «tque  |(i  + t)t{'sai  (r-~rr)' 


* 
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p 

a 

! b 

1 f 

5 ! 

T i 

4-  2 

2 

13 

— 3 

— 2 

5 

, 17 

■+  ' 

— 4 

13 

29 

4-  V 

+ 2 

12 

37  1 

+ i 

— 6 

31 

41 

+ 5 

'4-  4 

9 

53 

— 7 • 

• — 2 

23 

61 

4-  5 

— 6 

11 

73 

— 3 

— 8 

27 

89 

+ 5 

8 

34 

97 

+ 9 

4-  4 

22 

101 

4-  t 

— 10 

91 

109 

3 

+ 10 

33 

113 

— . 7 

+ 8 ! 

15 

137 

-11 

+ 4 

37 

149 

— 7 

— 10 

44 

157 

— 11 

— 6 

129 

173 

4-13 

+ 2 

80 

181 

4-  9 

+ 10 

162 

193 

— 7 

+ 12 

8* 

197 

4-  i1 

— 14 

183 
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24. 

In  commentatione  prima-  ea,  quae  ad  classifioationem  biquadraticam  numeri 
-(-2  requiruntur,  complete  absoluta  sunt.  Dum  scilicet  omnes  numeros  per  mo- 
dulum p (qui  supponitur  essse  numerus  primus  formae  4n-f:l)  non  divisibiles  in- 
ter quatuor  complexus  A,  B,  C,  D distributos  concipimus,  prout  s i nquli^Jjd po- 
testatem exponentis  J (p  — 1)  evecti  • congrui  fiunt  secundum  modulum."  ji  ipsi 
-HI,  -j -f,  — 1.  — f denotante  f radicem  alterutram  congruentiae  ff  s z — i 
(mod .p):  invertimus,  diiudicationem,  eqinam  complexui  adnutnerandus  sit  nume- 
rus — j—  2 , pendere  a discerptione  numeri  p in  duo  quadrata,  ita  quidem,  ut  si 
statuatur  p — aa-{-bb,  denotante  a a quadratum  impar,  bb  quadratum  par.  si 
porro  signa  ipsorum  a,  b ita  accepta  supponantur,  ut  habeatur  a=  I 'mod.  4,. 
b = a _/‘{mod.p),  numerus  +4  ad  complexum  A,  B,  C.  D pertinere  debeat, 
prout  ib  sit  formae  In,  4n+l.  4»-)-  2,  4n-H3rcfsp. 

Sponte  quoque  hinc  demanat  regula  classificationi  numeri  — 2 inserviens. 
Scilicet  quum  — I pertineat'  ad  classem  A pro  talo  re  pari  ipsius  { b,  ad  clas- 
sem C vero  pro  impari : pertinebit,  per  theorema  art.  7,  numerus  —2  ad  clas- 
sem A,  B,  C.  D,  prout  est  formae  4«.  4*-)-3,  4»iTf-2,  4 » — I resp. 

Haec  theoremata  etiam  sequenti  modo  exprimi  possunt : 
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Pertinet 

• 

\ 

1 ‘ 

— 2 

ad  complexum 

; si  fy,  secundum  modulum  8, 

fit  congruus  ipsi 

A 

0 

' 

0 

B 

2a 

6<* 

C 

4 a 

4 a 

D 

6 a 

2 a 

Facile  intelligitur,  theoremata  sic  enunciata  haud  amplius  pendere  a conditione 
a = t (mod.  4),  sed  etiamnum  valere,  si  fuerit  a — 3 nvod.  4),  dummodo  condi- 
tio altera,  af  ■=  b [mod.p),  conservetur.  * 

Aeque  facile  perspicitur,  summatn  horum  theorematum  eleganter  contrahi 
posse  in  formulam  unicam,  puta : _ 

• • * ' t 

si  a et  b positive  accipiuntur , semjier  Jit 

b\ab  ^ aioi  (mod  p) 


25. 

Videamus  nunc,  quatenus  inductio’ clnssificationem  numeri  3 indigitet.  Ta- 
bula ’art.  11  ulterius  continnata  (semper  adoptata  radice  primitiva  minima',  mon- 
strat , 3 ' pertinere 


ad  complexum 


A 


pro 


B 


pro 


C pro 


193 

229 

277 


i 

1 

b 

I P 

a 

f b 

■ P 

n 

. 6 i 

— 3 

4-  2 

1 7 

4-  ' 

i — ' 4 ! 

37 

41  i 

— 6 

! — 3 

+ 10'f 

29 

+ .5 

!+  2 

! - 61  | 

4-  5! 

— 0 

i+  9 

+ 10  | 

53 

1.—  7 

i 4-  2: 

73 

- 3 

— 8 i' 

— 7 

— 1 2.) 

69;+  5 

!-  8j 

97 

+ 9' 

+ 4 

; — 15 1 

+ 2 

10.1 

4-  i 

+ 10 

457 

— 6 

14-  9j 

+ 14 

1 13 

' 4 

— 7 

1 4 

i— • 8 

241  i 

— 15,1 

-4  | 

197i-|-  1 
233 
257 


— 14 

+ 


8/ 

— 16 


”7"  1 ^ 

+ 1 

-f  10 
. . ,4-16 

293 1 — 1 7 '+  2 


i 


269  +13 
281  + M 


P 

■ 5 

1 41 
149 
• 173 


D pro 

g 

4-  i 


+ 5 
— 7 
.+ 1 3 


+ 2 
— 4 
+ 10 
+ 2 
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Primo  saltem  aspectu  nexum  simplicem  .inter  valores  numerorum  a.  b.  'qui- 
bus idem  complexus  respondet,  non  animadvertimus.  At  si  perpendimus,  diiu- 
dicationem  similem  in  theoria  residuorum  quadraticorum  per  regulam  simplicio- 
rem absolvi  rospectu  numeri  — 3,  'quam 'respectu  numeri  + 3,  spes  affulget  suc- 
cessus aeque  secundi  in  theoria  residuorum  biquadraticorum.  Invenimus  autem, 
— '3  pertinere  ;<d  complexum  • • 


A pro  ZJ  pro 

P 

a 

b p I O 

6 

37 

+ ' 

- -6  5 + 1 

+ 2 

61 

+ 5 

— 6 17  | + 1 

— 4 

157 

— 11 

— 6 ij  89  | + 5 

— 8 || 

193 

- 7 

— 12  113  — 7 

137  ! — 1 1 

’• 

|.  14»  — 7 
173+13 

+ 10 
+ ? 

233  +13 

+ s 

257;+  1 
l|  281  |+  3 

L—  16 
+ 16 

(7  pro 

D pro 

P I 

a 

b 

P 

a 

j l. 

13 

— 3 

+ 2 

29 

+ 5 

|+  2 

7 3 | 

— 3 

— 8 

4 J 

+ 5 

— 4 

97  1 

+ ? 

+ 4 

53 

— 7 

+ 2 

109, 

,-TT.  ,3 

+.10 

101 

+ ‘i 

+ 40 

181 

+ 9 

+ io  | 

197 

+ 1 

— 1 4 

22.9 

: — 15 

+ 2 

269 

+ 13 

+ 10 

-24  1 

— 15 

4 

293 

+ 17) 

+ 2 

277 

1+  9 

+ 14 

ubi  lex  inductionis  sponte  sc  offert.  §cilicet  pertinet  — 3 ad  complexum 

* ••  • 

A,  quoties  b per  3 divisibilis  est , 'sive  6 = 0 (mod.  3) 

B,  quoties  a + 6 .per  3 est  xli visibilis,  sive  6=  2 a (mod.  3) 

C,  quoties  a per  3 est  divisibilis,  sive  a = 0 (mod.  3) 

D,  quoties  a — b per  3 divisibilis  est , sive  6 = (mod.  .3}  * 


Numerum  + 5 anseri bendum  invenimus  complexui 

A pro  p — 101,  109,  149,  181.  209 
B pro  p — 13.  17,  73.  97,  107,  '193,197.  233.  277.  293 
C pro  p = 29,  41,  61,  89,  229.  241,  281 

1)  pro  p — 37,  53,  1 13,  137.  173,  257 

" * # 

In  considerationem  vocatis  valoribus  numerorum  a,  b singulis  p respondentibus, 
lex  hic  aeque  facile,  ut  pro  clns.sificatione  numeri  — 3,  prehenditur.  'Scilicet 
incidimus  in  ootnplexum 

13., 


Digitized  by  Google 


»8 


THEORIA  RESIDUORUM  BIQUADRATICORUM. 


A,  quoties  6 3 6 (mod.  5} 

. • B,  quoties  k = a , 

C,  quoties  a — 0 ' 

V jU  D,  quoties  b = 4 a 
• ,« » < i»’  UpLC  act . 

Manifestum  est,  has  regulas  complecti  casus  omnes,  quum  pro  b = 2«.  Vel 
b =343«  ■ mod.  5) , lieret  ««  + 66  = 0,  Q.J5.  A.,  quum  per  hvpothesin  p sit  nu- 
merus  primus  a 5 diversus.  »* 

' 27-. 

Perinde  inductio  ad  numeros  — 7, — tt,  -H- 1 3,  +17,  — IU,  — 23  appli- 
cata tatisque  producta  sequentes  regulas  indigitat : 


A 
B 
C | 
D i 

A 

K 

B 

C 

P 

A I 
B | 
C i 


Pro  numero  — 7. 
a = d,  vel  6 = 0 (mod.  7) 
b = 4 a.  vel  b = 5 a 
b = a,  vel  '6=8o 
b = 2 a,  vel  6 = 3a 

Pro  numero  — 11. 

6=0,  5 a,  vel  6a  (mod'  1 1) 
6 = a,  3 o vel  4 a 
n — 0,  vel  6 = -2a  vel  9a 
6=7«,  8 « vel  lOa 

Pro  numero  +13. 

6 = 0,  4 a,  9 a (mod.  1 3) 

6 = 6 a,  11«,  12«  ‘ 
a = fts  6 = 3a,  10« 

6-=  a,  2a,  7 a 


Pro  numero  +17. 

A , a = 0;  6 = 0,  a,  1««  (mod.  17) 
B | 6.=  2«,  64»,  8«,  14«  . 
i C | i5  5«,  7,«,  t.Oa,  12 a 
■D  6 = 3«.  9«,  1 1«,  15« 
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A 

B 

C 

D 


A 

B 

C 

B 


Pro  numero  -M9. 
k = 0,  2 a,  5<i,  14  a,  lia  (mod.  10] 
b = 3 a,  7 a.  J Ia,  13a,  18a 
« = 0;  6 = 4 a,  9 a,  1 Oa.  1 5 a 
6 = a.  6 a,  8a,  12«,  I6a  ’ 'yf 

Pronumero  — 23. 
a=*0;  -6=0,  7 a,  10a,  13n.  16a  (mod  23) 
b = 2 a,  3 a,  4 a,  I Ia,  1 5 a,  17 a 
6 s a,  5a,  9a,  14a,  18a,  22a 
6 = 6d,  8 a,  1 2a,  19a.  20a.  21  q 


;3& 


. ■ 28.  . V» 

Theoremata  specialia  hoc  modo  per  inductionem  eruta  confirmari  inveniun- 
tur, quousque  haec  continuetur,  formamque  criteriorum  pulcherrimam  manifestant. 
Si  vero  inter  se  conferuntur,  ut  conclusiones  generales  inde  petantur,  primo  sta- 
tim  aspectu  sc-offerunt  observationes  sequentes. 

Criteria  dijudicationis,  ad  quemnam  complexum  referendus  sit  numerus  pri- 
mus  + q (sumendo  signum  superius  vel  inferius,  prout  q est  formae  4n-|-rvel 
■4  /i-f-  3),  pendent  a formis  nutnerprum  a,  b Inter'  se  collatorum  respectu  moduli  q. 
Scilicet  . , . 

I.  quoties  a — 0 (mod.  q),  + q pertinet  ad  complexum  determinatum,  qui 
est  A pro  q — T,  17,  23,  nec  non  C pro  q = 3,  1 1,  13t  19 , unde  coniectura 
oritur,  casum  priorem  generaliter  valere,  quoties  q sit  formae  8n+l,  posterio- 
rem vero,  quoties  q sit  formae  .8« + 3.  Ceterum  complexus  B at  D iam  abs- 
que inductione  excluduntur  pro  valore  ipsius  a per  q divisibili,  ubi  fit  p ==  bb 
(mod.  q),  i.  e.  ubi  p est  residtfnm  quadraticum  ipsius  q,  unde  per  theorema  fun- 
damentale + q esse  debet  residuum  quadraticuVn  ipsius  p. 


II.  Quoties  autem  a per  q non  est  divisibilis,  criterium  pendet  a valore 
expressionis  - (mod.  q).  Admittit  quidem  haec  expressio  q valores  dlVersos,  puta 
0,  I,  2,  3....J  — 1:  sed  quoties  q est  formae  4 a -)-l,  excludendi  sunt  bini  valo- 

13* 
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-res  expressionis  y' — 1 (mod.  q\,  qui  manifesto  nequeunt  esse  valores  expressionis 
* (mod.  q),  quum  p — aa.-\-bb  seihper  supponatur  esse  numerus  primus  a q di- 
versus. Quapropter  multitudo  vitloruu»  adujissibilrum  expressionis  — (mod.  q)  est 
= q — 2,  ,pro  q = 1 (mod.  I),-  dum  manetr  = q pro  q s 3 (mod.  4).  • 

lam  hi  valords  in  quaternas  classes  distribuuntur,  puta,  ut  quidam,  indefi- 
nite per  a denotandi,  respondeant  complcxdi  A ; alii  per  f»  denotandi  complexui 
B;  alii  y complexui  C;  denique  reliqui  0 complexui  If,  ita  scilicet,  ut  + q 
complexui  A.B,C,D  adseribendus  sit,  prout  habeatur  b~aa,  b = 6a.  b — ya, 
c = $a  (mod.  q).  • , 

At  lex  huius  distributionis  abstrusior  videtur,  etiamsi  qmtedniu  generalia 
promte  animadvertantur.  .Muhitudo’  in  ternis  classibus  eadem  reperitur,  ]mta 
= t(q  — 1)  vel  1 elurn  in  .una  (et  quidem'  in  eadem,  quae  respondet  com- 

plexui cum  criterio  « ~ 0)  unitate  minor  est,  ita  ut  multitudo  omnium  criterio- 
rtun  diversorum  rhspectu  singuloruuV  complexuum  fiat  eadem,  puta  — 1 q — I) 
vel  1(^4- f).  Fhrro  animadv^rtiqius,  o semper  in  prima  classe  (intor  «)  reperiri. 
nec  non  complementa  nrtnieroniin  a,  6,  y,  <i-.ad  q , puta  q — a.  q — i*,  q — y. 
q — <5  resp.  in  fclas.se  prima,  quarta,’  tertia,  secunda.  Denique  valorCs  expressio- 
num 1 (mod. q)  pertinere  videmus  ad  classem  primain,- quartam,  ter- 
tiam, Secundarp,  quoties  critcKum  respondet  complexui  A;  ad  classem 

tertiam,  secundam,  primam,  quartam  resp,  autem,  quoties  criterium  a ==  <>  re- 
fertur ad  complexum  C:  Sed  ad  haec  fere  limitantur,  quae  per  inductionem  as- 
sequi licet,  nisi  audneius  ea,  quae  infra  e fontibus  genuinis  haurientur,  anticipare 
nobis  arrogemus.  . ■'  ■ 

29.  . . • . 

• * • ■ ■ <#  * , 

Antcqiugu  ulterius  progiediamiir.  observare  convenit,  criteria  pro  numeris 
primis  (positive  sumtis,  «i  sunt  formae  4 « -)-l,  negative,  si  formae  4t»  + 3)  suf- 
ficere ad  dijudicationem  pro  omnibus  reliquis  npraeri»,  si  modo  theorema  art.  7, 
atque  criteria  pro  — 1 et  2 'Obsidium  vocentur.  Ita  e.  g.  si  desiderantur 
criteria  prq  numero  +3,  criteria  in  art.. 25  prolata,  quae  referuntur  nd  — 3, 
etiam num  pro  a valebunt,  quoties'  q b est  numerus  par:  contra  complexus, 
A.  B,  C , D tum  complexibus  6',  D,  M,  B permutandi  erunt,  quoties  \b  est  im- 
par, unde  sequuntur  praecepta  liaecce: 
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ad  complexum 

A 

»* 

B 

C 

D 


+ 3 pertinet 
r 
81 


6 = 8 (mod.  12);  vel  simul*.  a=0  (mod.  3),  6 = 2(mod.4) 
6=8«  vel  I0p(mod.  12) 

6=6a(mojl.  12);  vel  simul  a = 0(mod.3),  6=0(mod.4) 
6=2o  vel  ,4<r(mod.  12]  • 


— 3; 


•Perinde  criteria  pro  +.6  petuntur  e combinatione  triferiorum  pro  -p-  2 et 
scilicet  . ’ „ 

. % I 

-(-8  pertinet  • . ■ • ■ ... 

ad  complexum  si 


A 

6=0, 

Ia,  22  a 'ruod.  2 1)< 

vel 

simul  d = 

0 (mod.  3),  6= 

4 a (mod.  8) 

B . * 

6=4a, 

6 a,  S«  mod.  24); 

vel 

simul  a = 

0(mod.  3),  6— 

2«  (mod.  8) 

C 

6=  1 (hi. 

12a,  ita  (mod.  24); 

vel 

simul  (t= 

o(mod.  3),  6— 

0 (mod.  8) 

D 

6=1  ba, 

lSu,  20«  (mod.  24); 

vel 

simul  a = 

0 (mod.  3),  6— 

6«  (mod.  8> 

_ 

-6  verq 

« 

ad  complexum 
A ' 

B 

C 

D 


si 


6=0,  lOa,  14n(mod.24);  vel  simul  «=0(mod.  3).  6=4a(mod.,8j 
| 6=4«,  8<i,  18«  (mod.  24);  vel  sirrtul  «=0(mod.  3),  6 = Ga(mod.  8.) 
6=2 «,  12a,  22«(mod.24);  vel  simili  a=0  (mod.* 3),  6=0  (mod.8) 
6=6a,  1 6a.  20«(mod.  21);  vel  simul  a = 0(mod.  3),  6=  2«  (mod.  8) 


Simili  -modo  criteria  pro  numero  +21  concinnabuntur,  e criteriis  pro  — 3 
et  — 7;  criteria  pro  — 105  e criteriis  pro  — t,  — 3.  +5,-  — 7.'etc. 


• ’ 30-  . ..  j»  . . 

Amplissimam  itaque  messem  theorematum  specialium  aperit  inductio,  theo- 
remati pro  numero  2 alfiniuin:  sed  desideratur  vinculum  commune,  desiderantur 
demonstrationes  rigorosae , quum  methodus , per  ijuam  in  commentatione  prima 
numerum  2 absolvimus,  ulteriorem  applicationem  jion  patiatur.  Non  desunt  qui- 
dem methodi  diversae,  per  quas  demonstrationibus  pro  casibus  particularibus  po- 
tiri liceret,  iis  potissiifium , qui  distributionem  rtjsiduorum  quadraticorum  inter 
complexus  A,  C spectant,  quibus  tamen  non  immoramur,  quum  theoria  geuera- 
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ioa 

lis  omnes  casus  complectens  ia  votis  esse  debeat.  Cui  rei  quum  inde  ab  anno  I SOS 
meditationes  nostras  dicare  coepissemus  ■ mox  certiores  facti  sumus,  fontem  ge- 
nuinum theoriae  generalis  fn  campo  arithmeticae  promoto  qUaerendum  esse,  uti 

• i a * , 

iam  in  art.  1 nddigitavimus.  • * • 

Quemadmodum  scilicet  arithmetica  sublimior  in  quaestionibus  hactenus  per- 
tractatis inter  solos  numeros  integros  reales  versotqr,  ita  theoremata  circa  residua 
biquadratica  tunc  tantum  in  summa  simplicitate  ac  genuina  venustate  resplendent, 
quando  campus  arithmdticae  ad  quantitates  imaginarias  extenditur,  ita  ut  absque 
restrictione  ipsius  obiectum  constituant  numqfi  formae  a-\-bi,  denotantibus  i, 
pro  more  quantitatem  imaginariam  \l — 1,  atque  a,  b indefinite  omnes  numeros 
reales  integros  intef  — oo  et  -f-  oo.  Tales  numeros  vocabimus  numeros  integros 
complexos,  ita  quidem,  ut  reales  complexis  non  opponantur,  sed  tamquam  species 
sub  his  contineri  censeantur.  Commentatio  praesens  tum  doctrinam  elementarem 
de  numeris  complexis,  tum  prima  initia  theoriae  residuorum  biquadraticorum  sistet, 
quam  ab  omni  parte-perfectaift  reddere  in  continuatione  subsequente  suscipiemus  *). 

31. 

Ante  omnia  quasdam  denominationes  praemittimus,  per  quarum  'introductio- 
nem .brevitati  tet  perspicuitati  consuletur.  • . • 

‘ Campus  numerorum  complexorum  a -f-6i  v continet 

I.  numeros  reales,  ubi  b =.0,  et,-  inter  hos,  pro  indole  ipsius  a 

I ) cifram 

5)  numeros  positivos  . • " 

3)  numefos  negativos  . • 

II.  numeros  imaginarios,  ubi  b cifrae  inaequalis.  Ilie  iterum  distinguuntur 

1 ) numeri  imaginarii  absque  parte  reali , i.  e.  ubi  o = 0 
. * 2)  numeri  imaginarii  cum  parte  reali,  ul>r  neque  b.  neque  a — 0. 

Priores  si  placet  numeri  imaginarii  p^iri,  posteriores  numeri  imaginarii  mixti  vo- 
cari possunt.  ' * * . *' 

*) 'Obiter  mitem  hic  adhuc  raoneru  conrenit,  campum  ita  definitura  imprimi»  theoriae  residuorum  hi- 
quadratioouum  accommodatum  enae.  Theoria  residuorum  cubicorunl  eimili  modo  supemtruenda  est  con.idera* 
tiomdumerorura  formae  a + bh,  ubi  h ret  radix  imaginaria  aequationis  4S  — I — o,  'puta  A,a  — i i-  v t ■ i; 
et  perinde  theoria  residuorum  potestatum  sitiorum  introductionem  aliarum  quantitatum  imaginariarum  JKj.lu- 
labit.  * • 
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Unitatibus  in  hac  doctrina -utimur  quaternis,  -f-t,  — 1,  +»',  — quae 
simpliciter  positiva,  negativa,  positiva  imaginaria,  negativa  imaginaria  audient. 

Producta  terna  cuiuslibet  numeri  complexi  per  — 1,  -j-j,  — i illius  sonos 
vel  numetos  illi  associatos  appellabimus.  • Excepta  itaque  'cifra  (quae  sibi  ipsa  as- 
sociata est)-,  .semper  quaterni  numeri  inaequales  associati  sunt. 

Contra  numero  complexo  •coniunctum  vocamus  eum , qui  per  permutationem 
ipsius  i cum  — t inde  oritur.  Inter  numeros  imaginarios  itaque  bini  inaequales 
semper  coniuncti  sunt,  dum  numeri  reales  sibi  ipsi  sunt  coniuncti.  siquidem  de- 
nominationem ad  hos  extendere  piaret. 

Productum  numeri  complexi  per  numerum  ipsi  coniunctum  utriusque  nor- 
mam vocamus.  Pro  norma  itaque  numeri  realis,  ipsius  quadratum  habendum  est. 

Generaliter  octonos  numeros  nexos  habemus , puta 


a-f-fci 

a — bi 
b — ai 


a — bi 

— b — ai 

— a-j-bi 
b-j-ai 


ubi  duas  quaterniones  numerorum  associatorum,  quatiior  biniones  coniunctorum 
conspicimus,  onmiuntque  uorina  communis  est  aa-\-bb.  Sed  octo  numeri  ad  qua- 
tuor  inaequale»  reducuntur,  quoties  vel  vel  alteruter  numerorum  a.b=  0. 

E definitionibus  allatis  protinus  demanant. sequentia: 

. Producto  duorum  .numerorum  complexorum  coniunctum  est  productum  e 
numeris , qui  illis  coniuncti  sunt. 

Idem  v&let  de  producto  e pluribus  factoribus,  nec  non  de  qnotientibus. 

Norina-produeti  e duobus  numeris  complexis  aequalis  est  producto  ex  ho- 
rum normis. 

lloc  quoque  theorema  extenditur  uti  producta  e quotcunque  factoribus  et  ad 
quotientes.  ' • • # * • . • . $r- 

Cuiusvis  numeri  complexi' (excipiendo  cifratn . quod  plerumque  abhinc  ta- 
cite subintelligemus)  norma  est  numerus  positivus. 

Ceterum  nihil  obstat , quominus  definitiones  nostrae  ad  valore»  fractos  vel 
adeo  irrationales  ipsorum  a,  b extendantur;  sed  a-\-bi  tuuc  tantum  numerus 
complexus  integer  audiet,  quando  uterque  a,  b est  integer,  atqua  tunc  tantum 
rationalis , quando  uterque  a.  b rationalis  est.  • • 
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, . . ••  • • 32.  •-  . ' 

Algorithmus  o|>e  rationum  arithmeticarum  circa  numero*  complexos  vulgo 
notus  est:  divisio,  per  introductionem  normae,  ad  multiplicationem  reducitur, 
quum  habeatur  ' • . , . . • 

a bi •— a e -\~bd  ■ bt — ad  * . 

c + c/i  a~ ' *•  ct'+dd  c f -f-  «f  f c d * , 

<■  * . • • 8 * * »# 

Extractio  radicis  quadratae  perticitar  adiumento  formulae  . ..  . * 

V(a4-fei)  = +(y^+**U-*  " 

si  i est  numerus  positivus , vel  -huius 

V(a+6i)  =!=•+  +»*>,+«  _ ,-/<“■  t 

“ ‘ , « v 

si  b est  numerus  negativus.  Usui  transformationis  quantitatis  complexae  a-|-4» 
in  r (cos  ^ • sin  f ) ad  calculos  jacilitandos , non  opus  est  hic  immorari. 

•'  • 33. 

> . ... 

Numerum  integrum  cotirplexutn , qui  in  factores  duos  ab  unitatibus  diver- 
sos *)  rtsolvi  potest,  vocamus  munerum  complexum  compositum;  contra  numerus 
primus  complexus.dicetur,  qtai  talem ‘resolutionem  in  factores  non  admittit.  Hinc 
statim  patet,  quemvis  numerum  compositum  realcm  etiam  esec  compositum  com- 
plexum.' At  numerus  primus-  rcalis  poterit  esse  numerus  complexus  compositus, 
et  quidem  hoc  valebit  de  numero  2 atque  de  omnibus  numeris  primis  reatibus  |x>- 
sitivis  formae  4 n -(-1  (excepto  numero  1),  quippe  quos -in  bina  quadrata  positiva 
decomponi  posse  constat;-  puta,  fit  2 — (1-M)  (1  •-'>*),  5 ^ (l-^-2»)-{l — 2 £), 
1 3 = (3 -f- 2 »') (3  — 2 »),  17  =(4-J-4»)(i— 4»)  etc. 

Contra  numeri  primi  reales  positivi  formae*  4 n -f-  3 -setnper  sunt  numeri 
primi  complexi.  Si  enim  talis  numerus  q esset  = (a-f-fii)  (ot  — |—  6 »’),  foret  etiam 
q = a — bi )(a — fii},  adeoque  qq  = (aa-t-bb:{tia.-i-f}(i):  at  qq  unico  tantum 
modo  in  factores  positivos  unitate  maiores  resolvi  potest,  puta  in  q X q.  unde  esse 
deberet  q — aa-\-bb  = aa-f-t>S,  Q.K.  A;  qqum  summa  duorutn  quadratorum 
nequedt  esyte. formae  4n+3.  . . 

■ » . ' . . , • * . * " < 

*)  <ivet  quoti  idem  ett;  tfcLs,  quorum  uorntfu  unitate  »lfil  madon?»- 
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Numeri  reales  negativi  manifesto  easdem- denominationes  servant,  quas  po- 
sitivi, idemque  valet  de  numeris  imaginariis  puris.  • 

Superest  itaque,  ut  inter  numeros  imaginarios  mixtos,  compositos  a. primis 
dignoscere  doceamus , quod  fit  .per  sequens 

Theorema.  Quiris  numerus  integer  imaginarius  mi.itus  a -}- hi  est  vel  nume- 
rus prunus  complexus,  vel  numerus  compositus , prout  ij/sius  norma  est  vel  numerus 
primus  realis.  Yel  numerus  compositus.  ■ 

Dem.  I.  Quoniam  numeri  complexi  compositi  norma  semper  est  numerus 
compositus,  putet,  numerum  complexum,  cuius  norma  sit  numerus  primus  rea- 
lis,  necessario  esse  debere  numerum  primum  complexum.  Q.  E.  P. 

II.  Si  vero  norma  aa  — J—  6 6 'est  numerus  compositus,  sit  p numerus  primus 
positivus  realis  illam  metiens.  Duo  iam  casus  distinguendi  suDt. 

1)  Si  p est  formae  4n  + 3,  coilstat,  aa-j-bb  per  p divisibilem  esse  non 
posse,  nisi  p simul  metiatur  ipsos  a,  i.  unde  a -j- 4i  ‘ erit  numerus  compositus. 

2)  Si  p non  est  formae  4n-j-3,  certo  in  duo  quadrata  Recomponi  poterit: 
statuemus  itaque  p — aa-j-66.  Quum  fiat 

(aa-j-5t>)(aa — b6)  = aa(aa-f-t>6} — 6t?(aa-j-555 
• * » 
adeoque  per  p divisibilis,  p certo  alterUtrom  factorem  aa-j-.it),  aa — if>  me- 
tietur , et  quum  insuper  fiat 

(aa-j-  6dJ!-(-(ia  — a6j*  =£=  (aa  — ifi^-j-fia-j-aS)’  = (aa-j-6A)(aa-|-6?>) 

adeoque  per  pp  divisibilis,  patet,  in  casu  pfiori  etiam  ia—  ad.  in  posteriori 
6a-f-"aG  per  p divisibilem  esse  debere.  Quaie  in  casu  priori  • 

a -f-  6 i 4i  a -f-  6 € | b s — n 6 

• • , i"+S5  p p ' 

• , ‘ # . # 

ent  numerus  integet  complexus , in  posteriori  autem 

• / • 

* a hi tia  — 66  | + 

9 — 6»  p ' p 

integer  erit.  Quum  itaque  numerus  propositus  vel  per  a + 6 i vel  per  a — 01 
divisibilis  sit,  quotientisqrte  norma  = a—^  -**  per  hyp.  ab  unitate  diveiaa  bal,  pa- 
tet, a + ii  in  utroque  rasu  esse  munerum -complexum  compositum.  Q.  B.  S. 

* * •*«•’*  ^ i 

14 
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34.  • . • • 

Totam  itaque  ambitum  numero t-um  primorum  complexorum  exhauriunt  qua- 
tuor  species  sequente» : • 

1)  quatuor  unitates,  t,  -f-i,  — t,  — i,  quas  tamen,  dum  de  nurfieris  pri- 
mis agemus,  plerumque  tacite  subintelligemus  exclusas. 

2)  numerus  1 — f-  s*  cum  tribus  sociis  — 1 — J—  * , — 1 — i,  I — i. 

3)  numeri  primi  reales  positi  vi  formae  4n-f-3  cum  teraiS  sociis. 

4)  numeri  complexi,  quorum  normae  sunt  numeri  primi  reales  formae  4n  — 1 
unitate  maiores,  efquidem  cuivis  normae  tali  datae  semper  octoni  numeri  primi 
complexi  et  non  plures  respondebunt , quum  tali»  norma  unico  tantum  modo  in 
bina  quadrata^decomponi  possit. 


. » M* 

Quemadmodum  numeri  integn  reales  in 
que  illi  iterum  in  pariter  pares  et  impariter 
distinctio  aeque  essentialis  se  effert:  sunt  scilicQt 

rei  per  t — |—  s’  non  divisibiles,  puta  numeri  a-f-6*,.  ubi  alter  numerorum  a.  b 
est  impar , alter  par ; , t/  ■ ■'>/ »’  « 

vel  per  l + » neque  vero  per  2 divisibiles,  quoties  uterque  a,  b est  impar; 
vel  per  2 divisibiles , quoties  uterque  a,  b est  par. 

Numeri  primae  classis  commode  dici  possunt  muneri  complexi  impares,  se- 
cundae semipares,  tertiae  pares. 

Productum  e pluribus  factoribus  complexis  s6mper  impar  erit,  quoties  omnes 
factores  sunt  impares;  semipar,  qitoties  unus  factor  est  semipar,  reliqui  impares; 
par  autem , quoties  inter  factores  vel  saltem  duo  semipares  inveniuntur , vel  sal- 
tem unus  par. 

Norma  cuiusvis  numeri  coihpldxi  imparis  est  formae  4 n — (— 1 ; norma  numeri 
semiparis  est  formae  S n -f-  2 ; denique  norma  numeri  paris  est  productam  numeri 
formae  4 n — I innumerum  4 .veL  altiorem  binarii  potestatem. 


pares  distribuuntur,  at- 
ter  numeros  complexos 


36. 


Quum  nexus  inter  quaternos  numeros  complexos  socios  analogus  sit  nexui 
inter  binos  numeros  reales  oppositos  (i.  e.  absolute  aequales  signisque  oppositis  af- 
fectos), atque  ex  his  vulgo  positivus  tamquam  primarius  merito  considerari  soleat: 


* 
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quaestio  oritur , num  similis  distinctio  inter  quaternos  numeros  complexos  socios 
stabiliri  possit,  et  pro  utili  haberi  debeat.  Ad  quam  decidendam  perpendere  opor- 
tet, principium  distinctionis  ita  comparatum  esse  debere,  ut  productum  duorum 
numerorum,  qui  inter  socios  suos  pro  primariis  valent,  semper  fiat  numerus  pri- 
marius inter  socios  suos.  At  mox  certiores  fimus,  tale  principium  omnino  non 
dari?’ nisi  distinctio  ad  numeros  integros  restringatur:-  quitmdeo  distinctio  utilis  ad 
numeros  impares  limitanda  erit.  Pro  his  .vero  finis  propositus  duplici  modo  attingi 
potest.  Scilicet 

l.  Productum  duorum  numerorum  a+frt,  a'-\-b'i  ita  comparatorum,  ut 
a.  a sint  formae  4 « + 1 , atque  b,  b'  pares,  e/ulern  proprietate  gaudebit,  ut  pars 
realis  fiat  = 1 (inod.  4),  atque  pars  imaginaria  par  .Et  facile  perspicietur,  inter 
quaternos  numeros  impares  associatos  unum  solun»  sub  illa  forma  contentum  esse. 

• II.  Si  numerus  « + 6i  ita  comparatus  est,  ut  a — 1 et  b vel  simul  pari- 
ter jiares  sint,  vel  simul  impariter  pares,  eius  productum  per  numerum  com- 
plexum eiusdem  formae  eadem  forma  gaudebit,  facileque  ]>erspicitur,  e quaternis 
numeris  imparibus  associatis  unum  solum  sub  hac  fyrma  contineri. 

Ex  his  duobus  principiis  aeque  fere  idoneis  jwsterius  adoptabimus,  scilicet 
inter  quaternos  numeros  complexos  impares  associatos  eum  pro  primario  habebi- 
mus, qui  secundum  modulum  2 + 2»  unitati  positivae  fit  congruus:  hoc  pacto 
plura  insignia  theoremata  maiori  concinnitate  enunciare  licebit.  Ita  e.g.  sunt  nu- 
meri primi  complexi  primarii  — 1 + 2/,  — t — 2i,  +3  + 2»,  +J-i-‘2»,  +1  + 4». 
+ 1 — 4 »’  etc. , nec  non  reales  —3,  —7,  — It,  —«19  etc.  manifesto  semper  signo 
negativo  afficiendi.  Numero  complexo  impari  primario  couiunctus  quoque  pri- 
marius erit. 

Pro  numeris  semiparibus  et  paribus  in  genere  similis  distinctio  nimis  arbitra- 
ria parumque  utilis  foret.  E numeris  prinus  associatis  I + ».  I — i. — 1+». — 1 — * 
unum  quidem  prae  reliquis  pro  primario  eligere  possumus.  sed  ad  compositos  ta- 
lem distinctionem  non  extendemus.  • •* 

37.  ‘ 

Si  inter  factores  numeri  complexi  compositi  inveniuntur  tales,  qui  ipsi  suut 
compositi,  atque  hi  iterum  in  factores  suos  resolvuntur,  manifesto  tandem  ad  facto- 
res primos  delabimur,  i.  e.  quivis  numerus  compositus  in  factores  primos  resolu- 
bilis est.  Inter  quos  si  qui  non  primarii  reperiuntur,  singulorum  loco  substitua- 

14* 
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\ 


“ * 


tur  productum  primarii  associati  per  i,  — 1' vel  — i.  Hoc  pacto  patet,  quemvis 
numerum  complexum  compositum  M reduci  posse  ad  formain 



ita  ut  A.  B,  C etc.  sint  numeri  primi  complexi  primarii  inaequajcs . atque 

p — 0,  I,  ‘2  vel  3.  Circa  hanc  resolutionem  theorema  se  offert,  unico  taiftum 

modo  eam  fieri  posse,  quod  theorema  ojiiter  quidem  consideratum  per  se  manife- 

* • 

stum  videri  posset,  sed  utique  demonstratione  eget.  Ad  quam  sternit  viam  sequens 

• * 

^ • i 

Theorema.  Productum  M rzp  A’1  Br‘  C1 denotantibus  A,  B,  C etc.  nu- 

meros primos  complexos  primarios  diversos , divisibile  esse  nequit  per  ulltim  numerum 
primum  complexum  priqiurium . qui  inter  A,  B.-C  etc.  non  repentur.  • 

Dem  Sit  P numerus  primus  complexus  primarius  inter  A.  B,  Cete,  non 
contentus,  sintque  p.a.b.ce  tc.  normae  numerorum  P.  A.  B.  C otc.  Hinc  fa- 
cile colligitur,  normam  numeri  M fore  — a‘‘btc't  etc.,  unde  hic  numerus,  si  M 
per  P divisibilis  esset , per  p divisibilis  esse  deberet.  Quum  singulae  normae 
sint  vel  numeri  primi  reules  (e  serie  2,  5,  13,  17  etc.),  vel  numerorum  primorum 
realium  quadrata  (e  serie  9.. 4 3.  121  etc.),  sponte  patet,  illud  evenire  non  posse, 
nisi  p cum  aliqua  norma  a,  b,  cete,  identica  fiat:  supponemus  itaque  p — a.  At 
quum  P,  A per  hyp.  sint- numeri  primi  .com pleni  primarii  non  identici , facile 
perspicietur,  haec  simul 'consistere  non  posse.  nisi.jR,  4 sint  numeri- complexi 
imaginarii  ooniuncti , et  proin  p — «-numerus  primus  realis  impar,  (non  qua- 
dratum numeri  primi):  supponemus  itaque  A,  ^ i-^~li,  P = k- — li.  , Hinc '.ex- 
tendendo notionem ^et  signum  congruentiae  ad  numeros  integros  complexos:  erit 
A = ‘iAimod.  P).  unde  facile  colligitur  . • • t"  . • •» 

if  = 2,*’fi*C’t::>.,(mod>)  1 ’ 


Quapropter  dum  M |>er  P divisibilis* supponitur,  .efit  etiam 

PF&cn .... 


) 


per  P divisibilis,  adeoque  norma  huius  numeri , quae  fit 

xo  • ••  rUstaAf 


f, 


='2wPVcT  . .V. 

> i m : • • • . * 

divisibilis  per  p.  At  quum  2 et  h per  p certo  non  sint  divisibiles,  hinc  sequi- 
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tur , p cum  aliquo  numerorum  b,  cete,  i denticum  esse  debere ; ait  e.  g.  ;>  *=  b. 
Hinc  vero  concjudimus i esse  vel  Jt=  vel  B = k-li,  i.  e.  vel  B = A, 

vel  B — fl,  utrumque  contra  hyp.  , • ■ • . ...  *.  ** 

Ex  lioc  theoremate  alterum,  quod  resolutio  in  factores  primos  unico  tantum 


modo  periioi  potest. • facillime  derivatur,  et  quidem  per  ratiocinia  iis',  quibus  in 
Disquisitionibus  Arithmeticis  pro  numeris  realilms  usi  sumus  (art.  Id),  prorsus  ana- 
loga: quapropter  illis  hic  immorari  superfluum  foret. 

• 38'  ' 

Progredimur  iam  ad  congruentiam  numerorum  secundum  modulos  com- 
plexos.. Sed  in  limine  huius  disquisitionis  convenit  indicare,  quomodo  ditio  quan- 
titatum complexarum  intuitui  subiici  possit.  , 

Sicuti  omnis  quantitas  rcalis  per  partem  rectae  utrinque  infinitae  ab  initio 
arbitiUrio  sumendam,  et  secundum  segmentum- arbitrarium  pro  unitate  acceptmn 
aestimandam  exprimi,  adeoque  per  punctum  alterum  repraesentari  potest,  ita  ut 
puncta  ab  altera  initii  plaga  quantitates  positivas,  ab  altera  negativas  repraesen- 
tent: ita  quaeyis.  quantitas  complexa  repraesentari  poterit  per  aliquod  punctum  in 
plano  influito , in  quo  recta  determinata  ad  quantitates  r cales  refertur,  scilicet 
quantitas  complexa  jj-f-iy  per  punctum,  cuius  abscissa.  x,  ordinata  {ab  al- 
tera lineae  abscissarum  plaga  positive,  ab  altera  negative  aurata)'  =y/  iioc  pacto 
dici  potest,  quamlibet -quantitatem  complexam  mensurare  inaequalitatem  inter  si- 
tum puYicti  ad  quod  refertur  atque  situm  puncti  initialis,  denotante 'unitate  posi- 
tiva deflexum  arbitrarium  determinatum  versus  directionem  arbitrariam  determi- 
natam; unitate  negativa  deflexum .qeqne  magnum  vOrsus  directionem  oppositam; 
denique  unitatibus  imaginariis  deflexus  aeque  magnos  versus  duas  directione»  la- 
terales normales.  , • . . . • 

Iloe  nimio  mepiphysica  quantitatum , quas  iinagiqarias  dicimus,  insigniter 
illustratur.  Si  punctum  initiale  per  (0)  denotatur,  atque  duae  quantitates -com- 
plexae m,  ni  ad  puncta  M,  M'  ■ referuntur,  quorum  situm  relative  ad  ^0)  expii- 
muiit,  differentia  m — m hihil  aliud  erit  nisi  situs  puncti  M relative  ad  punctum 
M’:  contra,  producto  mm  repraesentante  situm  puncti  N relative  ad  (0),  facile 
perspicies,  hunc  .situm  perinde  determinari  per  situm  puncti  M ad  (0),  ut  situs 
puncti  M'  determinatur  per  situm  puncti  cui  respondet  unitas  positiva,  ita  ut 
haud  inepte  dicas,  situs  punctorum  respondentium  quantitatibus' conquexi»  mm, 


.»  5 

%’ 

f 


« 

e 
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m,  m,  1 formare  proportionem.  Sed  uberiorem  huius  rei  tractationem  ad  aliam  oc- 
casionem nobis  reservamus.  Difficultates , quibus  theoria  qnantita,tum  imagina- 
riarum involuta  putatur,  ad  magnam  partem  a denominationibus  parum  idoneis 
originem  traxerunt  (quum  adeo  quidam  usi  sint  nomine  absono  quantitatum  im- 
possibilium',. Si,  a conceptibus , quos  offerunt  varietates  duarum  dimensionum, 
(quales  in  maxima  puritate  conspiciuntur  in  intuitionibus  spatii)  profecti,  quanti- 
tates positivas  directas,  negativas  inversas,  'imaginarias  laterales  nuncupavissemus, 
pro  tricis  simplicitas , pro  caligine  claritas  successisset. 

39. 

- • Quae  in  art.  praec.  prolata  sunt,  ad  quantitates  complexas  continuas  refe- 
runtur : in  arithmetica,  quae  tantummodo  circa  mumeros  integros  versatur,  schema 
numerorum  complexorum  erit  systema  punctorum  aequidistantium  ,et  in  rectis  ae- 
quidistantibus  ita  dispositorum,  ut  planum  infinitum  in  infinite  multa  quadrata  ae- 
qualia dispertiant.  Omnes  numeri  per  numerum  complexum  datum  a-\-bi  = m 
divisibiles  item  infinite  imilta*quadrata  formabunt,  quorum  latera  — \J{aa-{-bb) 
sive  areae  = aa-\-bb\  quadrata  posteriora  ad  priora  inclinata  erunt,  quoties  qui- 
dem neuter  numerorum  a,  b est  = 0.  Cuivis  numero  per  modulum  m non  divi- 
sibili respondebit  punctum  vel  intra  tale  quadratum  situin  vel  in  latere  duobus 
quadrati»  contiguo ; posterior  tamen  casus  locum  habere  nequit,  nisi  a,  b.  diviso- 
rem communem  habent : porro  patet,  numeros  secundum  modulum  m congruos  in 
quadratis  suis  locos  congruentes  occupure.  Hinc  facile  concluditur,  si  colligantur 
omnes  numeri  intra  quadratum  determinatum  siti,  nec  non  oninet  qui  forte  in 
duobus  eius  lateribus  non  oppositis  iacfcant,  denique  his  adseribatur  numerus  per 
m divisibilis,  haberi  svstema  completum  residuorum  incongrurtrum  secundum  mo- 
dulum  m,  i.  e.  quemvis  integrum  alicui  ex  illis  et  quidem  unico  tantum  congruum 
esse  debere.  Nec  difficile  foret  ostendere , horum  residuorum  multitudinem  ae- 

- o • . • 

qualem  esse  moduli  normae,  puta  — aa-\-bb.  Sed  consultum  videtur,  hoc  gra- 
vissimum theorema  alitr  modo  pure  arithmetico  demonstrare. 

i • 9 • 

40.  • % •• 

Theorema.  Secundum  modulum  complexum  datum  m = a -\-b  i,  cuius  norma 
aa  -\-bb  — p,  et  pro  quo  a.  b sunt  numeri  inter  se  primi,  quilibet  integer  complexus 
congruus  erit  alicui  residuo  e serie  0,  1,  2,  3 . . . p — I,  et  non  pluribus. 
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Demonstr.  I.  Sint  a,  fJ  integri  tales  qui  faciant  aa-\-tih  — 1,  unde  erit 

, . . 1 * • 

» = ab'-—  + 

• * • % • 

Proposito  itaque  numero  integro  complexo  A-j-Bi,  habebimus 

A-\-Bi  = A-\-[ab  — 6 a)  B-\-m(8B-{-aBi) 


» 


Quare  denotando  per  h residuum  minimum  positivum  numeri  A-\-[ab  — &a]B 
secundum  modulum  p,  'statuendoque 


ent 


-4  — |—  (ot  6 — €a)B  = A-| -kp  = h-^mfak — bki) 
•4-pZJi  — A-f-m(6.B-|-<iA:-[-(a.B — f>k)i) 
A-\-Bi  = A(raod.  m).  Q.  E.  P. 


• II.  Quoties  eidem  numero  complexo  duo  numeri  reales  A,  h'  secundum 
modulum  m congrui  sunt,  etiam  inter  se  congrui  erunt.  Statuamus  itaque 
h — h'  ==  m(c+d»),  unde  fit 


adeoque 


(h-,hyp-bi)=p[c+<ii) 


(A  — h')a^pc,  {A  — A'li  — — pd 
nec  non,  propter  act-|-Ao  = 1,  * 

A — h'  = p(ca  -^d€),  i.  c:  h = A'  (mod./>) 

• ..  jWi 

Quapropter  A et'  A',  siquidem  sunt  inaequales,  ambo  simul  in  complexu  nu- 
merorum 0,  1,  2,  3 . . . p—  1 contenti  esse  nequeunt.  Q.  E.  8. 


41. 


\#S«- 


Theorema.  Secundum  modulum  complexum  m a -|-  6i,  cuius  norma 
aa-\-bb  = p , et  pro  quo  a,  h non  sunt  inter  se  primi,  sed  divisorem  communem 
maximum  X habent  ( quem  positive  acceptum. supponimus) , quilibet  numerus  complexus 
congruus  est  residpo  x + _y  i tali , ut  x sit  aliquis  numerorum  0,1,2,  3....£ — 1. 
atque  g aliquis  horum  0,  1 ,-  2,  3 . . . . X — 1,  et  quidem  unico  tantum  inter  omnia  p 
residua , quae  tali  forma  gaudent. 


* • 


Digitized  by  Google 


112 


THEOKIA  RBStWOKtM  BIQCAORATICOKCM- 


Demonstr.  I.  Accipiendo  integros  a,  d ita,  ut  fiat  aa-\-8b  = 1,  erit 
Xi  = ah  — {> a — |—  m (6  — j—  ct »).  Inih  sit  A-\-Bi  numerus  complexus  propositus, 
y residuum  minimum  positivum  ipsius  B secundum  modulum  X,  atque  x rcsi- 
duum  minimum  positivum  ipsius  — y*  secundum  modulum 

statuaturque  , «h?  'SK. 

A + (ab-  6a)  ■ = *'+*?&* 


p 

ii’ 


4 ' 1 

t * 


* 


Hinc  erit 


A + Bi  — {x'+yi)  = f * + y)i  — [ab— 


= (r~r,0*w+^r/(5 4- <**)»* 


i.  e.  per  m divisibilis,  sive  A-f-Bi . X-^-yi (mod. m)  • Q.  E.  P. 


II.  .Supponamus,  secundum  modulum  m eidem  numero  complexo  congruos 
esse  duos  numeros  x-\-yi,  x'-\-y'i,  qui  proin  etiam  inter  se  congrui  erunt  se- 
cundum modulum  m.  A potiori  itaque  secundum  modulum  X congrui  erunt,  ad- 
eoque  jf==jr' (mod.  X).  Quodsi  igitur  uterque  y,y'  inter  numeros  0,  1 , '2,  3 ...  .X — l 
contentus  esse  supponitur,  necessario  debet  esse  y y\  Hoc  pacto  vero  etium 
. fiet  r = x'(mod.  m),  i.  c.  x — x'  per  m , adeoque  integer  l>«r  y+y’* 

'divisibilis,  sive 

i=?  = 0(mod.f-p‘i) 

Hincantem.  quum  y,k-  sint  nuifieri  inter  se  priiirti,  concluditur  per  partem  se- 
cundam theorematis  art.  praec. , etiam  per  normam  numeri  ••  '•  e- 

per  numerum  & divisibilem  fore,  adeoque  x — x'  per  p . Quapropter  si  etiam 
uterque  x.  x in  complexu  numerorum  0,  t,  2.  3 ....  — J contentus  esse  sup- 

ponitur a necessario  erit  .r  = x,  sive  residua  r-\-y(,  x‘-\-y'i  identica.  Q.  E.  S. 

Ceterum  sponte  patet . huc  quoque' referendum  cs*e  casum,  ubi  modulus 
est  lmmerus  realis,'  puta  6 = 0,  et  proiu  X = Hh a,  itec  noo  enm,  ubi  modu- 
lus est  numerus  pure  imaginarius.  puta  a = 0.  et  proiu  X'=+6.  In  utroque 
casu  habetur  p — X.  • 
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4 2. 

Referendo  itaque  omnes  numeros  complexos  secundum  modulum  datum  in- 
ter se  congruos  ad  eandem  classem,  incongruos  ad  diversas,  omnino  aderunt  p 
classes  totum  numerorum  integrorum  ambitum  exhaurientes,  denotante  p normam 
moduli.  Complexus  totidem  numerorum  e singulis  classibus  desutn  torum  exhibe- 
bit systema  completum  residuorum  iucongruorum,  quale  in  artt.  tft.  II  assignavi-, 
mus.  Et  in  hocce  quidem  systemate  electio  residuorum  clas 
sentantium  innixu  erat  principio  ei,  ut  in  quavis  classe 
tale,  pro  quo  y habeat  valorem  minimum,  atque 
idem  valor  minimus  ipsius  y inest,  id,  pro  quo  valor  ipsius  x est  minimus,  ex- 
clusis valoribus  negativis  tum  pro  x tum  pro._y.  Sed  ad  alia  proposita  aliis  prin- 
cipiis uti  conveniet,  imprimiaque  notandus  est  modus  is , ubi  residua  talia  adop- 
tantur, quae  per  modulum  divisa  offerunt  quotientes  simplicissimos.  Manifesto 
si  a-f-d»,  a'-(-d'«,  etc.  sunt  quotientes  e.divisione  numerorum  congruo- 

rum per  modulum  oriundi , differentiae  tura  quantitatum  a,  a',  a etc.  inter  se 
erunt  numeri  integri,  tum  differentiae  inter  quantitates  d,  d',  d“  etc..  p&tctque, 
semper  adesse  residuum  unum,  pro  quo  a et  d iaceant  inter  limites  0 et  1„  li- 
mite priori  incluso,  posteriori  excluso:  tale  residuum  simpliciter  vocamus  resi- 
duum minimum.  $i  magis  placet,  loco  illorum  limitum  etiam  hi  adoptari  possunt 
— | et  -f- 1 (altero  admisso,  altero  excluso):  residuum  tali  limitationi  respondens 
absolute  minimum  dicemus. 

Circa  haec  residua  minima  qfferunt  se  problemata  sequentia. 


ses  suas  quasi  i 
adoptaretur 


inter  omnia 


«munm  v . 
quibus  I • * 


43. 


Residuum  minimum  numeri  complexi  dati  A Bi  secundum  modu- 
lum  a -+■  b i cuius  uorma  = p,  invonitur  sequenti  modo.  ^ * est  resi- 

duum minimum  quaesitum,  erit  {x  +y «) (a  — bi)  residuam  minimum  producti 
~bi)  secundum  modulum  &»')'(« — bi),  i.  e.  secundum  modu- 
, lutu  p.  Statuendo  itaque 

a A + bB  = Fp  +/  aB  — bA  = Gp+g 

ita  ut  fg  sint  residua  minima  numerorum  aA  + hB,  aB — bA  secundum  mo- 
dulum j>„  erit 


1 5 
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sive 

x = -J~Z  = A—aF+bG 

y = — B—aG—bF  ' • 

7 r 

Manifesto  residua  minima  f,y  vel  inter  limites  0 et  p — 1,  vel  inter  hds  — fp 
et  -j-Jp  accipi  debent,  prout  numeri  complexi  vel  residuum  simpliciter  mini- 
mum vel  absolute  minimum  desideratur. 

44. 

Constructio  systematis  completi  residuorum  minimorum  pro  modulo  dato 
pluribus  modis  effici  potest.  Methodus  prima  ita  procedit,  ut  primo  determinen- 
tur limites,  intra  quos  termini  reales  iacere  debent,  ac  dein  pro  singulis  valoribus 
intra  hos  limites  sitis  assignentur  limites  partium  imaginariarum.  Criterium 
generale  residui  minimi  x-j-yi  pro  modulo  a-\-bi  in  eo  consistit,  ut  tum 
ax-\-by  =•£,  tum  ay — bx  — ij  iaceat  inter  limites  0 et  a a — i>  6 , quoties  de 
residuis  simpliciter  minimis  agitur,  vel  inter  limites  — J a a -}-  bb}  et  +1  («a  + 66), 
quoties  residua  absolute  minima  desiderantur,  limite  altero  excluso.  Regulae  spe- 
ciales distinctionem  casuum , quos  varietas  signorum  numerorum  a,  6 affert,  re- 
quirerent, cui  tamen  evolvendae,  quum  nulli  difficultati  obnoxia  sit,  hic  im- 
morari supersedemus:  sufficiat,  methodi  indolem  per  unicum  exemplum  expo- 
suisse. 

Pro  modulo  5 — 2 1 residua  simpliciter  minima  x-\-yi  ita  comparata  esse 

debent,  ut  tum  54?-)- 2 jr  = C • ' tum  by  — 2x  — tj  aequetur  alicui  numerorum 

0,  1,  2,  3 ....  28.  Aequatio  294?  = 5 4 — 2»)  ostendit,  valores  positivos  ipsius 

x maiores  esse  non  posse  quam  , negativos  abstrahendo  a signo  non  maiores 
2 •<  ^ ,J  ...  .-. 
quam  -j~.  Omnes  itaque  valores  admissibiles  ipsius  x erunt  — 1,0,  1, 2,  3,  4. 

Pro  4?  = — 1 debet  esse  2 y aequalis  alicui  numerorum  5,  6,  7 . . . . 33,  atque 

by  alicui  horum  — 2,  — 1,  0,  1 ....  26;  hinc  valor  minimus  ipsius  y est  -f-3, 

maximus  +5.  Tractando  perinde  valores  reliquos  ipsius- 4?,  oritur  sequens 

schema  omnium  residuorum  minimorum: 
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X 

s 

— 1 

3,  4,  5 

0 

0,  1,  2,  3,  4,  5 

+ i 

1,  2,  3,  4,  5,-6 

+ 2 

1,  2,  3,  4,  5,  6 

+ 3 

2.  3,  4,  5,  6 

+ 4 

2,  3,  4 

.Simili  modo  pro  residuis  absolute  minimis,  £ et,  ij  alicui  numerorum 
— 14,  — 13,  — 12....  +14  aequales  esse  debent;  hinc  29j  nequit  esse  extra 
limites  — 7.14  et  -f"7-14,  adeoque  x alicui  numerorum  — 3, — 2, — 1.0, 1,2,3 
aequalis  esse  debet.  Pro  x = — 3 erit  — £ — 5 j — £ 4-  1 5 alicui  nu- 
merorum 1,  2,  3 ....  29  aequalis,  5^  = i]4-24f  = ij — 6 autein  alicui  horum 
— 20,  — 19,  — 18  ....  +8:  hinc  prodit  pro  y valorunicus  -f-1.  Tractando  eo- 
dem modo  valores  reliquos  ipsius  x,  habemus  schema  omnium  residuorum  abso- 
lute minimorum : 


X 

y 

— 3 

+ 1 

— 2 

— 2,  —1,  0,  +1,  +2 

— 1 

— 3,  —2,  —1,  0,  -+-1,  -Jr 2 

0 

— 2,  —1.  0,  +1,  4-2 

+ 1 

— 2,  —1,  0,  4-1,  4-2,  -f3 

+ 2 

— 2,  —1,0,  4-1,  4-2, 

+ 3 

— 1 

45. 

In  applicatione  methodi  secundae  duos  casus  distinguere  conveniet,  f 
In  casu  priori,  ubi  a et  6 divisorem  communem  non  habent,  fiat  aa-)-tib  — 1, 
sitque  k residuum  minimum  positivum  ipsius  tfa  — ab  secundum  modulum  p. 

Hinc  aequationes  identicac  ♦ 

• 

a(6a — ab)  = fip — 6(ao-p66),  b(6a  — ab)  = — ap4-a(a<i  + tffc) 

docent,  esse  ak  = — b,  bk  = a(mod.p).  Statuendo  itaque  ut  supra  ax-\-hy  = £, 

15* 
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ay — 6*  = »),  erit  qs+i,  i= — kr\  (mod.p).  Omnes  itaque  numeri  4 + q»j  * 
quibus  residua  simpliciter  minima  x-\-yi  respondent,  habebuntur,  dum  vel  pro- 
i deinceps  accipiuntur  valores  0,  1,  2,  3 ....p  — J,  et  pro  ij  residua  minima 
positiva  productorum  ki  secundum  modulum  p.  vel  ordine  alio  pro  i)  illi  vhlo- 
res  et  pro  i residua  minima  productorum  — k ij.  E singulis  £ + »j  i dein  respon- 
dentes x-\-yi  invenientur  per  formulam 

x -1- vi  = i±Sj  = aJ^+flJ±^.  i 

• a — bt  p 1 p 

Ceterum  obvium  es^,  ij,  dum  £ unitate  crescat,  vel  augmentum  k vel  decremen- 
tum p — k pati,  adeoque  x+j»»' 

vel  mutationem  + a*  + * . t~  vel  hanc  — **  — (a--+  * — a)  i 

quae  observatio  ad  constructionem  faciliorem  reddendam  inservit 

Denique  patet,  si  residua  absolute  minima  x-\-yi  desiderentur,  haec  prae- 
cepta eatenus  tantum  mutari,  quatenus  ipsi  £ deinceps  tribuendi  sint  valores  in- 
ter limites  — f p et  + fp,  dum  pro  t]  accipere  oporteat  residua  absolute  mi- 
nima productorum  ki.  Ecce  conspectum  residuorum  minimorum  pro  modulo 
5 + 2 i hoc  modo  adornatorum  : 


Residua  simpliciter  minima. 


4+»i« 

*+^» 

4 + 11» 

X+y» 

4 + 11» 

0 *jk 

K 

10  + 25» 

+ 5» 

20  + 21 

+ 2 + 5 »' 

* J. 

a 

1 +17i 

— 1+3» 

11  + 13« 

+ 1 + 3 »' 

21+  9 

+ 3 + 3i 

• » 

2+  5i 

+ «' 

12+  » 

+ 2+  i 

22  + 26 

+ 2 + 6 » 

V 

3 + 22» 

+ 1 + 4 «' 

13  + 18» 

+ 1+4. 

23+  14 

+ 3 + 4» 

4 + 10« 

+ 2i 

14+  6» 

+ 2 + 2.’ 

24+  2< 

+ 4 + 2.- 

5 + 27« 

— 1 + 5« 

15  + 23» 

+ 1 + 5» 

25  + 191 

+ 3 + 5» 

6+15* 

+ 3» 

16  + lf» 

+ 2 + 3 » 

26-+  7 

+ 4 + 3« 

7+  3» 

+ 1+  t’ 

17  + 28» 

+ 1 + 6» 

27  + 241 

+ 3 + 6 »' 

\ \ 

8 + 20» 

+ 4.- 

18+16» 

-f-2  + 4i 

28+12i 

+ 4 + 4« 

* . . m 

'8+  8« 
f • 

+ 1+2« 

19+  4« 

+ 3 + 2i 

* 

* «3 

4 
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Residua  absolute  minima. 


i+V. 

■*+y» 

C+*i* 

X + y« 

4+iji 

*+J" 

— 14—  6» 

— 2 — 2» 

+4 — 1 0 » 

— 2« 

+ 5—  2» 

+1  . 

— 43  + 11  i 

~ 3 + i 

—‘3  + 7 i 
-2-  5. 

-1  + i 

+ 6 — 14» 

+ 2 — 2« 

— 1 2 — » 

—2—  ; 

— » 

+ 7 + 3 * 

+ 1+  •' 

— 11  — 13» 

— 1 — 3»  I 

— l+‘l2» 

— i*  v 2 * ! 

+ 8—  9» 

+ 2-  i 

— 10+  4« 

— 2 

0 

0 

+ 9+  8» 

+ 1+2» 

— 9—  8» 

— 1 — 2 1 1 

+ 1 — 12» 

+ 1 — 2 1 

+ 10—  4» 

+ 2 

— 8+  9» 

— 2+  » 

+ 2+  5» 

+ * 

+ »i  + 13, 

+ 1+3»' 

— 7—  3 1 

— 1—  » 

+ 3 — 7 « 

+ 1—  » 

+ir++» 

+ 2+  i 

— 6+14» 

— 5+  2» 

— 2 + 2» 
— 1 

1 + 4+10» 

+1 

+ 3-  f 
+ 2 + 2» 

Casum  secundum,  ubi  a,  b nou  sunt  inter  se  primi,  facile  ad  casum  prae- 
cedentem reducere  licet.  Sit  X divisor  communis  maximus  numerorum  a,  b,  at- 
que a — X a,  b — kb'.  Denotet  F indefinite  residuum  minimum  pro  modulo  X, 
quatenus  tamquam  numerus  complexus  consideratur,  i.  e.  exhibeat  indefinite 
numerum  talem  ut  x,  y sint  vel  inter  limites  0 et  X,  vel  inter  hos 

— 4-X  et  + J X (prout  de  residuis  vel  simpliciter  vel  absolute  minimis  agitur); 
denotet  porro  F'  indefinite  residuum  minimum  pro  modulo  a'— (—  //i.  Tunc  erit 
(a+ 6'»)  i*’+ i'1'  indefinite  residuum  minimum  pro  modulo  a + 6 «,  prodibitque 
systema  completum  horum  residuarum,  dum  omnia  F cum  omnibus  i*”  combi- 
nantur. • ' • 


i'  i 


46. 


Duo  numeri  complexi  inter  se  primi  dicuntur,  si  praeter  unitates  alios  divi- 
sores communes  non  admittunt:  quoties  autem  tales  divisores  communes  adsunt, 
ii  divisores  communes  maximi  vocantur,  quorum  norma  maxima  est. 

Si  duorum  numerorum  propositorum  resolutio  in  factores  primos  praesto  est. 
determinatio  divisoris  communis  maximi  prorsus  eodem  modo  perficitur , ut  pro 
numeris  realibus  ( Dis quits.  Ar.  art.  18).  Simul  hinc  elucet,  omnes  divisores  cojgt- 
munes  duorum  numerorum  datorum  metiri  debere  eorundem  divisorem  communem 
maximum  hoc  modo  inventum.  Quare  quum  sponte  iam  pateat,  ternos  numeros 
huic  socios  etiam  esse  divisores  communes , semper  quaterni  numeri ; et  non  plu- 


«■ 
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res,  divisores  communes  maximi  appellandi  erunt,  horutnque  norma  erit  multi- 
plum normae  cuiusvis  alius  divisoris  communis. 

Si  resolutio  duorum  numerorum  propositorum  in  faetores  simplices  non  ad- 
est, divisor  communis  maximus  adiumento  similis  algorithmi  eruitur,  ut  pro  nu- 
meris realibus.  Sint  m,  m'  duo  numeri  propositi,  formeturque  per  divisionem  re- 
petitam series  m'\  m" ctc.  ita,  utfsn"  sit  residuum  absolute  minimum  ipsius  m se- 
cundum modulum  m\  dein  m“  residuum  absolute  minimum  ipsius  m'  secundum 
modulum  m"  et  sic  porro.  Denotando  normas  numerorum  m.tri,  m",  m'”etc.  resp. 
per  p,  p,  p",  p~'  etc. , erit  y,  norma  quotientis  , adeoque  per  definitionem  resi- 
t dui  absolute  minimi  certo  non  maior  quam  $- ; idem  valet  de  etc.  Quapropter 

integri  reales  positivi  p\  p",  p'"  etc.  seriem  continuo  decrescentem  formabunt,  unde 
necessario  tandem  ad  terminum  0 pervenietur,  sive,  quod  idem  est,  in  serie 
m.  m,  m ”,  m~  etc.  tandem  ad  terminum  perveniemus , qui  praecedentem  absque 
residuo  metitur.  Sit  hic  m statuarausque 

m — km'  +m' 
m'  = k'm"  +*«" 
s»”=  k"jn"'r\-  m"“ 

etc.  usque  ad 

* mW  = *<") «("+') 

Percurrendo  has  aequationes  ordine  inverso,  elucet;  singulos  terminos 

praecedentes  m W ....  m",  m,  m metiri ; percurrendo  autem  easdem  aequationes 
ordine  directo,  manifestum  est,  quemvis  divisorem  communem  numerorum  m,  m 
etiam  metiri  singulos  sequentes.  Conclusio  prior  docet,  esse  divisorem 

communem  numerorum  m,  m;  posterior  autem,  hunc  divisorem  esse  maximum. 

Ceterum  quoties  residuum  ultimum  alicui  quatuor  unitatum 

t,  — t,  i,  — i aequale  evadit,  hoc  indicium  erit,  m et  m inter  se  primos  esse. 


47. 

Si  aequationes  art.  pracc. , omissa  ultima,  ita  combinantur,  ut  m" , m", 
. . eliminentur,  orietur  aequatio  talis 


/»(”+•)  = h m -f-  Km 


Digitized  by  Google 


. * . 


• (.'OMJTEJJTyVTlO  SECCNDA.  119. 

ubi  A,  A'  erunt  integri , et  quidem,  si  designatione  in  Disquiss.  Ar.  art.  27  intro- 
ducta uti  placet 

h=±  [K,  k~.  A" ....  *(—')]  = + [JK— •),  • *<— *) ....  k".  k) 
h’  = + [A,  k.  A",  F' . . . . At—1)]  = + k . k".  k,  k 

valentibus  signis  superioribus  vel  inferioribus , prout  n par  est  vel  impar.  Hoc 

\ • 

theorema  ita  cnunciamus : 

Divisor  communis  maximus  duorum  numerorum  complexorum  m.  m redigi  pot- 
est ad  formam  hm-\-h'm,  ita  ut  k.  It  sint  integri. 

Manifesto  enim  hoc  non  solum  de  eo  divisore  communi  maximo  valet,  ad 
quem  algorithrans  art.  pracc.  deduxit , sed  etiam  de  tribus  illi  associatis,  pro  qui- 
bus loco  coefficientium  h,  h'  accipere  oportebit  vel  hos  hi,  h'i  vel  — h , — k, 
vel  — A»,  — A ’»'. 

Quoties  itaque  numeri  m,  m'  inter  se  primi  sunt,  satisfieri  poterit  aequationi 

t = A m -f-  h'm'  ■ " 


Propositi  sint  e.  g.  numeri  31  — 6 * = m,  11 — 20-i  = m . Hic  invenimus 


k = i, 
k'  =4-l—i, 
k"  = 4-2. 


m”  =4-11  — 5 i 
m"  = 4-  5 — 4 i 
m"'  — -f  14-3» 


atque  hinc 


et  proin 


r=—  1—  2»,  rnnm  = 4-i 

A~=4-3  — » 

[*\  A".  A"]  = — 6r-  5i 
[A,  A'.  A",  A"]  = 4- 4—10» 

m""  = »'  = (6  — |—  & »)  m — |—  (4  — 1 0 » ) m 


nec  non 

1 =(5  — 6i)«4(- 10  — 4«)m’ 
quod  calculo  instituto  confirmatur. 


48. 

Per  praecedentia  omnia,  quae  ad  theoriam  congruentiarum  primi  gradus  in 
arithmetica  numerorum  complexorum  requiruntur,  praeparata  sunt:  sed  quum  illa 


* 


t 
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essentialiter  non  differat  ab  ea.  quae  pro  arithmetica  numerorum  realium  locum 
habet,  atque  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  copiose  exposita  est,  praecipua  mo- 
menta hic  adscripsisse  sufficiet. 

I.  Congruentia  mt  — 1 inod.  m)  aequivalet  aequationi  indeterminatae 
m t-\~mu  = 1,  et  si  huic  satisfit  per  valores  t ~ h.  u = h',  illius  solutio  gene- 
raliter exhibetur  per  t = Afmod.m'):  coiiditio  autem  solubilitatis  est,  ut  modu- 
lus m cum  coSfficiente  m divisorem  communem  non  habeat. 

II.  Solutio  congruentiae  a.r-f-6  = c(mod.  M)  in  casu  eo,  tibi  a,  M sunt 
inter  se  primi , pendet  a solutione  huius 

at  = 1 (mod.  M ) 

cui  si  satisfacit  / = A , illius  solutio  generalis  continetur  in  formula 

x = (c  — b)h  (mod.  M) 

III.  Congruentia  ax-\-b  = cfmod. M)  in  casu  eo.  ubi  a,  M divisorem 
communem  X habent,  aequivalet  huic 


Dum  itaque  pro  X adoptatur  divisor  communis  maximus  numerorum  a.  M,  solu- 
tio congruentiae  propositae  ad  casum  praecedentem  reducitur,  patetque,  ad  reso- 
lubilitatem  requiri  et  sufficere,  ut  X etiam  differentiam  c — b metiatur. 

49. 

Hactenus  elementaria  tantum  attigimus,  quae  tamen  nexus  caussa  omittere 
non  licuit.  In  disquisitionibus  altioribus  arithmetica  numerorum  complexorum 
arithmeticae  realium  in  eo  similis  est,  quod  theoremata  elegantiora  et  simpliciora 
prodeunt,  dum  tales  modulos,  qui  sunt  numeri  primi,  salas  admittimus:  revera 
illorum  extensio  ad  modulos  compositos  plerumque  prolixior  quam  difficilior  est. 
et  laboris  potius  quam  artis.  Quapropter  in  sequentibus  imprimis  de  modulis  pri- 
mis agetur. 

50. 

Denotante  X functionem  indeterminatae  x talem 

Axn  + B/"1  + C*"-1  + ete.  A- Mx  + N 
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ubi  n est  integer  realis  positivus,  A,  Ii.  C etc.  integri  reales  vel  imaginarii,  m au- 
tem integer  complexus : vocabimus  hic  quoque  radicem  congruentiae  X = 0 (mod.  m) 
quemlibet  integrum,  qui  pro  x substitutus  ipsi  X valorem  per  modulum  m divi- 
sibilem conciliat. . Solutiones  per  radices  secundum  modulum  congruas  non  specta- 
bimus tamquam  diversas. 

Quoties  modulus  est  numerus  primus,  talis  congruentia  ordinis  n hic  quo- 
que plurcs  quam  n solutiones  diversas  admittere  non  potest.  Denotante  a inte- 
grum quemvis  determinatum  (complexum),  X adiumento  divisionis  per  x — a in- 
definite ad  formam  X = (x — a)X'-\-h  reduci  potest,  ita  ut  h fiat  integer  de- 
terminatus atque  X'  functio  ordinis  n — I eum  copfficientibus  integris,  lam  quo- 
ties a est  radix  congruentiae  X=0(mod.m),  manifesto  h divisibilis  erit  per  m. 
sive  habebitur  indefinite  X = (x — a)X'(mod.m). 

Perinde  si  denotante  6 integrum  determinatum,  X'  ad  formam  (x — SiX^-j-A’ 
reducitur,  X"  erit  functio  ordinis  n — 2 cum  cofifficientibus  integris.  Sivero 
6 supponitur  esse  radix  congruentiae  X = 0 , etiam  satisfacere  debet  huic 
(6 — a)X'  = 0,  nec  non  huic  X'  = 0,  siquidem  radices  a,  f>  sunt  incon- 
gruae , unde  colligimus , etiam  K per  m divisibilem  esse  debere , sive  indefinite 
X = (x — a)(x — 6)  X"(mod.  m). 

Simili  modo  accedente  radice  tertia  y prioribus  incongrua,  habebimus  in- 
definite X = (x — a)  {x — 6)  (x — y)X",  ita  ut  X”  sit  functio  ordinis  « — 3 cum 
coC-fficientibus  integris.  Eodem  modo  ulterius  procedere  licet,  patetque  simul, 
copfficientem  termini  altissimi  in  singulis  functionibus  esse  = A , quem  per  m 
non  divisibilem  esse  supponere  licet,  alioquin  enim  congruentia  X ==  0 essen- 
tialiter ad  ordinem  inferiorem  referenda  esset.  Quoties  itaque  adsunt  n radices 
incongruae , puta  a,  6,  y ....  v,  habebimus  indefinite 

X s A(x  — a)(x—  6)(x — y) ....  (x  — v)  (mod.  m) 

quapropter  substitutio  novi  valoris  singulis  a,  6,  y ....  v incongrui  certo  ipsi  X 
valorem  per  m non  divisibilem  conciliaret,  unde  theorematis  veritas  sponte  se- 
quitur. 

Ceterum  haec  demonstratio  essentialiter  convenit  cum  ea , quam  in  Disq. 
Ar.  art.  43  tradidimus,  et  cuius  singula  momenta  pro  numeris  complexis  |»erinde 
valent  ac  pro  realibus. 


16 
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51. 

Quae  in  Sectione  tertia  Disquisitionum  Arithmeticarum  circa  residua  [>otcsta- 
tum  tradita  sunt,  ad  maximam  partem,  levibus  mutationibus  adhibitis,  etiam  in 
arithmetica  numerorum  complexorum  valent:  quinadeo  demonstrationes  theore- 
matum plerumque  retineri  possent.  Ne  tamen  quid  desit,  theoremata  principalia 
demonstrationibus  concisis  firmata  proferemus,  ubi  semper  subintelligendum  est, 
modulum  esse  numerum  primum. 

Theorema.  Devotante  k integrum  per  modulum  tn,  cuius  norma  — p,  non 
divisibilem . erit  kp~'  ==  I [mod.  tn). 

Demonstr.  Constituant  a,  b,  c etc.  systema  completum  residuorum  incon- 
gruorum  pro  modulo  tn , ita  tamen . ut  residuum  per  m divisibile  omissnm  sit. 
adeoque  multitudo  illorum  numerorum,  quorum  complexum  denotamus  ]>er  C, 
sit  — p — 1.  Sit  porro  C'  complexus  productorum  ka,  kb,  kc  etc.  Ex  his  pro- 
ductis per  hyp.  nullum  erit  divisibile  per  m,  quare  singula  habebunt  residua  con- 
grua in  complexu  C,  puta  fieri  poterit  ak  = a',  bk  ==  b\  ck  ~ cete.  (mod.  m), 
ita  ut  numeri  d,  b\  c'  etc.  ipsi  in  complexu  C inveniantur:  denotemus  com- 
plexum numerorum  a',  6',  c' etc.  per  C".  Sint  P.  P’,  P producta  e singulis  nu- 
meris complexuum  C , C',  C"  resp. , sive 

P = abe .... 

P'  = kp-'abc....  = kp~'P 

P"—  db’c  ....  [ 

Quum  numeri  complexus  C"  deinceps  congrui  sint  numeris  complexus  C,  erit 
P"=P'  sive  P”  = kp~iP.  At  quum  facile  perspiciatur,  binos  quosvis  numeros 
complexus  C " inter  se  incongruos,  adeoque  omnes  inter  se  diversos  esse,  neces- 
sario numeri  complexus  C"  cum  numeris  complexus  C prorsus  conveniant,  or- 
dine tantummodo  mutato,  unde  fit  P"  = P.-  Erit  itaque  [kp~' — \)P  numerus 
per  m divisibilis,  unde,  quum  m sit  numerus  primus  singulos  factores  ipsius  P 
non  metiens , necessario  kP~'  — 1 per  m divisibilis  esse  debebit.  Q.  E.  D. 

52. 

TnEOREMA.  Denotante  k,  ut  in  art.  praec.,  integrum  per  modulum  m non  di- 
insibilem,  atque  t exponentem  minimum  ( praeter  0),  pro  quo  1 ( mod.m ),  erit  t 

divisor  cuiusvis  alius  exponentis  u , pro  quo  k"  = 1 mod  m). 
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Demonstr.  Si  t non  esset  divisor  ipsius  u,  sit  gt  multiplum  ipsius  u pro- 
xime maius  quam  «,  adeoque  gt — u integer  positivus  minor  quam  t.  Ex 
kJ  = I,  k"  = t,  sequitur  o = k*‘  — ku  = — 1),  adeoque  k»1—  = 1, 

i.  e.  datur  potestas  ipsius  k cum  exponente  minori  quam  t unitati  congrua,  con- 
tra hyp. 

Tamquam  corollarium  hinc  sequitur,  t certo  metiri  numerum  p — 1. 

Numeros  toles  k,  pro  quibus  t=p — 1,  etiam  hic  radices  primitivas  pro 
modulo  m vocabimus : quales  revera  adesse  iam  ostendemus. 


53. 

Resolvatur  numerus  p — 1 in  factores  suos  primos , ita  ut  habeatur 
p — 1 = o*66ct  .... 

designantibus  a,  b,  c etc.  numeros  primos  reales  positivos  inaequales.  .Sint 
/t.  B,  Cete,  integri  (complexi)  per  m non  divisibiles,  atque  resp.  congruentiis 

p-‘  p— 1 p—t 

x a = 1,  x k = 1,  x * =1  etc. 

secundum  modulum  m non  satisfacientes,  quales  dari  e theoremate  art.  50  mani- 
festum est.  Denique  sit  h congruus  secundum  modulum  m producto 

y— » p-'  j>— 1 

A <“  B C * 

Tunc  dico,  A fore  radiceih  primitivam. 

Demonstr.  Denotando  per  t exponentem  infimae  potestatis  A1  unitati  con- 
gruae, erit,  si  A non  esset  radix  primitiva,  t submultiplum  ipsius  p — 1,  sive 
Ej-  integer  unitate  maior.  Manifesto  hic  integer  factores  suos  primos  reales  in- 
ter hos  a.  b,  c etc.  habebit : supponamus  itaque , (quod  licet) , esse  divisi- 

bilem per  a,  statuamusque  p — 1 = a tu.  Erit  itaque,  propter  A*  = t,  etiam 
A'“  = 1 sive 

p— 1 P— 1 P— » p— < p~'  p-« 

« B W « C « =l 

At  manifesto  est  integer , adeoque 

p- 1 p— » p— ' 

B ' « = (BP->)^  = 1 

]>erinde  etiam 

16* 
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p-i  p—l  p—t  p-i 

C cf  “ = 1 , et  sic  porro ; quapropter  esse  debet  4«*  u = I 
lam  determinetur  integer  positivus  X talis,  ut  fiat 

X A®  eT  . . . . = 1 (mod.  o) 

quod  fieri  poterit,  quum  numerus  primus  a ipsum  hr' cT . . . . non  metiatur,  sta- 
tuaturque  XA8«T. , . . = 1 +ap.  Manifesto  fit 

. j»- 1 p—  I 

A ,i“  a = | . sive,  quoniam  X.t^ ■ — (l+n p)-~'  — (p — l)’|»+tp 

p—i  ' p—\ 

habemus .4  “ ~1 . atque  liinc.  quum  sponte  sit  = I , etiam  .4  "”  = 1 , 

quod  est  contnt  hypothesin.  Suppositio  itaque,  t esse  submultiplum  ipsius  p — l, 
consistere  nequit,  critque  adeo  necessario  A radix  primitiva. 

54. 

Denotante  A radicem  primitivam  pro  modulo  m,  cuius  norma  = p.  ter- 
mini progressionis 

I,  A,  AA,  AJ. . . . h?-* 

inter  se  incongrui  erunt,  unde  facile  colligitur,  quemlibet  integrum  non  divisibi- 
lem per  modulum  uni  ex  istis  congruum  esse  debere , sive  illam  seriem  exhibere 
systema  completum  residuorum  ineongruorum  exclusa  cifra.  Exponens  eius  po- 
testatis, cui  numerus  datus  congruus  est.  vocari  pptest  huius  index,  dum  A tam- 
quam basis  consideratur.  Ecce  quaedam  exempla,  ubi  cuivis  indici  refciduum  ab- 
solute minimum  apposuimus. 

Exemplum  primum 

m — 5 — }—  4 * , p A-  4 1 , A = 1 -(-  2 i 


Ind. 

Residuum 

Ind. 

Residuum 

Ind. 

Residuum 

Ind. 

Residuiim 

Ind. 

Residuum 

0 

+ 1 

8 

— 4 

16 

— 2 + 2» 

~2T 

+ 2i 

32 

+ '+  > 

• 

l 

+ 1 + 2» 

9 

— 3+  i 

17 

— 1 + 2» 

25 

— 3 i 

33 

+ 1+3» 

2 

+ 1 — ' 

10 

— t 

IS 

+ 4» 

26 

+ 2 + 2 » 

34 

+ * 

• 

3 

+ 3+ 

1 1 

+ 2—  i 

19 

+ 1 + 3 i 

27 

+ 2+  » 

35 

— 3 

•• 

4 

— 2i 

12 

— 1—  i 

20 

— 1 

28 

+ 4 

36 

+ 2 — 2» 

5 

+ 3 »' 

13 

+ 1 — 3 * 

21 

— 1—2» 

29 

+ 3 — »' 

37 

+ 1—2» 

6 

— 2 — 2« 

14 

— 2 

22 

-1+  i 

30 

4-  i 

38 

— 4»‘ 

• 

7 

— 2—  i 

15 

+ 3 

23 

— 3—  » 

31 

-2+  i 

39 

— 1 — 3 « 

* 
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¥ 


Exemplum  secundum, 
m — 7,  p = 49,  h — 1 + 2 »' 


Ind. 

Residuum 

Ind. 

Residuum 

Ind.l 

Residuum 

Ind. 

— 

Residuum 

Ind.j  Residuum 

0 

+ 1 

10 

— 

1—  i 

20 

•4-2.' 

30 

+ 

2 — 2» 

40 

+ 3 

1 

+ 1+2« 

11 

+ 

1 —3« 

21 

+ 3 + 2» 

31 

— 

l-f-2» 

41 

+ 3-r-  i 

2 

“3 — 3* 

12 

t 

22 

-1+  « 

32 

+ 

2 

42 

— 2 — 2« 

3 

+ 3—2i 

13 

+ 

2—  « 

23 

— 3—  i 

33 

+ 

2 — 3» 

43 

+ 2+  * 

4 

— 3i 

14 

— 

34-3« 

24 

— 1 

34 

+ 

1+  i 

44 

— 2 i 

5 

— 1 — 3 i 

15 

— 

2 — 3» 

25 

— 1—2»- 

35 

— 

l-i-3» 

45 

—.3—2» 

6 

— 24- 2i 

16 

— 

3 

. 26 

+ 3 + 3i 

36 

+ » 

> 46 

+ 1-  » 

7 

+ 1 — 2 i 

17 

— 

3+  i 

i 27 

-34-*« 

3? 

— 

24-  * 

47 

+ 3+  i 

8 

— 2 

IS 

+ 

24-2» 

2« 

+3» 

36 

+ 

3 — 3» 

9 

-24-3» 

1 19 

2—  « 

1 29 

+ 1 +«i 

39 

+ 

24-3» 

• 

JGrV 

55. 


Adiicimus  circa  radices  primitivas  et  algorithmum  indicum  quasdam  obser- 
vationes . demonstrationibus  propter  facilitatem  omissis. 

I.  Indices  secundum  modulum  p — 1 congrui  in  systemate  dato  residuis 
secundum  modulum  m congruis  respondent  et  vice  versa. 

II.  Residua,  quae  res|K>ndent  indicibus  ad  p — l primis,  etiam  sunt  radi- 
ces primitivae  et  vice  versa. 

III.  Si  accepta  radice  primitiva  A pro  basi,  radicis  alius  primitivae  fi'  in- 
dex est  t , et  vice  versa  f'  index  ipsius  A,  dum  A'  pro  basi  accipitur,  erit  tt'=  1 
(mod./j  — 1);  et  si  iisdem  positis  indices  cuiusdam  alius  numeri  in  his  duobus  sy- 
stematibus resp.  sunt  u,  u‘.  erit  tu'  = u,  t u — u'  (mod. p — 1 ). 

IV.  Dum  numeri  J,  1 — f— * eorumque  terni  socii  (tamquam  nimis  ieiuni)  a 
modulis  nobis  considerandis  excluduntur,  restant  numeri  primi  ii,  quos  in  art.  34 
tertio  et  quarto  loco  posuimus.  Posteriorum  normae  erunt  numeri  primi  rcalcs 
formae  4n+l;  priorum  normae  autem  quadrata  numerorum  primorum  realium 
imparium:  in  utroque  igitur  casu  p — 1 per  4"  divisibilis  qst. 

V.  Denotando  indicem  numeri  — 1 per  u,  erit  2 u ~ o 'mod.p  — 1),  ad- 
eoque  vel  u = 0,  vel  *=!(/>  — t):  at  quum  index  0 respondeat  residuo  -f-l. 
index  numeri  — I necessario  debet  esse  }(j*  — I).  • 

VI.  Perindq  denotando  per  u indicem  numeri  i,  erit  2u  ^ | [p — 1) 
(mod./>  — I),  adeoque  vel  « = !-(/>  — t)  vel  u=l(p — 1).  Sed  hic  ambiguitas 
ab  electione  radicis  primitivae  pendet.  Scilicet  si  radice  primitiva  A pro  basi  ac- 
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cepta  index  numeri  i est  f {p — !),  index  fiet  j [p — 1),  dum  pro  basi  accipitur 
A'1,  designante  p integrum  positivum  formae  4» + 3 ad  p — 1 primum,  e.  g. 
ipsum  numerum  p — 2,  et  vice  versa.  Quare  semissis  altera  radicum  primitiva- 
rum conciliat  numero  i indicem  ] [p  — 1),  altera  indicem  f (p  — 1),  manifesto- 
que  pro  illis  basibus  — i indicem  f[p — 1),  pro  his  indicem  |(p— - 1)  habebit. 

VII.  Quoties  modulus  est  numerus  primus  realis  positivus  formae  4 »+3, 
puta  = q,  adeoque  p = qq,  indices  omnium  numerorum  realium  per  q-\- 1 
divisibiles  erunt;  denotante  enim  t indicem  numeri  realis  k,  erit,  propter 
lfl~'  = 1 Jmod.  q),  ( q — 1)  t = 0 (mod.  qq  — 1),  adeoque  integer.  Perinde  in- 
dices numerorum  pure  imaginariorum  ut  ki  per  J [q  + 1 ) divisibiles  erunt.  Pa- 
tet itaque,  radices  primitivas  pro  talibus  modulis  inter  solos  numeros  mixtos  quae- 
rendas esse. 

VIII.  Contra  pro  modulo  m,  qui  est  numerus  primus  complexus  mixtus, 
(cuiusque  proin  norma  p est  numerus  primus  realis  formae  4 n -f- 1) , radices  pri- 
mitivae quaelibet  etiam  inter  numeros  rcales  eligi  possunt,  inter  quos  completum 
adeo  systema  residuorum  incongruorum  moustrare  licet  (art.  40).  Manifesto  au- 
tem quilibet  numerus  realis,  qui  est  radix  primitiva  pro  modulo  complexo  m,  si- 
mul erit  in  arithmetica  numerorum  realium  radix  primitiva  pro  modulo  p,  et 
vice  versa. 


.56. 

Etiamsi  theoria  residuorum  et  non-residuorum  quadraticorum  in  arithmetica 
numerorum  complexorum  sub  ipsa  theoria  residuorum  biquadratieorum  contenta 
sit,  tamen  antequam  ad  hanc  transeamus,  illius  theoremata,  palmaria  hic  seorsim 
proferemus:  brevitatis  vero  caussa  de  solo  casu  principali,  ubi  moduhis  est  nume- 
rus primus  complexus  (impar)-,  hic  loquemur,  • 

Sit  m talis  modulus,  atque  p.  eius  norma.  Manifesto  quivis  integer  (per  m 
non  divisibilis,  quod  hic  semper  subintclligcndum)  quadrato  secundum  .modulum 
m congruus  fieri  vel  potest  vel  non  potest,  prout  illius. index,  radice  aliqua  pri- 
mitiva pro  basi  accepta,  par  est  vel  impar;  in  casu  priori  ijle  integer  residuum 
quadraticum  ipsius  m dicetur,  in  posteriori  non-residuum,  Ilinc  concluditur,  in- 
ter p — 1 numeros,  qui  systema  completum  residuorum  incongruorum  (per  m non 
divisibilium)  exhibeant,  semissem  ad  residua  quadratica,  semissem  alteram  ad 
non-residua  quadratica  referri.  Cuivis  vero  alii  numero  extra  illud  systema  idem 
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character  hoc  respectu  tribuendus  est,  quo  .gaudet  numerus  systematis  illi 
congruus. 

Porro  ibinde  sequitur,  productum  c duobus  residuis  quadraticis , nec  non 
productum  e duobus  non-residuis  esse  residuum  quadrnticum ; contra  productum 
c residuo  quadratico  in  non-residuum  fieri  non-residuum ; et  generaliter  productum 
e quotcunque  factoribus  esse  residuum  quadraticum  vel  non-residuum,  prout  mul- 
titudo non-residuorum  inter  factores  par  sit  vel  impar. 

Pro  distinguendis  residuis  quadraticis  a non-residuis  statim  se  offert  eriterium 
generale  sequens: 

Numerus  k per  modulum  non  divisibilis  huius  residuum  vel  non-residuum 
quadraticum  est.  prout  habetur  vel  A-"*’- 0 = j t vel  k^p~ — l(mod.»i). 

Veritas  huius  theorematis  statim  inde  sequitur,  quod,  accepta  radice  primi- 
tiva quacunque  pro  basi , index  potestatis  A1**’-1)  fit  vel  =0  vel  = | [p — 1), 
prout  index  numeri  k par  est  vel  impar. 


57. 

Facile  quidem  est,  pro  modulo  dato  systema  residuorum  incongruorum  com- 
pletum in  duas  classes , puta  residua  et  non-residua  quadratica  distinguere . quo 
pacto  simul  omnibus  reliquis  numeris  classes  suae  sponte  assignantur.  At  longe 
altioris  indaginis  est  quaestio  de  criteriis  ad  distinguendum  modulos  eos,  pro  qui- 
bus nuiherus  datus  est  residuum  quadraticum,  ab  iis,  pro  quibus  est  non-residuum. 

Quod  quidem  attinet  ad  unitates  rcales  -J-l  et  — t,  hae  in  arithmetica  nu- 
merorum complexorum  sunt  reapse  quadrata,  adeoque  etiam  residuaquadraticapro 
quovis  modulo.  Aeque  facile  e criterio  art.  pracc.  sequitur,  numerum  i (et  per- 
inde — t)  esse  residuum  quadraticum  cuiusvis  moduli,  cuius  norma  p sit  formae 
8 n -(- 1 , non-residuum  vero  cuiusvis  moduli,  cuius  norma  sit  formae  8 « -f-  5.  Quum 
manifesto  nihil  intersit,  utrum  numerus  m,  an  aliquis  numerorum  ipsi  associato- 
rum im,  — m , — im  pro  modulo  adoptetur,  supponere  licebit , modulum  esse 
associatorum  primarium  (art.  36,  II),  adeoque  statuendo  modulum  ^=a-\-  h i,  esse 
a imparem,  b parem.  Quo  pacto  quum  semper  sit  aa  — 1 (mod.  8),  bb  vero  vel 
= 0 vel  =4  (mod.  8) , prout  b sit  pariter  par  vel  impariter  par , patet  nume- 
ros -f- 1 et  — i in  casu  priori  esse  residua  quadratica  moduli , in  posteriori  non- 
residua. 
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58.  - 

Quum  diiudicatio  characteris  numeri  compositi,  utrum  sit  residuum  quadra- 
ticum  an  non-residuum , peudeat  a characteribus  factorum,  manifesto  sufficiet,  si 
evolutionem  criteriorum  ad  distinguendos  modulos,  pro  quibus  numerus  datus  k 
sit  residuum  quadraticUm , ab  iis , pro  quibus  sit  non-residuum , ad  tales  valores 
ipsius  k limitemus,  qui  sint  numeri  primi,  insuperque  inter  associatos  primarii. 
In  qua  investigatione  inductio  protinus  theoremata  maxime  elegantia  suppeditat. 

Incipiamus  a numero  l+»,  qui  invenitur  esse  residuum  quadraticum  mo- 
dulorum 

— 1 + 2»,  -4-3  — 2»,  —5  — 2»,  — 1 — 6*.  + 5 + 4»,  + 5 — 4»,  — 7,  +7  + 2», 

— 5 + 6 i,  etc. 

non-residuum  quadraticum  autem  sequentium 

— 1 — 2 * , —3,  +3  + 2»,  +1  + 4»,  +1  — 4»,  —5  + 2»,  —1+6«,  +7  — 2», 

— 5 — 6*.  —3  + 8»,  —3  — 8»,  +5+8»,  +5  — 8»,  +9  + 4«,  +9  — 4»  etc. 


Si  hunc  conspectum,  in  quo  semper  e quaternis  modulis  associatis  prima- 
rium apposuimus , attente  examinamus , facile  animadvertimus,  modulos  <j  + 6» 
in  priori  classe  omnes  esse  tales,  pro  quibus  u + 6 fiat  ^=+1  (mod.  8).  in  poste- 
riori vero  tales,  pro  quibus  a-\-b  — — 3 (mod.  8).  Manifesto  hoc  criterium,  si 
loco  moduli  primarii  m adoptamus  associatum  — »»,  ita  immutari  debet,  ut  pro 
modulis  prioris  classis  sit  a +6  = — 1 , pro  modulis  posterioris  ==  +3  (mod.  8). 
Quare,  siquidem  inductio  non  fefellerit,  generaliter,  designante  a + fi»  nume- 
rum primum , in  quo  a impar , b par , I + i fit  eius  residuum  quadraticum  vel 
non-residuum  quadraticum , prout  a + 6==  + l,  vel  = +8  (mod. 8). 

Pro  numero  — l — i eadem  regula  valet,  quae  pro  1 + i.  Contra  conside- 
rando 1 — » tamquam  productum  ex  — »'  in  1 + »,  manifestum  est,  numero  1 — » 
eundem  characterem  competere,  qui  tribuendus  sit  ipsi  1 + »,  quoties  b sit  pariter 
par,  oppositum  autem,  quoties  b sit  impariter  par.  unde  facile  colligitur,  1 — » 
esse  residuum  quadraticum  numeri  primi  a + 6 1 . quoties  sit  a — 6 = + l,  non- 
residuum  autem,  quoties  habeatur  a — b —e  + 3 (mod.  8).  semper  supponendo,  a 
esse  imparem,  b parem.  'V' ^ 

Ceterum  haec  secunda  propositio  e priori  etiam  deduci  potest  adiumento 
theorematis  generalioris , quod  ita  enuncianms : 
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theoria  residuoram  quadruticorum  character  numeri  at  — j—  f> » respectu 
moduli  p-\ -bi  idem  est,  qui  numeri  a — b' i respectu  moduli  a — bi. 

Demonstratio  huius  theorematis  inde  petitur,  quod  uterque  modulus  ean- 
dem normam  p habet,  utque  quoties  (fliH-®*)  1 • * l*er  « + &»  divisibi- 
lis est,  etiam  (a  — 0 — i per  a — bi  divisibilis  evadit,  quoties  autem 

(ct  — Ir 1 jier  a + 6»  divisibilis  est,  etiam  ( a — Sj^^f^+l  per  a — bi 
divisibilis  esse  debet: 


**  • 


> 


59.  ...... 

Progrediamur  ad  numeros  primos  impares.  . . • 

Nugierum  — 1 — 2 » invenimus  esse  residuum  quadraticum  modulorum 
+ 3 + 2».  +1  — 4»,  — 5 + 2»,  — 5 — 2»,  — 1 — 6»,  +7—2»,  —3  + 8», 
+ 5 -f-  8 i , + 5 — 8 »*,  + 9 .+  4 »* . ete  . * • 

non-residuum  autem  modulorum  — 1 — 2i,  — 3 , +3  — 2 » , + I + 1 i, 
— 1 + 6»,  + 5 + 4 i,  +5  — 4»,  — 1 +7  + 2 i,  — 5 + 6i,  5 — Gi,  —3—8», 

+9  — 4»  ete. 

Reducendo  modulos  prioris  classis  ad  residua  eorum  absolute  minima  secun- 
dum modulum  — 1 + 2«,  haeo sola  invenimus  +i  et  t-J,  puta  + 3 + 2s  = — I, 
+ 1 — 4«  = -jl,  — 5 + 2»'~  +1,  — 5 — 2»  = — l ete. 

■ Contra  omnes  moduli  posterioris  classis  congrui  inveniuntur  secundum  mo- 
dulum — l+2i  vel  ipsi  +»',  vel  ipsi  — i.. 

At  numeri  +1,  — 1 ipsi  sunt  residua  quadratica  moduli  — 1+  ‘ii,  atque 
+ »'  et  — i eiusdem  non-residua:  quocirca,  quatenus  inductioni  fidem  habere  li- 
cet. prodit  theorema;  Numerus  — 1 + 2»’  est  residuum  vel  non-residuum  qua- 
draticum ilumeri  primi  a + ii.  prout  hic  est  residuum  vel  non-residuum  quadra- 
ticum ipsius  — 4+ 2 i,  siqyidcm  <r+4i  est  primarius  e quaternis  associatis,  vel 
)>otius,  si  a est  impar,  b par. 

Ceterum  eX  hoc  theoremate  sponte  sequuntur  theoremata  unaloga  circa  nu- 
meros + 1 — 2«,  — I — 2»,  +1  + 2». 

Instituendo  similem  inductionem  circa  numcrtxm.  — 3 Vel  +3,  inveni- 
mus, utrumque  esse  residuum  quadraticum  modulorum  +3  + 1»,  +3— «2», 

•*  * 17 
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— 1 + 6»,  — J— 6»,  — 7,  —.-5  + 6*;' 4-5  — 6«,  — 3 + St,  —3—  Si,  + 9 + 4/. 

+ 9 — I * L-t(\  , 

non -residuum  vera  horum  — 1 + 2/,  — l — 2»,  + 1 + 4 /,  + 1 — 4».  — 5 + 2/, 
“ 6 — - 2 1,  — j—  5 - — l *,  — |—  7 , -*■* 7 — 2 *»  ■^'.5  S ( , -f-  5 ?*-.b  i etc. 

Priores  xeehndutn  modularo  3 congrui  sunt  alicui  ex  his  quatuor  numeris 
+ 1,  —1,  +/,  — »/;  postorioresfcutetn  nlicui  ex  his  +1  + /,  +1  — — 1 + t, 

• , -r.  v c j ' 

— 1 — L Illi  sunt  ipsa  residua  quadratica  numeri  3.  hi  non*residua. 

Docet  itaque  haec  inductio,  numerum  primum  a+i/,  supponendo  a im- 
parem, b parem,  ad  numerum  — 3 (nec  non  ad  + 3)  eandem  relationem  habere, 
quam  hic  habet  ad,  illum , quatenus  scilicet  alter  alterius  residuum  quadraticum 
sit  autnon-rcsiduum.  : 

Extendendo  similem  inductionem  od  alios  humeros  primos,  ubiquf  hanc  ele- 
gantissimain  reciprocitatis  legem  confirmatam  invenimus  , deferimurque  ad  theo- 
rema liocce  fundamentale  circa  residua  quadratica  in  arithmetica  numerorum  com- 
plexorum • 

TieitotaMibus  a +6/,  A-\-Bi  numeros  primos  tales , ut  a,  A sint  impares, 
b.  B pares:  erit  vel  uterque  alterius  residuum  quadraticum , re/  uterqui  alterius  non • 
residuum.  , , 

At  non  obstante  summa  theorematis  simplicitate,  ipsius  demonstratio  mag- 
nis difficultatibus  premitur,  quibus  tamen  hic  non  immoramur,  quum  theorema 
ipsum  sit  tantummodo  casus  specialis  theorematis  generalioris,  summam  theoriae 
residuorum  biquadraticorum  quasi  exhaurientis.  Ad  hanc  igitur  iatu  transeamus. 


• • 61.  • • ’« 

Quae  in  art.  2 prioris  commentationis  de  notione  residui. et  non-tesidui  bi- 
quadratici  prolata  sunt,  etiam  ad  arithmeticam  numerorum  complexorum  exten- 
dimus, et  periude  ut  illic  etiam  hic  disquisitionem  ad  modulos  Udes,  qui  eunt  nu- 
meri primi,  restringimus:  simul  plerumque  tacite  subintelligendum  erit,  modu-1 
lum  ita  accipi,  ut  sit  inter  associatos  primarius,  puta  = 1 seehndum  modulum 
2 + 2/,  nec  hon  numeros,  dc  quorum  charactere  (quatejius  sint  residua  biquadra- 
tica  vel  non-residua  agitur,  per  modulum  non  esse  divisibiles. 

Pro  modulo  itaque  dato  numeri  per  eum  lion  divisibiles  in  tres  classes  dis- 
pertiri possent,  quarum  prima  contineret  residua  biquadratica,  secunda  non-resi- 
dua  biquadratica  ea  quae  snnt  rqsidua  quadratica,  tertia  non-residua  quadratica. 
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Sed  hic  quoque  praestat,  loco  tertiae  classi*  binas  stabilire*,  ut  omnino  habeantur 
quaternae.  '■  "fi 

Assuinta  radice  quacunque  primitiva  pro  basi . residua  biqundratica  habe- 
bunt indices  per  4 divisibiles  sive  formae  \v;  non-residuu  ea,  quae  sunt  resi- 
dua quadraficn  , habebunt  indices  formae  -I  « — (-1-  2 ; denique  nonrresiduornm  qua- 
draticontm  indices  erunt  partim  formae  4 n — f—  I , partitu  formae  4«-f-3.  IIoc 
modo  classes  quaternae  quidetfi  oriuntur , at  distinctio  inter  binas  posteriores  lion 
esset  absoluta , sed  ab  electione*  radicis  primitivae  pro  basi  assumtac  dependens ; 
facile  enim  perspicitur , semissem  radicum  primitivarum  non-residuo  quadratico 
dato  conciliare  indicem  formae  4»-*j-l,  semissem  alteram  Vero 'indicem  formae 
4 «-(-3.  Quam  ambiguitatem  ut  tollamus,  supponemus  seniper  talem  radicem 
primitivam  adoptari,  pro  qua  index  competiit  numero  -f- » (conf.  art. 

55,  VTj.  , IIoc- pacto  classiticatio  oritur,  quam  concinnius  independenter  a radici- 
bus primitivis  ita  enuntiare  possumus. 

Glassis  prima  contineat  numeros  k eos,  pro  quibus  fit  = 1 : hi  nu- 
meri sunt  moduli  residua  biqundratica.  , • 

Classis  secantia  contineat  eos,  pfo'<quibas  • 

Glassis  tertia  eos , pro  qnibus  k‘'f~ = — I.  . 

Classis  quarta  denique  eos,  pro  quibus  k^p~ = — i.  ' • • 

Classis  tertia  comprehendat  non-residua  biquadratica  ea,  quae  sunt  residua 
quadratica;  inter  secundam  et  quartam  non-residna  quadratica-  distributa  erunt.  • 
Tf  umeris  harum  classium  tribuemus  resp.  characteres  biquadratico»  -0,  1,  2,  3. 
Si  characterem  X numeri  A- -secundum  modulum  m ‘ita  detiuimus,  ut- sit  expor 
nens  eius  jiotestatis  ipsius  i,  cui  numerus  kl^~ congruus  est,  manifesto  cha- 
racteres secundum  modulum  4 congrui  pro  aequivaientibus  habendi  sunt.  Cete- 
rum haec  notio  tantisper  ad  modulos  eos  limitatur,  qui  sunt  numen  primi:  in  con- 
tinuatione harum  disquisitionum  ostendemus,  quomodo  etiam  modulis  compositis 
adaptari  possit.  t 

Quo  facihuB-iuducjtio  copiosa  circa  numerorum  characteres  adstrui  possit,  ta- 
bulam compendiosam  hic  adiungimus,  cuiimjamtilio  character  cuiusvis  numeri  pro- 
positi respectu  moduli,  cuius  norma  valorem  IflT  non  transscendit.  levi  opera 
obtinetur,  dummodo  ad  observationes  sequentes  attendatur. 

17' 
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<luum  character  numeri  compositi  aequalis  sit  («i ve  secundum  moduluiti  4 

congruus)  aggregato  characterum  singulorum  factorum,  sufficit,  si  jno  modulo  dato 
characteres  numerorum  primorum  assignare  possumus.  1'orro  quum  characteres 
unitatum  — 1,  i,  — » manifesto  sint  congrui  numeris  }(j>  — 1),  j(,p — 1),  J(/j — 1) 
secundarii  rpodulum  I , etiam  sufficiet , Vharucteres  numerorum  intUr  associatos 
primariorum  exhibuisse.  Denique  quum  moduli  secundum  modulum  m congrui 
eundem  characterem  habeant , sufficit,  characteres  talium  numerorum  in  tabulam 
recipere,  qui  continentur  in  systemate  residuorum  absolute  minimorum.  Prae- 
terea per  ratiocinium  simile  ut  in  art.  58  demonstratur,  si  pro  modulo  0+61  cha- 
racter pujneri  sit  X,  pro  modulo  a — bi  autem  X’,  sit  character  numeri 

A — Bi,  sem per  esse  X = — X'(mod.  4),  sive  X — X'  per  4 divisibilem:  quaprop- 
ter sufficit , in  tabulam  recii>ere  modulos , in  quibus  b est  vel  0 vel  positivus. 

Ita  e.  g.  si -quaeritur  character  numeri  11  — 6 i respectu  moduli  — 5 - — t» », 
substituimus  loco  horum  numerorum  hosce  1 1 -(-  6 i,  — 5 — J—  6 » ; dcin  determina- 
mus (art.  4 3-)  residuum  absolute  minimum  numeri  1 1 -f-  6 » secundum  modulum 
— 5 — f-  6 *,  quod  iit  — 1 — 4i  = — - 1 X ( 1 — |—  4 ») ; quare  quum  pro  modulo  — 5 — 6* 
character  ipsius  — I sit  30;  character  numeri  1 — (—  4 1 autem,  ex  tabula,  2,  erit 
32  sive  0 character  numeri  1 1 — |—  0 * pro  modulo  — 5 -j-  6 i , et  proin  per  'obser- 
vationem ultimam  etiam  character  numeri  11 — 6».  pro  modulo  —5 — fl».  Per- 
inde si  quaeritur  character  numeri  -?-5  + 6»'  respectu  moduli  11-)- B»,  il]jus  re- 
siduum absolute  minimum  1 — 5»  resolvitur  in  Sectores  — »,  1 + i,  3 — 2 i,  qui- 
bus respondent  characteres  117,  0,  1,  unde  character  quaesitus  erit  118  sive  2; 
idem  character  etiam  numero  — 5 — <>  i respectu  moduli  I I — - C t tribuendus  est. 


4 -4 


Modulus. 

Character. 

Numeri. 

— 3 

3 

1+» 

-)-  3 + 2 » 

• 3 

1 + i 

+ 1+4, ' 

1 

— 1 + 2,' 

• 3 

i+i 

— 5 + 2,' 

0 

— 1—2« 

1 

v+* 

• 2 

—1+2,' 

— 1 + 6 ,' 

0 

—3 

♦ 

i+«\  —1+2,' 
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— 1 -4-G» 
+ 5-^4« 


— 7 


+ 7 + 2/ 


. — •>  + <>» 


— 3 + 8» 


+ 5+8,' 


+ 9 + 4.' 


— l+10i 


, — I + 2 1 , — I — 2 1 

— 3 

— 1+2».  —3  — 2«  • 

'+‘ 

— 1 — 2/ 

1+»,  3 + 2».  3 2».  1—4» 

— I — 2 »,  1+4/ 

— 1+2»'- 

l + «.  —3.  3 + 2/.  3—2/ 

1—4» 

l-M‘ 

— i+2»,  —1—2»  * 

— 1 + 2»,  3 — 2/,  1 — 4 
I + »,  - 3 -f-  2 » 

— 1—2/,  1+4/,  —0  + 2«  + 

— 1—2 « • r' 

— 5 — 2 1 , — 1 4*  6 1 
” 1 -f-  2 ?,  3 — — 2 i 

1+i,  —3,  3 + 2»,  l+4i\  1 — 4 i 

•-14-21,  34-2* 

1+»',  —1—2»,  3—2/ 

— 3,  1+4«  \ ■ . 

1 —4»,  —5  + 2« 

1 +»'.  —1  + 2»,  —1—2».  3 + 2» 

— 3 

3 — 2«,  —5  + 2»,  5 — 4« 

1 + 4t,  1 — 4» 


•S. 


A 


> t 
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Modulus. 

('harae  ter. 

Numeri.  ’ 4 

-,f  4 - 

+ 3+10» 

1 

1-f»,  —1  — 2«,  1—4« 

2 

— * 3,  3 + 2 i,  1— |—  4i»',  — a — 3 i , 

3 

— 1 + 2»,  3 — 2« 

— 7-|-8« 

0 

1 + «,  — 7 

1 

3 + 2«',  3—2«,  1— 4«,.  — 5 — 2i 

2 

— 1 — 2«,  1+4»,  —5  + 2»,  — 1— 6i' 

3 

— 1 + 2«,  —3,  —1+6« 

— 11 

o 

— 3 

1 

1 +«,  3 — 2»,  1 + 4«,  —5+2«',  5 + 4» 

• 

2 

— 1+2«,  —1  — 2» 

3 

3 + 2»,  1 — 4»',  —5  — 2»,  5 — 4» 

— 11  + 4« 

‘ 0 

1+»,  —1  + 2»,  3 + 2«,  5 + 4«  ' 

1 

•—1  —2»,  — 1+.B«" 

■ • 

2 

— 5 + 2« 

3 

— 3,  .3  — 2»,  1 + 4«',’  1 — 4«,  —5—2« 

+ 7 + 10« 

0 

1+4»,  1 — 4«,  — 1 + 6«,  — 1 — 6» 

1 

— 1 + 2 »,  3 -J-*  2 «*,  — — * 5 — j—  2 »' 

2 

1+i,  3 — 2» 

3 

— 1—2»,  —3,-5,— 2i 

+ 11+6» 

0 • . 

1+»,  — 1+2«,  —3,  1 + 4»,  1 — 4 1 , — 

• t 

— 1 —2«,  3 + 2»,  3 — 2« 

2 

— 5 — 2 i,  —1  + 6«,  5 — 4« 

3 

— 5 + 2«,  5 + 4»,  7 — 2«.  . 

63.! 

* 

Operam  nunc  dabimus,  ut  criteria  communia  modulorum,  pro  quilms  nu- 
merus primus' datus  characterem  eundem  habet,  per  inductionem  detegamus.  Mo- 
dulos semper  supponimus  primarios  inter  associatos.  ,puta  tales  «+»»’ . pro  qui- 
bus vel  « SE  1 , b 5E  O;  vel  a ~~  3,  b = 2 'mod . 4). 

Respectu  numeri  i — J—  *,  a quo  initium  fecimus,  inductionis  lex  facilius  ar- 
ripitur , si  modulos  prioris  generis  (pro  quibus  a = I,  1=0]  » modulis  poste- 
rioris generis  (pro  quibus  «—3  h = i'  separamus.  Adiumento  tabulae  art.  pracc. 
invenimus  respondere 
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characterem 

modulis  primi  generis.  m 

0 

5 + 4»,  — 7 + 8», — 7—  8»,  —11+4« 

f 

1—4»,  —3  + 8»,  —3  — 8«,  9 + 4i,  —II 

2 

5 — 4»,  —7,  —11  — 4« 

3 

— 3,  1 + 4»;  5 + 8«,  5 — 8»,  9 — 4« 

Si  hacc  septemdccim  exempla  attente  consideramus,  in  omnibus  invenimus  cha- 
racterem = l(« — 6 — 1)(mod'.  4). 

Perinde  respondet  • , , 

character  modulis  secundi  generis. ' " 

0 3 — 2»,  — I — 6 1',  7-f -ii,  —6  + 6«.  — l-f-10i,  11+6» 

1 —5  + 2«,  —1  + 6«,  7 — 2 i.  —1  — 10«,  3+10» 

2 — 1 + 2».  —5—2»,  3—10«,  7+10» 

3 | — 1 — 2 1' , 3+2«;  —5  — 6«',  7 — 10*.  11  — 6« 

' * « ' , 

ln  omnibus  his  viginti  exemplis,  levi  attentione  adhibita,  invenitur  character 
= -]  (a  — b — 5)  (mod.  4). 

Facile  has  duas  regulas  in  unam  pro  utroque  modulorum  genere  valentem 
contrahere  lieet,  si  perpendimus,  | bb  esse  pro  modulis  prioris  generis  = 0,  pro 
modulis  posterioris  generis  = l(mod.4).  Est  itaque  character  numeri  1 + » re- 
spectu moduli  cuiusvis  primi  inter  associatos  primarii  = -|-(a — b — 1 — bb)  (mod.  4). 

Obiter  hio, annotare-  convenit',  quum  (6+1)*,  semper  sit  formae  8»  + l, 
sive  1 (26+66)  par,  characterem  istum  semper  parem  vel  imparem  fieri,  prout 
l(a  + 6— *1)  par  sit  vel  impar,  quod  quadrat  cum  regula  pro  charactere  qnadra- 
tico  in  art.  5S  prolata. 

Quum  !(«• — 6 — 1),  1 (a  — 6+3)  sint  integri,  quorum  alter  par.  alter  im- 
par, ipsorum  productum  par  erit,  sive  1 {a — 6 — l)(a — 6 + 3)  = 0 (mod. 4).  Hinc 
loco  expressionis  allatae  pro  charactere  biquadratico  haec  quoque  adoptari  potest 

l(o  — 6 — 1 — 66) — 4 (a  — 6 — l)(a — 6+  3)  = F( — ««  + 2«6  — 3 66+  1) 

quae  forma  eo  quoque  nomine  se. commendat,  quod  non  restringitur  ad  modulos 
primarios,  sed  tantummodo  supponit,  a esse  imparem-,  6 parem:  manifesto  enim 
in  hac  suppositione  vel  «+6»,  vel'  — a — 6«  erit  numerus  inter  associatos  pri1 
marius , valorque  istius  formulae  pro  utroque  modulo  idem. 
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64. 


Proficiscendo  a regula  ultima  in  art.  praec.  eruta  invenimus  esse 


numeri 

characterem  = 

-t+; 

l[aa-\-2ab  — bb  — 1} 

— 1 — i 

T( — aa-j-  2ab-\-bb-\-\) 

-frl 1 

\{aa-\~2ab-^-ibb — 1) 

Hoc  statim  inde  sequitur,  quod  character  ipsius  i est  {{aa-^-bb — 1),  character 
ipsius  — 1 au  te  n i }(a  a + 6 6 — 1)  = J 66 , quum  aa — 1 semper  sit  formae  S». 
Manifesto  hae  quatuor  regulae,  etiamsi  hactenus  ab  inductione  mqtuahie  sint,  ita 
inter  se  sunt  nexae,  ut  quamprimum  unius  demonstratio  absoluta  fuerit,  tres  re- 
liquae simul  sint  demonstratae.  Vix  opus  est  monere , etiam  in  his  regulis  tan- 
tummodo supponi  a imparem,  b parem. 

Si  formulas  ad  modulosprimarlos  restrictas  adhibere  non  displicet,  hac  forma 
uti  possumus.  Est 


numeri 

character  = * 

.—  l+i 

i ( — a — 6-p-l— .66) 

— 1 — i 

l(a— -b — 1 — 1—  6 6) 

-fl-i 

Formulae  simplicissimae  prodeunt;  si.  ut 'initio  inductionis  nostrae  feceramus, 
modulos  prirai  et  secundi  generis‘distinguimus.  • Est  scilicet  character 


• — 


CtkJ%V 


numeri 

pro  modulis  primi  generis 

pro  modulis  secundi  genCris 

— 14- i 

— «—&+*) 

+(-«-*— 3)  . 

— 1 — i* 

4>  — 6— l) 

1 (a  — *-f*3) 

“H — i 

H—  a~  *+5) 

6&. 


■ ^ * 

Pro  numero  — - 1 — |—  2 1 , ad  quem  iam  progf edimur . eandem  distinctionem 
s a-^6»  eos,  pro  quibus  a = 1,  6*=  0,  atque  eos,  pro  quibus 
— P A it  quoque  adhibebimus.  Tabula  art.  62  docet,  respectu  illius  nu- 
^ mcrf-jyiMmdere  ' • 
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.characterem 

0 

P. 

’ ' 2. 

3 


moduli*  primi  generis 


— *-  ,1  — S i,  4~  5 — 8 i,  9 4"  4 i,  — — 1 1 —j— 4 i 
4-  14-4«,  4-5  — 4i,  —7,  — 8 — Si 
4-1  — t i,  4-5  + Si,  — 7' — 8*.  —II 
— 3.  +5-f4i.  9 — 4 »;  — 7 + Si,  — II  — 4 * 


Revocatis  singulis  his  modulis  ad  residua  absolute  minima  secundum  modu- 
lum — t-(-2i,  animadvertimus,  omnes, 'quibus  respondet  character  0,  esse  si; 
eos, 'quibus  character  t«  respqndet,  s *;  eos,- quorum  charactes  est  3,  fieri 
= — 1 ; denique  ompes,  quorum  eh&racter  est  3 , fieri  = —i:  At  characteres 

numerorum  1,  i,  — .1-,  — i pro  modulo  — 14-2»  ipsi  sunt  0,  1,  3,  3 re?p. ; qha- 
prop ter  in  omnibus  his  47  exemplis  character -numeri  — 1-f-  2*  rerpectu  moduli 
prioris  generis  « + A i , cum  charactere  huius  numeri  respectu  modtdi  — 14-2  i 
ideoticus  est,  . • * « . • > ■ * • » • 

. Perinde  adjumento  tabalae  invenitur,  respondere  ■ v • :•  • 


characterem 

0 

!• 

2 

3 


modulis  secundi  generis 


4-34-2»,  — 5 — hi.  — I 4-  1 0 i,  —1  — 10»,  4-114-6» 
— |— . 3 — 2 i,  — t 4“  fi »,  — 5 — 6 »*,  4*  7 4-  1 0 i,  4“  7 — 10» 
— 54-2»,  —I  — fi»,  4-7—  2«- 


-6» 


— 1 —a»,  4-74-2».  — &4-6»„  4-34-10»,  4-3  — io»,  4-1 1- 

Revoeatis  his  modulig-ad  residua' minima  secundum  modulum  — 1 4- 2 i. 
omnia,  quibus  resp.  characteres  0,  1,  2.  3 respondent,  congrua  inveniuntur  nu- 
meris — t,  —I,  4-1,','* 44 : his.  sero  ipsis  numeris,  . si  vice  vef&a  — 1 4~ * •"  P*0 
modulo  adoptatur,  competunt  charae th rei  2,  3,  0,  t resp.  Quapropter  in  omni- 
bus his  19  exemplis  character  numeri  — l-f-  2»  respectu  moduli  seCundi  generis 
duabus  unitatibus  differt  a chfu-actenf  hujus  numeri  respectu  numeri  — 1 4-1  * » pro 
mdduk/habiti.  *'  - * 

Ceterum  natio negotio- perspicitur,  prorsus  similia  respectu  numeri  — 4 — 2» 
locum  habitura  essa. 

Pro  numero  — 3 distinctionem  inter  modulos  primi  generis  et  secundi  baut-  ^ 
timus.  quum  eventus  doceat,  illam  hic  superfluam  esse.  Respondet  itaque 

18 
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character 

6 

1 


modulis 


— 1 + 6».  — I — 6»',  — 7,  — 5 + 6»,  — 5 — 6«,  —II,  1 1 -f- 6 11—  6i 

— 1—2»,  I — 4i,—  5 + 2«,  5-4-4».  7+2«',  5 — Si.  — 1-f-IO»,  — 7—8». 

-11— 4».  7— 10» 

3 + 2«,  3—2«,  —3  + 8».  —3 — 8«.  9 + 4»,  3+10».  3 — 10« 

— 1 + 2»,  1 + 4»,  —5  — 2«,  5 — 4»,  7 — 2«,  5 + 8«,  — 1 — 10«'..— 7+8«. 

— 1 f+4«,  7+10» 


Revocatis  his  modulis  ad  residua  minima  secundum  modulum  3.  ridemus, 
eos,  quibus  respotidet  character  0,  esse  paxtim  =,1,  partim  ~ — .1;  eos,  quo- 
rurrf  character  est  1,-  fieri  vel  vel  S: — 1 + i ; eos,  quornm  character 

est  2.  fieri  vel  ,3  »,  vel  = — denique  eos,  quibus  eomjietit  character  3,  esse 
vel  =e=E  1 + r,  vel  = — 1 — ‘Ex  hac  itaque  ipductione  collidimus,  characterem 
numeri  — 3 pro  modulo,  qui  est  n unicius  primus  inter  associatos  primarius,  iden- 
ticum  esse  cum  charactere  huius  'ipsius  numeri,  dum  3,  sive,  quod  eodem  redit, 
— 3 tamquam  modulus  consideratur.  , . , 


67. 

- Simili  inductione  circa  alios  numeros  primos  instituta,  invenimus,  humeros 
3 + 2 «',. — 1 + 6 i,  7 + 2 «',  — 5+,6  i etc.  suppeditare  theoremata  ei  similia,  ad  quod 
in  art.  65  respectu  numeri  — 1 + 2»  pervenimus;  contra  numeros  1+4»',  5 + 4«, 
— 3 + 8«',  5 + 8«,  9 + 4«  etc,  perinde  se  habere  ut  numerum  — 3.  Inductio  ita- 
que perducit  ad  elegantissimum  theorema,  quod  ad  instar  theoriae  residuorum 
quadraticorum  in' arithmetica  numerorum  roaliuiu  Theohioia  fundahextauk  theo- 
riae residuorum  biquadraticoruin  nuncupare  liceat , scilicet : 

• • • • ■ ’ ’ ’ . ■...*» 

Denotantibus  u + 6».  u+  b‘i  numerus  primos  dirrrsqs  inter  associatos  suos 
primarios , «’.  e.  secundum  modulum  2+2«  unitati  congruos,  character  biquadraticus 
numeri  a + 6 * respectu  moduli  d+AY  identicus  erit  cum  charactere  numeri  d+  b'i 
refpectu  n\oduli  a + A »,  si  vel  uterque  numerorum  a + Ai,  d+AY,  vel  alteruter  sal- 
tem. ad  primum  genus  refkrtur,  i.  e.  secundum  modulum  4 unitati  congruus  est:  con- 
tra characteres  illi  duabus  unitatibus  inter  se  different,  si  neuter  numerorum  a+  bi. 
d+  b'i  ad  primum  genus  refertur , i.  e.  si  uterque  secundum  modulum  4 congruus  est 
numero  3 + 2 «'.  • . 


* 
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At  11011  obstante  sumitia  huius  theortimatis  simplicitate,  ipsius  demonstratio 
inter  ihysteria  arithmeticae  sublimioris  maxime  recondita  referenda  est,  ita  ut, 
saltem  ut  nunc  res  est.  per  subtilissimas,  tantummodo  investigationes  enodari  pos- 
sit, quae  limites  praesentis  commentationis  longe  transgrederentur.  Qiramobrem 
promulgationem  htlius  demonstrationis,  nec  non  evolutionem  nexus  inter  hoc  theo- 
rema atque  ea,  quae  in  initio  huius  commentationis  per  inductionem  stabilire  coe- 
peramus , ad  commentationem  tertiam  nobis  reservamus.  Coronidis  tamen  loco 
iam  hic  tradOmtis,  quae  ad  demonstrationem  theorematum  in  artt  83.  61  proposi- 
torum requiruntur,-  ■ • ‘ » 

• . . • ' • * • * » • . * 

. / • . ‘ '68.  . - 

Initium  facimus  a numeris  primis  «t  — talibus,  pro  quibus  0 (ter- 
tia specie  art.  34),  ubi  itaque  (ut  numehis  inter  associatos  primarius  sit)  a' debet 
esse  iiumerus  primus  realis  negativus  formae'  — (4*-f->),  pro  quo  scribemus  — q, 
quales  sunt.  —3,  — T,  —11,  10  etc.  Denotando  per  X characterem  numeri 

l-j-j,  illo  numero  pro  modulo  accepto,  esse  debet  ■ 

> = •*(«->)  (moti.  q) 

Sed  constat,  ! esse  residuum  quadraticufn,  vel  non-residuuin  quadraticum  ipsius 
q,  prout  q sit 'formae  ■ 8 n -f-  7 , vel  formae  Sa-f-3,  unde  colligimus,  esse  gene- 
raliter ( . 

2»(*— 0 = pf)K«+0  = ,«(?+')  (njod.j)  . ■ 

adeoque  evehendo  ad  potestatem  exponentis  | (<y  — 1 ) ■ 

• 2^w_  ^ (ruod.  q) 

• • * ' * ' , • 

Aequatio  itaque  praecedens  hftne  formam  induit 

. t*  = ,*<«+  0‘  + 4(w-  0 i Kw*»)  (mod.  q) 

unde  sequitur  .*  • - , • • , 

4-J)*—  H? +•)(“•*•  • 

sive  quum  habeatur  ifa-H)’  0 (mod.  4),  X = — -}-4)  S=‘f(o  — l)(mod.  4). 

Quod  est  ipsum  theorema  art.  63  pro  casu  6 = 0.  * 

IS  * 
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’ ' . • «9.  , • ✓ . ... 

• . ’ . ' • . > • 

Longe  vero  difficilius  absolvuntur  moduli  a -)-6i  tales,  pro  quibus  non  est 

6 = 0 (numeri  quartae  speciei  art.  34)  , pluresqqe  disquisitiones  erput  praemit- 
tendae. Normam  a a 66,  quae  erit  numerus  primus  realis  formae  . 4 n -J- 1 , 
designabimus  per  p.  , > . . 

Denotetur  per  6’  complexus  omnium  residuorum  simpliciter, minimorum  pro 
modulo  a-j-6»  =-m,  exclusa  cifra , ita  ut  multitudo  numerorum  in  N’  conten- 
torum sit  — p — I.  Designet  ,r-j- j/ 1 indefinite  numerum  huius  systematis, 
statuaturque  ax-^-by  = $,  ay — bx  = q.  Erunt  itaque  4.  i)  integri  inter. limi- 
tes 0 et  p exclusive  contenti : in- casu  praesente  enim,  ubi  «,  6 inter  se  primi  sunt, 
formulae  art.  45,  puta  - q = k&,  4 =S  —A ij  (uiod.p)  docent,  neutrum  numerorum 
4,  /i)  esse  posse  — 0,  nisi  alter- simul  evfiuescat,  ndeoquc  fiat  x=0.*<y  = 0, 
quam  comfbinationem  iam  «ierimus.  Griterium  itaque  numeri  in  4 con- 

tenti, consistit  in  eo , ut  quatuor  numeri  4-  rj,  p — 4.  V — q sint  positivi. 

Praeterea  observamus  pro  nullo  tali  numero  esse  posse  4 = q;  hinc  enim 
sequeretur  = a($+ti)-|-6(4 — q)  — 2 quod  est  absHrdum,  quum  nul- 

lus factorum  2.0,4  per  p divisibilis  sit.-  Siihili  ratione  aequatio  p[x-^y-\-a-+-b) 
= 2«4  + (a-(-6)(p  — 4 — q)  docet,  esse  nori  posse  4-)-  q = p.  Quapropter  quum 
numeri  4—  q-  p — 4 — q esse  debeant  vel  positivi  vel  negativi,  liiilc  petimus  sub- 
divisiorlem  systematis  in,  quatuor  complexus'  C,  C'.  C",  C“,  puta  ut  couii- 
ciantur  • . * 


in  complexura 

numeri  pro  quibus 

• C 

4 — q positivus , p — 4 — .q  positivus 

* C' 

4 — q positivus,  p — ir~t[  negativus 

C" 

4 — i)  negativus-,  p— 4^q  negativa» 

C ” 

4.— q negativus,  p — 4 — q positivus 

(,’riterium  itaque  numeri  complexus  C proprie  sextuplex  est,  puta  sex  numeri 
4.  q.  p — 4.  p — q,4— -q>  p — 4 — q positivi  esse  debent;  sed  manifesto  condi- 
tiones 2,  5 et  6 iam  sponte  implicant  reliquas.  Similia  circa  complexus  C,  C". 
C valent,  ita  ut  criteria  completa  sint  triplicia,  puta  * . 
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pro  comptam 

positivi  esse  debent  numeri 

C 

* 

i 

-ss 

"e 

i 

U 

'j 

C' 

\ p—Z.  C— 1 1,  Z+y—p 

C" 

p—  i-  y—Z.  Z+i)—p 

C" 

z.  ij— (,  p—i— n' 

Ceterum  rei  nobis  non  monentibus  quisque  facile  intelligct . in  repraesen- 
tatione figurata  numerorum  epmplexorum  (vjd.  art.  30)  numeros  systemati»  8 
intra  quadratum  contineri,  ouius  latera  i ungant  puncta  uutueros  o,  a -J-  bi. 

( I — J- i)  (<i  — (—  6-* ) » t(a-f-4i)  repraesentantia,  et  subdi viaumem  systemati»  *S  respon- 
dere partitioni  quadrati  per  rectas  diagonales.  Sed  liocce  loco  ratiocinationibus 
pure  arithmeticis  uti  maluimus,-  illustrationem  per  inUutioneia  figuratam  lectori 
perito  brevitatis  caussa  linquentes. 

t 0 

. •*  * ' . v * 'l  * * * * * . • 

Si  quatuor  numeri  complexi  r = .r-)-iyi,  r'  = x-\-yt,  r — 

r'*  = ita  inter  se  nexi  suDt,  nt  habeatur'  / = ir , r"  — m-\-ir 

* * •*  * * 

— — r,  r” ~ m-fcir“^=  im  — ir,  atque  primus  r ad  complexum  C per- 

tinere supponitur reliqui  r\  .r”,  r"  resp.  ad  complexus  C',  C“,  C”  pertinebunt. 
Statuendo  eniin  i = ax-^bp,  i)  = » y, — bx.,  ~ ax+bj,  r \ — atf — bx, 
f — ax"~\-‘by\  ij"—  at/" — bx".  i'"-—  ax'"-\-hy".  .=  ay'"~bxh'.  invenitur. 

- — C”  . 

• * * ; C-r-i)  s=4'4->i'*- p—  n—Z"  — p— 4”‘—  V1-  ' • 

. p— i— i = 4'-’ — *i'  = i"+n—p  — • ’ / ••  *. 

unde  adiumento  criteriorfam  theorematis  veritas  sponte  demanat.  Kt  quum  rur- 
sus liat  r =*  m-f-ir’",  facile  perspicietur,  si  r supponatur  pertinere. ad  C”,*  nu- 
meros r.V*,  'pertinere  resp.  ad'  C*.  C",  C;  ei  ille  ad  C".  hos  ud  (T*.  C,  C', 
denique  si  ille  ad  C”,  hos  ad  C,  C'\ 

Simul  hinc  colligitur,  in  singulis  complexibus  C,  C.  V",  C " aeque  uiullos 
numeros 'teperiri.  piuta  } {p — I). 

..  ■ V . ,71-.  , . 

Theorema.  Si  denotante  h integrum  per  m non  divisibilem  singuli  numen  com- 
plexus -C  ]>er  k multiplicantur , prodite  torumque  residuis  simpliciter  minimis. secun- 
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dum  modulum  m inter  complexus  C,  C,  C",  C*  distributis,  multitudo  eorum,  quae 
ad  singulos  hos  complexus  pertinent , resp.  per  c , c.  c",  /T  denotatur:  character  nu- 
meri k respectu  moduli  m erit  r=  c -|-  2 c"-\-  3 c”  \mod.  4). 

Demunstr.  8iut  illa  c residua 'minima  ad  C pertinentia  a.  fj,  y,  C etc. ; dein 
c' residua  ad  C’'.  pertinentia  haec  m -f-  i fi',  m-f-iyY  m-pic'  etc.;  j>orro 

c"  residua  ad  C’  pertinenti»  lutee  (f-j-*)* — -a",  (l-J-i)m  — S"f  (1  — f— »') m — y", 
m — S"  etc.;  denique  c”  residua  ad  C"’ pertinentia  haec  im  — ia",  im-—t  tf", 
ini — *y“,  iw  — »£'”  eto.  lam  consideremus  quatuor  producta,  scilicet 

1}  producturo  ex  omnibus  |(j» — 1)  numeris  complexnm  C constituen- 
tibus : t • • » • • - • \ ‘ 

2)  productura  productorum,  quae  e-  multiplicatione  singulorum  horum  nu- 
merorum per  k orta  erant; 

. , 3)  productum  e residuis  minimis  horum  productorum,  puta  C humeris  a 6, 
y,  fi  etc.,  m-j-ia\  <N-+-i£i' etc.  etc. 

4)  productum  ex  omnibus  numeris  a,  6,  y,  £etc.,  a'.6',y', 

fiete.,  a",  6",  y”,  £"  etc..  a”,  t>'",  y",  c'"  etc. 

Denotando  "haec  quatuor  prodacta  ordine  suo  per  P,  P',  P“,  P!",  manifesto  erit 

• • # : * 

P'  = *«»-•)  P,  P ' 3 P",.  r=  F"  i* + *'+  ,e  'mod.  m) 

• * » • * • ' , # 
et  proin  • 

Pkfo-h\=i  P“V»  + **+  *"  mod.-»»: 

At  facile  perspicietur,  numero*  a,  6’,  y',  8'etc.’,  a",  6'"  y",  S"  etc.,  a".  f>~,  y'".  £”ctc. 
omnes  ad  complexum  C pertinere,  atque  tum  inter  se  tum  a numeris  a,  6,  y,  2 etc. 
diversos  esae,  sicuti  hi  ipsi  inter  se  diversi  sint,  Omn.es  itaque  hi  numeri  simul 
sumti.  et  abstrahendo  ab  ordine,  prorsus  identici  esse  debent  cum  omnibus-  nu- 
meris complexum  C constituentibus , unda  colligimus  P ==  P"',  adeoque 

Pk^*~'x)  = Pic'+7t"+*~  [mod.m)  • 

’ • • * . » 

Denique  quum  singuli  factores  producti  P per  m non  sint  divisibiles  . hinc  con- 
cluditur 

j.Kp-t)  _ ,-«'+ *•”+*-  (ny)d 

unde  e'-j-  2 3 <T  erit  character  numeri  k respectu  moduli  m.  Q.  E.  D 
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-7  2,  * 

Qtfo  theorema  generale  art.  praec.  ad  numerum  1 -f- » applicari  possit,  com- 
plexum C detiuo  In  duos  complexus  minores  G et  G'  subdividere  ©portet,  et 

quidem  referemus  in  complexum  G numeros  eos  x-j-gi.  ju»  quibus  ax-\~bg  — £ 
urinor  est  quam  <{p,  in  alterum  G'  eos.  pro  quibus  £ est  maior  quam  {p : mul- 
titudinem numerorum  iu  complexibus  G.  G contentorum  resp.  jier  g,g  de- 
notabimus. uude  erit  g-\-g ' = f-fyr — Ij.  , •' 

Criterium  completum  numerorum  ad  G jiertiuentium  'itaque  erit , ut  tres 
numeri  rj,  i — q,  /j — 'J £ sint  positivi:  nam  conditio  tertia  pro  complexu  C se- 
cundum quam  p — £— ij  positivus  esse  debet,  sub  illis-  implicite  iam  continetur, 
quum  sit  /i  — £ — (£  — }.  lVrinde  criterium  completum  «ume- 

rorum ad  G'  pertinentium  consistet  in  valoribus  positivis  trium  numerorum  ij, 
P — i — »J.  — j/.  . .. 

Hinc  facile  concluditur,  producturi»  cuiusvis  muneri  complexus  G per  nu- 
merum 1 4-  i pertinerfe  ad  complexum  C";  ai  enim  statuitur 

• fj?-f-y/)(l-|-i)  = x -~y’ i,  atque-  a, r-j-by'  — ay — bx  = r{,  invenitur 

.*  i’  — £— ij.  »i’— i'  = *n*  P— i’—  V = p— 

’ » , e.  * 

i.  e.  criterium  pra  numero  i complexui  G subdito  identicum  est  cum  cri- 

terio  pro  numero  jf-f-jt'»  - ad  complexum,  C".  pertiuente.  • * 

Prorsus  simili  modo  ostenditur , productum  cuiusvis  numeri  complexus  G ‘ 
per  1 + « pertinere  ad  complexum  C*. 

Erit  itaque,  si  in  ait,  praec.  ipsi  k valorem  1-J-*  tribuimus,  c ~ 0,  r'  0 
c"  = y\  c"  =p  g,  et  proin  character  numeri  l-f-*  hei  3 g -f*  2</  = j p — i -f-y 
Et  qirutn  characteres  numerorum  i.  — 1,  sint  [{p  — 1},  j [p  — 1},  characteres  nu- 
merorum — i-f-i,  ■*— 1«— i.  l r4»  reap.  erunt  -%{p -ri-li+y,  g,  }{;>  — 

Totus  igitur  rei  cardo  iam  in  investigatione  numeri  g vertitur. 


7 3. 

Quae  in  artt.  69 — 7 2 exposuimus , proprie  independentia  sunt  a supposi- 
tione,  m fesse  numerum  primarium : abhinc  vero  saltem  supponemus,  a imparem, 
b parem  esse,  praetereaque  a,  b et'  a — b esse  numeros  positivas.  Ante  omnia 
limites  valorum,  ipsius  x in  complexu  G stabilire  oportet. 
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Statuendo  <ty — 6. r = rj,  1[a+-A)jr.-^-i(a — b)y*=^,  p — 2 ax — Iby  = 0, 
cri teri um  numerorum  x-\-yi  ad  eom plexum  G pertinentium  consistit  in  tribus 
conditionibus,  ut  ij,  c.o  sint  n umeri  positivi.  Qnum  fiat  px  = (a  — b «j+d£, 
p a — 'lx)  = a0  + 26i|,  manifestum  est  et  2«—  x esse  debere  numeros  po- 


siti  vos,  sive  x alicui  numerornm  !•,  2,  % .V.  \{a  — 1)  aequalem.  Porro  quum  sit 
(a  — 6)6  ==  ibC-j~p(a — 6—  2x),  patet,  qnamdiu  x minor  sit  quam  £(» — 6), 
conditionem  secundam  (iuxta  quam  C positivtis  csJe  debet)  iam  impKeare  tertiam 
quod  0 debet -esse  positivus);  «mitra  qnoties  x sit  maior  quam  + (« — b) , condi- 
tionem seeundam  iam  contineri  'sub  tertia.  CJuamobrem  pro  valorilws  ipsius  X 
liis  I,  2.  3 — ■ b — t)  tantummodo  prospiciendum  est.  ut  ij  et  C positivi 

evadant,  sive  ut  y maior  sit  quam  et  mitior  quam  : pro  vnkire  itaque 

tali  dato  ipsius  x aderunt  numeri  x~\-yi  omnino 

si  uncis  in  eadem  significatione  utimur,  qua  iam  alibi  passim  usi  sumus  (Conf. 
Theorematis  arithm.  dem.  «ova  art-  4 et  Theorematis  fund.  in  doctr.  de  residuis 
r/uadr.  ete.  Alyorithm.  riov.jxrt.  3).  Contra  pro  faleribus  ipsius  x Iris  f (a  — 6+1), 
} (p  — 6 + 3) . . . +(o 1)  sufficiet,  ut.ipsispj  ct  0 valores  pqeitivf  concilientur, 
hi  ve  ut  jjf  maior  sit  quam  et  minor  guam  . sive  z:  quare 


pro  valore  tali  dato  ipsius  x aderuat  fiurperi  jr+_y« " omnino 


'[**- 


l-[yJ  • , 


26 


Hinc  itaque  colligimus,  multitudinem 'ntunerorum  complexus  O esse 

s - V • . 

> * • 

ubi  in  termino  primo  summatio  extendenda' est  per  omnes  valores  integi  os  ipsius 
x ab  t usque  ad  \[a—b — ►).  in  secundo  ab  — 6+f5-uaque  ad  'f(«  — I), 
. in  tertio  ab  1 u^que  ad  J (a  — 1). 

Si  charaetertstica  f in  eadem  significatione  utimur . ut  loco  citato  ( Theore- 
matis fund.  etc.  Algor,  nov.  art.  3),  puta  ut. sit 

■ •••;.+[?] 

denotantibus  t.  u numeros  positivos  quoscujiquc,  atque  t'  numerum  )J/]\  ter- 
minus ille  primus  fit  = <f(« — 6„  a + 6),  tertius  = — ip(a,  6);  secundus  vero  fit 
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. scribendo  terminos  inverso  ord  ine,^*  * 

-[""7r“Jl  = UiJ+[i-a+ = »(»•  «)-»(*■ ■) 


Formula  itaque  nostra  sequentem  induit  formam  : 

■ » 4 


9 =£?{«  — b'  «+A)+?(2i.  a)  — <f{a,  6)  — ®(6,  a)  + tbb 

S/v**'  «*'»  ' ». 

Consideremus  primo  terminum  yla  — b,  a-f-6).  qui  protinus  transmutatur 
in  <p(a  — b,  26J-J-1-+-2  + 3+  etc.  +F(fl  — 6 — I)  sive  in 

?(«  — b,  26)4-i(>—  A)’—  0 . 

Dein  quum  per  theorema  generale  fiat  <p(f,  «)  + '■?(«.  f)‘=  [4#] . [f  u],  dum 
r.  u sunt  integri  positivi  inter  se  primi , habemus 

<f(o — 6,26^  = 46(0 — 6 — 1)  — tp(2 b,  a — b) 

adeoque 

f(a — b,  u+i)  = J(«a+2«6 — 3 66  — 46 — 1)  — <p(26.  a — 6) 
Disponamus  partes  ipsius  ^p(26,  a — 6)  sequenti  modo  .■ 

l^5JJ+IliSiJ+l%^+  « +P=#=») 

+|-c‘l+lLSril)+['J=f-,f+  «*•  +(L‘i'F‘’l 

9 

Series  secunda  manifesto  fit 


= <p(6,  a — 6)  = <f(b,  a)  — I — 2 — 3 — 6tc.  — {b 


m 


-4(664-261 


seriem  primam  ordine  terminorum  inVerso  ita.  exhibemus : 

[4(0+1— 6)-  ^]+[4(a+3-6)-}3  + [4(«+5-6)-  ^]+etc.  +[ffa-1)-(^J 

quae  expressio,  quum  denotante  t numerum  integrum,  « fractum,  generaliter  sit 
t — 11]  = t — I — u . mutatur  in  sequentem 

m— . -«-[.y-iffl-KT- -l'4fi 

= J6^2«  — 4 — h)  — ip(26.  o)— f-  Sp(6,  o) 

19 


. r - 
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Hinc  fit 

9(2 6, a — 6)  — 2i p(6,a) — 9(26,«)  -|-^-6{a — 3 — 6) 

et  proin 

9(« — 6,«  + 6)  = 9(26,0)  — 29(6, a)-)-  l(aa  — 6 6 — 2 6 — 1} 

Substituendo  hunc  valorem  in  formula  pro  g supra  tradita,  insupcrquc  9(0.6) 
+ 9(6, a)  — { 6 (a — I),  obtinemus 

q = 29(26,«)  — 29(6,0)  + 1 (a a — 2ab-\-hb-\-  4 6 — 1) 

7 4. 

Per  ratiocinia  prorsus  similia  absolvitur  casus  is.  ubi  manentibus  «,  6 po- 
sitivis a — 6 est  negativus,  sive  6 — a positivus.  Aequationes  p[a — 2jr)  — 26r]-|-ai), 
p[b — o-f-  2x)  ±=  26£-f-{6  — a)0  docent,  |a — x atque’  ,r+-f(6 — a)  posi- 
tivos, et  proin  x alicui  numerorum  — |(6 — a -1),  — ^-(6 — « — 3). 
— | (6  — a — 5) | (a  — 1)  aequalem  esse  debere.  Porro  ex  aequatione 
pjf-(-(6 — a)»)  = «C  sequitur,  pro  valoribus  negativis  ipsius  x conditionem , ex 
qua  t)  debet  esse  positivus . iam  contineri  sub  conditione , ex  qua  £ debet  esse 
positivus,  contrarium  vero  evenire,  quoties  ipsi  x valor  positivus  tribuatur.  Hinc 
valores  ipsius  y pro  valore  determinato  negativo  ipsius  x inter  •— et  • 

contra  pro  valore  positivo  ipsius  x inter  ^ et  contenti  esse  debent:  ma- 

nifesto  pro  x—0  hi  limites  sunt  0 et  • valore  y — 0 ipso  excluso.  Hinc 
colligitur 

ubi  in  termino  priino  summatio  extendenda  est  per  omnes  valores  negativos  ipsius 
x inde  a — I usque  ad  — f (6  — a — I ) ; in  secunda  per  omnes  valores  ipsius  x 
inde  a — |-(6 — a — l)  usque  ad  J (a — t);  in  tertia  per  omnes  valores  positivos 
ipsius  x inde  a -j-l  usque  ad  }(« — 1);  hoc  pacto  e summutione  prima  prodit 
— 9(6  a,  6-j-a),  e secunda  perinde  ul  in  art.  praec.  }- 66 -f- 9(2  6,  a) —9(6,  a), 
denique  e tertia  —9(0, 6),  sive  habetur 

g = — 9(6— a,  6-f-«)4-9(26,a)  — 9(6,«)  — 9{a,6)  + j66 


Iam  simili  modo  ut  in  art.  praec.  evolvitur 
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f{b  — a.  6 + a)  = <j>(6— «,  26)  — 1((6— a)*— 1) 

= 1(366  — 2a6 — aa — 4 6— f-1) — cp(26,  6 — a) 

nec  non 

<p(2  6,6  — a)  = <f(26,a)  — 2<p(6,  a)-^-  1 6(6  — 1 — a) 

adeoquc 

f{b — a,  6— (- a)  = 2<p(6,a) — <p(26,a)  + l(66 — aa — 26-|-l) 
tandemque  t 

g = 2^(26,« — 2^i(6,Yi)-f-  i (aa — iab-\-bb-\- ib — 1) 

Evictum  est  itaque,  eandem  formuiam  pro  g valere,  sive  sit  a — 6 positi- 
vus sive  negativus , dummodo  a,  6 sint  positivi. 


75. 

lrt  reductionem  ulteriorem  assequamur,  statuemus 


i = (61+ti3+tS)+^+® 

« - i!ilsi,-)+[M^L-]+['±t5!L'i+ « +[*-:i 

» = [■-n?l+mr1l+[^f‘)+  «'  +[^1 

Quum  facile  perapiciatur , haberi  generaliter  [«]-}- [u-f; } j = [2u],  quamcunque 
quantitatem  realem  denotet  u,  fit  L -f- N y (6,  a) , et  quum  manifesto  sit 

L-\-M  = 9(2  6,  a),  erit 

•f  26  n — ■=  M — N 

Porro  autem  obvium  est,  aggregatam  termini  primi  seriei  N cum  penultimo  ter- 
mino seriei  3/,  puta  J^|  — fjr*]  fieri  — l(a  — I).  atque  eandem  sumqtam 

efjici  e termino  secundo  seriei  A' eum  antepenultimo  seriei  M.  et  sit  porro : quare 
quum  etiam  terminus  ultimus  seriei  M fiat  = 1(«  — I),  ultimus  vero  terminus 
seriei  N rit  — = J(a  + 1),  valente  signo  superiori  vel  inferiori , prout 

a est  formae  4 n -f- 1 vel  4 n — 1 : erit 


et  proin 


3f-f-^  = f(a  — 1)6+1(«  + 1) 

rf'26,<j) — <p(6,  a)  = {(a  — l)6-f-l(aipi)  — 2AT 

19* 
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4 . 

Formula  itaque  pro  g in  artt.  73  et  74  inventa , transit  in  sequentem 
9 = i ((«+&)*— »)+2«— 4iV 

statuendo  a + 1 =4«,  ubi  » erit  integer.  Sed  quum  hinc  habeatur 
1 = itinn  — 8an+a<i,  formula  haec  etiam  sequenti  modo  exhiberi  potest: 

g = J (• — aa  + 2a6+61»+1)  + 4 (f  («+1)« — nn — iV) 

(Quapropter  quum  g sit  character  numeri  — I — i pro  modulo  «+6i,  hic  cha- 
racter fit  =•$-(■ — aa+  2a6+66+l}(mod.'4) , quod  est  ipsum  theorema  supra 
(art.  64)  per  inductionem  erutum,  sponteque  inde  demanant  theoremata  circa  cha- 
racteres numerorum  l+i,  1 — i,  — 1 —(—»*•  Quamobrem  haec  quatuor  theoremata, 
pro  casu  eo,  ubi  « et  b sunt  positivi,  iam  rigorose  sunt  demonstrata. 

76. 

Si  manente  a positivo  b est  negativus,  statuatur  b = — b\  ut  fiat  b'  posi- 
tivus. Quum  iam  evictum  sit,  ita  pro  modulo  a -(-6’ i characterem  numeri  — 1 — i 
esse  =i( — aa+ 2 a 6'+67/+l)(mod. 4),  character  numeri  — l+i  pro  inodulo 
a — b'i  per  theorema  in  art.  02  prolatum  ent  = | («u — 2 ab' — b'b’ — I),  i.  e.  cha- 
racter numeri  — l — |— » pro  modulo  a-j-  b i fit  ==-J(aa+2aJ — bb' — 1):  hoc  vero 
est  ipsum  theorema  in  art. 64  allatum,  unde  tria  reliqua  circa  characteres  nume- 
rorum — i, — I — i sponte  demanant.  (Quapropter  ista  theoremata  etiam 

pro  casu',  ubi  b negativus  est,  demonstrata  sunt,  scilicet  pro  omnibus  casibus, 
ubi  a est  positivus. 

Denique  si  a est  negativus,  statuatur  « = — a,  b — — b'.  Quum  ita- 
que per  iam  demonstrata  character  numeri  l+«’  respectu  moduli  a'-\-b'i  sit 
= t { — <fo'+2a'6' — 3fc'6'+1)(mod.  4),  nihilque  intersit,  utrum  numerum  «'+  b‘i 
• an  oppositum  — a' — h'i  moduli  loco  habeamus ; manifesto  character  numeri  l+i 

respectu  moduli  a-\-bi  eat  = |(— an+2aft — 36J  + 1),  et  similia  valent  circa 
characteres  numerorum  I — i,  — l+i,  — 1 — i. 

Ex  liis  itaqufe  colligitur,  demonstrationem  theorematum  circa  characteres 
numerorum  l+i,  1 — s,  — l + i,  — 1 — i (artt.  63.  64)  nulli  amplius  limitationi 
obnoxiam  esse. 
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Fine  vom  Herni  Prof.  Gauss  am  15-  Januar  d.  J.  der  kOnigl.  Societfit  der 
Wissensohaften  iiberreichte  Abhandlung,  . 

_ Theorematis  arithmetici  demonstratio  nova,  • 

deren  Inlmltsanzeige  wir  hier -noch  nachzuholen  haben , hat  das  berflhmte  Fun- 
damental-Theorem  der  Lehre  von  den'  quadratischen  Reston  zum  Gcgenstandu, 
welches  sowohl  in  der  ganzen  h9hem  Arithmetik . ais  in  den  angrenzenden  Thei- 
len  der  Analysis  eine  so  wichtige  Rolle  spielt.  Bekanjitlich  heisst  cine  ganze 
Z&hl  a quadratischer  liest  der  ganzen  Zalil  b,  wenn  es  Zahlen  der  Form  xx  — a 
gibt,  die  duTch  b theilbar  sind,  sowie  im  entgegengesetzten  Falle  a quadratischer 
Nichtrest  von  b genannt  wird : die  Zalil  a kann  positiv  oder  negativ  sein,  b hin- 
gegen  wird  iramcr  ais  positiv  angesehen.  Die  hOhere  Arithmetik  lehrt,  dass  alie 
1’rimzahlen  b , fur  welehe  eine  gegebene  Zalil  a quadratischer  Rest  ist.  unter  ge- 
wissen  linearischen  Formen  begriffeu  sind,  so  wie  wiederum  andere  linearisehe 
Formen  alie  Primzalileu  cnthalten , von  denen  a Nichtrest  ist.  So  ist  z.  B.  — 1 
quadratischer  Rest  aller  Primzahlen  der  Form  4-n+t,  quadratischer  Nichtrest 
aller  Primzahlen  der  Form  4 n — (—  3 ; ferner  + 2 ist  quadratischer  Rest  aller  Prim- 
zahlen der  Formen  8n-(-7,  hingegen  quadratischer  Nichtrest  aller  Prim- 

zahlen der  Formen  - 8 n-(-  3,  8 a-f-  Aehnlicher  specieller  Lehrsfitze  gibt  es  eine 
unendliche  Menge,  die  sich  aber  alie  aus  der  Vcrbindung  der  beiden  angefilhrten 
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mit  folgendem  allgcmeinen  ableiten  lasscu:  Zwei  ungleiclie  positive  (ungerade) 
Primzahlen.  p,  <j,  haben  allcmal  gleiche  Eelation  wechselseitig  zu  einander  (d.  i. 
die  eine  ist  quadratiscber  liest  oder  Nichtrest  der  andern,  je  nachdem  die  audere 
Rest  oder  Nichtrest  der  ersten  ist) , wcnn  entweder  beide  von  der  Form  4 n -j- 1 
sind , oder  weuigatens  die  eine : hingegen  ist  ilire  wechselseitige  Relation  entge- 
gengesetzt  {d.i.  dic  eine  ist  Nichtrest  der  andern,  wenn  dicsc  Rest  von  jener  ist, 
nnd  umgekehrt),  so  oft  beide  zugleich  von  der  Forin  4«-)- 3 sind.  Dies  ist  das 
erwahnte  Fundamcntal-Thcorem,  welches  man  in  mehr  ais  einer  Giestalt  aus- 
driicken  kann:  die  hier  gewfihlte  ist  diejenige,  in  der  es  in  der  Abliandlung  des 
Ilrn.  Prof.  Gauss  neu  bewiesen  ist. 

Die  schonsten  Lehrsfitze  der  hohern  Arithmetik,  und  namentlieh  auch  die- 
jenigen , wovon  hier  die  Ilede  ist,  haben  das  Eigne,  dass  sic  durch  Induction 
leicht  entdeckt  werden.  ilire  Beweise  hingegen  Susserst  versteekt  liegen.  und  nur 
dureh  sehr  ticf  eindringende  Untersuchungen  aufgcspiirt  werden  koniien.  Gerade 
diess  ist  es,  was  der  hohern  Arithmetik  jenen  zauberisehen  Reiz  gibt,  der  sic  zur 
Lieblingswissenschaft  der  ersten  Geometer  gemacht  hat,  ihres  unerahbptlichcn 
Reichthums  nicht  zu  gedcuken , 'woran  sic  alie  andere  Theile  der  reinen  Mathe- 
matik  80  weit  flbertrifft.  Die  bciden  obcn  erwShntcn  Specialsatze  warcn  schon 
Fekmat  bckannt,  welcher,  seiner  Behauptung  nach,  audi  im  Besitz  ihrer  Beweise 
war:  ab  er  sich  dariis  nicht  t&uschtcs  kCntien  wir  nicht  entscheiden,  da  er  nie 
F.twas  da  von  bekannt  geinaelit  hat:  aber  fiir  moglich  dilrfen  wir  es  gewiss  halten, 
da  mehrere  Beispiele  von  Selbsttkuschung  bei  andern  grossen  Geometem,  na- 
mentlicli  bei  Euunt,  Lkokkdhe  und  auch  bei  Fkbmat  selbst,  vorhanden  sind.  Von 
dem  ersten  jener  Theoreme  gab  Euler  den  ersten  Beweis ; alleiu  das  andere  zu  de- 
monstriren,  glUckte  diesem  grossen  Geometer,  seiner  cifrigen,  viele  Jahre  hin- 
durcli  fbrtgesctztcu , Bemflhungen  ungeachtet , nicht;  erst  Laorasoe  war  es  vor- 
behalteft,  diese  Liicke  auszufUlleu.  Beide  Geoiheter  bewiesen  auch  noch  verschie- 
dene  andre  specielle  Siltzc , eine  grbssere  Anzahl  aber,  die  sie  durch  Induction 
tauden,  entzog  sich  ihren  Bemuhungen.  sie  zubeweiscn,  stets.  Es  ist  indess  ein 
merkwQrdiges  Spici  des  Zufalls-.  dass  beide  Geometer  durch  Induction  nicht  auf 
das  allgcmeine  Fundamental-Theorem  gckoinmen  sind,  das  einer  so  einfachen  I)ar- 
stellung  fahig  ist. ' 'Dieses  ist  zuerst,  Obwolil  in  einer  et  was  andern  Gestalt,  von 
Lboendbe  vorgetragen.  in  der  Jlistoire  de  lAcademie  des  Sciences  de  Paris  1785; 
sowohl  hier,  ais  nachher  in  seinem  Werke:  Estai  dune  theorie  des  nombres . liat 
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dieser  treffliehe  Analyst  den  Beweis  auf  sehr  seharfsinnige  UnteMuehungen  r,n 
grflnden  gesracht,  die  aber  gleichwohl  nicht  zu  deni  gewunschte»  Ziele  gefftbrt  ha- 
beq . welches,  wenn  wir  uns  nicht ‘irreti,  auch  auf  diesem  Wege  nicht  erreicht 
werden  konnte.  t 

Der  Verfasscr  der  Abhandlung,  welcher  diese  Aiizoige  gewidmet  ist,  be- 
trat  die  Bahn  der  hnlierii  Aritlimetik  zu  einer  Zeit,  wo  ihra  alio,  frit  hem  Arbeiten 
nndrer  Geometer  in  dieser  Wissenschaft  gnnr.  unhekannt  waren : diesem  1’nistandc 
ist  es  hauptHiiehlich  zuzusehreiben,  dass  er  uberall  einen  ganz-Xigenthilrtilirhen 
Gang  genonnnen  hat.  Jcnes  Fundamental-Tbeorem  fnnd  er  zwar  srhon  sehr  frflh 
dnrch  Induction ; allein  erst  ein  ganzes  Jahr  spilter  gelang  es  ihm  , nach  vielen 
Schvrierigkeiten  uud  vergeblieben  Versuchen , den  ersten  vollkommen  strengen 
Beweis  aufzutinden , der  im  vierten  Abschnitte  scinei  Disquisitione*  arithmeticae 
entwickelt.  ist ; dieser  Beweis  griindctsich  aber  auf'  sehr  mflh.sanie  und  weitlduftige 
Anseiuandersetzungen.  fn  der  Folgc  kam  er  noch  auf  drei  andro  Beweise , die 
zwar  von  jener  Vnbequemlielrkeit  frei  sind,  aber  dagegen  andre  sehr  tieflietrende 

* • « » « » A • 

und  ihrem  Inhalte  nach  ganz  heterogene  Untermcbungen  vorans  se  tzen : der  eine 
dieser  Beweise  ist  gleielifalls  in  dem  angefithrten  Werke  Art.  202  niitgetheilt. 
die  beiden  audero  werden  zu  threr  Zeit  liekannt  gemaclit  werden.  Jimtver  blieb 
also  noch  der  Wunsch  ilbrig.  dass  es  mOglich  sein  mBchte,  einen  kttrzcrn . von 
fremdartigeu  Untersuchungen  unabhangigeti,. -Beweis  zu  entdei  ken.  l)ejr  Vcrf. 
bofft  daher , dass  die  Freundo  der  hdliern  AritJimetik  mit  Veignfigen  einen  fuut- 
ten  Beweis  sebeu  werden,  der  in  gegenwSrtiger  Abbandlung  auf  weniger  ais  fflnf 
Seiten  vorgetragen  ist,  und 'in  jeder  Hnisicht  niehts  zu  wiinschen  ubrig  zu  lasscn 
scheint.  Bei  der  gedrSngten  Kfirze.  worin  dieser  Beweis  aligelksst.ist.  kdnnen 
wir  freilieh  liier  von  deni  Gange  dcsselbcn  nur  eine  unvollkojnmene  Idee  geben: 
inehr  wttrde  hier  aber  audi  uni  so  fiber tliissiger  sein,  da  der  XV Ite  Band  der  Com- 
mentationes, worin  er  bereits  abgedruckt  ist,  uilchstens  ersebeinen  wird. 

Die  Grundlage  des  JleWeises  ist  folgender  ueuer  I sdirsat/ : Wenn  p eine 
positive  ungerade'  1’riniz.ahl.  k eine  beliebige.  dureh  )>  nieht  theilbhrc,  ganzc 
Zahl  b edentet;  wenn  ferner  unter  den  Res  t en,  die  aus  der  Division  der  j {p — l) 
Producte  k.  2 k.  Zk  ...  . i p I k dureh  p entstelien,  in  allen  sicli  p Reste  bo- 
tinden  , die  grfisser  ais  1 />  sind  (also  J \p — I ) — ja.  solche,  dic  kleiner  siud,  ais 
J p) , so  wird  k ein  quadratischer  Rest  von  p sein,  wenn  p.  gerade  ist,  hingegen 
ein  qnadratisther  Xiehtrest.  wenn  p uugerade  ist.  Die  Zahl  p,  die  bloss  von  k 
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und  p abh&ngig  ist . inag  durch  das 


eine  Reike  voh  Schl&ssen,  dio  keiues 


Durch 
dans, 

wenn  k und  p zwei  ungerade  Zahlen  sind,  die  keineu  gemeinschaftlichen  Tlieiler 
haben,  allemal  (k,  p)-\-{p,  F)  + l {^ — °*rl?  gerade  /ahl  wird:  daraus 
folgt  also,  dass.  so  oft  k und  p beide  von  der  Forni  4«-)- 3 sind,  nothwendig 
eine  der  Zahlcn  [k,  p),  [p,  k)  gerade.  die  audere  ungerade  sein  mus»;  in  allen 
flbrigen  F&llen  hiugegen , d.  i. ' so  oft  beiden  Zatilen , k und  p . oder  wenigsteiis 
einer,  die  Forni  ’4n-f-l  eukommt,  werden  nothwendig  entweder  [k.  p),  [p.  k)  ' 
beide  migleich  gerade,  oder  beide  zugleich  u ngerade  seiu,-  Hieraus  folgt,  in  Yer- 
bindung  mit  obigem  Lehrsatze,'  die  Walirheit  des  Fundaniental-Theorems  von 

selbst. Auf  demsellien.Wege,  auf  dem  diese  Resultate  gefuudcn  werden,  wird 

in  der  Abhamllung  /.ugleieli  eiit  neuer  Bewds  fiir  die  oben  erwahnten  beiden  Spe- 
\ cialsfitze  gegeben : es  lfisst  sicli  nemlich  leiclit  zeigen  , dass  — I , /»)  = 

also  gerade  oder  ungerade.  je  n achdem  p die  Forni  4*-f-l  oder  4i»-J-3  hat;  eben 
so  wird  (2,  j>)  ^ J (j» — t.),.  wenn  p die  Form  hat,  und  (2, p) ^ + 1 ). 

wenn  p von  der  Form  4 n -(-  3 ist , daher  (2,  p)  gerade  wird.  so  oft  p die  Forni 
H »-(-1  oder  8» + 7.  hat,  hingegen  ungerade . so  oft  'p  von  der  Form  8 »-(-3 
oder  8%-|-5  - i»#5  . ",  • . . * . •-  ».  • . 
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OAUidfrinchc  (felehrte  Ansttgen.  1898  September  It. 


• . ’ . ; ' ’ *•* 

Jiine  vrin  Hrn.  Prdf.  Oaubs  der  kOnigt.  BocietUt  (Jrr  Wissenschriften  flberge- 

bene  Vorlesun#:*  ' ' *****  * ‘ .>••  *. 

NM»*;**  * • , . ,‘  • » -n  . ‘f’*}».- >•**<**• 

. Summatio  quarumdam  serierum  singularium  , g 

rt  •'*'*  • 

hat  zum  Zweck,  *einA  merkwflrdige . ztir  Theilung  das  ftreises  gehfirige,  Unter- 

snchung,  wozu  der  Grund  bereits  in  den  Disquisitionibus  Arithmeticis  gelegt  war, 

ausfflhrlichor  und  in  grOsseref  Allgemeinheit  zn  entwickeln.  sie  mit  vollstAndigen 
• • V • • • • , 
Bcweisen  zn  versehrin,  und  ihren  unerwnrteten  Zusanimenhaiig  mit  An  dem  wieh- 

tigen  Wahrheiten  zn  zeigen.  Wenti  a ei  ne  Primzahl , k'  eine  beliebige.  durch 

«>  nicht  theilbare,  ganze  Zahl.  io  den  Hegen  ^“3  80°  bedeutet,  und  die  verschie- 

denen,  linter  den  Zahlen  1,  8,  3,  4,  . . n — 1-  befindlichein  quadratisehen  Reste 

voti  n dureli  a,  a\  a*  u.  s.  w.,  hingegen  die  nach  Ausschhiss  dieser  von  jenen  Obrig 

blpiberiden,  oder  die  quadratiscben  NicKt-Reste  von  b,  durch  b,  b'.  b“  u.  s w.“  vor- 

gestellt  werden  : $o  ist  in  dem  angefflhrt<*n  Werke  Art.  356  bewiesen,  dass  in  dem 

Falle,  wo  n von  der  FoVm  4«-f-t  ist, 

cosa/no  + cos  a'A:to  + cosa'^a>-f- etc.  i . , 

— cos44‘«J  — cos  Kk  tu  — cos  b"kui — etc.  t • 


"S* 


und 


sifi  a'k  w -(-  sin  dk  o>  -f-  siri  a"k  «n  + etc.  j • 

— siri  bkta  — sin  b'k  to  — sin  b"k  m — etc. ' 
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hingegen  in  dem  Falle,  «wo  n von- der  Form  4 m-|-  3 ist , die  Summe  der  ersten 
Reihe  =r  0,  und  die  der  zweitcn  = +\/n  wird.  Das  der  WurzelgrSsse  vorzu- 
setzende  Zeichen  hfingt  von  dem  Werthe  der  Zahl  k oder  viehnehr  von  desseri  Re' 
lation  zu  n ab,  und  liisst  sich  leicht  fur  alie  Werthe  von  k bei  einem  gegebeneh 
Werthe  von  n bestimmen,  sobald  es  fur  einen  bestimmt  ist.  Man  kann  nemlich 
zeigen.  dass  fur  alie  Wcrtbe  von  k,  welche  qnadratische  Reste  von  n sind.^durcB- 
aus  einerlei  Zeichen  gilt,  und  dann  das  entgegengesetztc  fflr  alie  diejenigen,  die 
quadratische  Nichtreste  von  n sihd.  Da  in  dem  angefflhrten  Werke  die  L nter- 
suchung  so  weit  liereits  gefflhrt,  Und  nur  die  Iiestimmung  des  Zeichens  fiir  irgend 
einen  Werth  von  k nocb  fibrig  war:  so  hfitte  man  glauben  sollen,  dass  uach  Bc- 
seitigung  der  Hauptsache  diesc  nahere  Besfimniung  sich  leicht  wtlrde  ergSnzen 
lassen,  um  so  melir,  da  die  Induction  daftir  sogleicli  ein  ausserst  einfaches  Re- 
sultat gibt:  fflr  k — 1,  oder  fiir  alie  Werthe,-  welche  quadratische  lieste  von 
/»  sind,  muss  nemlich  die  Wur/,elgrftsse  in  obigcit  Fonneln  durchaus  positi v ge- 
nomrneu  werdeu.  AUein  bei  der  Aufsuchuug  des  Beweises  dieser  Bemerkung  tref- 
fen  wir  auf  ganz  unerwartete  Schwierigkciten,  lind  dasjenige  ^crfahren,  welches 
so  genugthucnd  zu  der  Bestimtnung  des  absoluten  Werths  iener  Reihen  fflhrte, 
wird  durchaus  unzurcichend  befunden,  wenh  fcs  dic  vollstandige  Udttimmung  der 
Zeichen  gilt.  Deu  metapkysutcheu  (iruud  dieses  1’hanomens  um  den  bei  den  Fran- 
/osischen  Geometcrn  ublichen  Ausdruck  zu  gebrauchen)  liat  uian  in  dem  Uin- 
stande  zu  suchen,  dass  die  Analyse  bei  der  Theilung  des  Krciscs  zwischcn  den 
Bogen  u>,  2(o,  3ui ...  (n  — l')(o  keinen  Unterschied  naacht.  sondern  alie  auf  gloi- 
che  Art  umfasst;  und  da  hiedurch  dic  Unterauchung  ein  neu  e*  interesse  crhiilt: 
so  fand  Hr.  l'rof.  (i.  hierin  gleichsaiu  eiue  ,kufforderung , nichts  unversuclit  zu 
lassen , udi  die  Schwierigkeit  zu  beseitigen.  Erst  naeh  vielen  und  mannigfalti- 
gen  vcrgcblichen  Versucben  ist  ihm  dieses  auf  einem  auch  an  sich  selb&t  merk- 
w iirdigen  Wege  gelungen.  Er  geht  nemlich  von  der  Summatiori  einiger  Reihen 
aus.,  dercu  Gliedcr  unter  folgender  Fonn  bogriffen  sind: 

(T-o)  (■-**)■•  ■ ■ ** 

n ..  • 

Bezeichnet  man , der  Kflrze  halber,  einfr  solche  Yunctioii  durch  /«,  p, , welche. 
wie  in  der  Abhandlung  gezeigt  wird,  immer  eine  fjtutst  Fuuction  von  x ist:  so 
brechen  die 'Reihen  *•  *-  ■ • 


* i 

a .i 
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I — (m,  1)  + (m,  2) — {m,  3}  etc.  ‘ 

etc. 


= (1— x)(!— i4) . . . (1— i"  ') 


= -(l+X*)(l+i)(l-f  **)’■  ; 
...  . . . • | . « 


nach  dem  /w  — {—  t “ten  Gliedc  ab,  insofern  m eitic  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  und 
dfe  Sum  me  der  ersten  Reihe  wird  fflr  gerade  Werthe  von  m 

* 

und  = 0 fflr  unge  rade  Werthe  von  m ; hingegen  die  Summe  der  zweiten  lieihe 
wird  allemal 

Audi  fflr  gebrochcnc  und  negative  Werthe  von  m fBhrt  die  Summation  dieser  Rei- 
lien  auf  interessante  Resultate . obwohl  dieselben  zu  der  gegenwfirtigen  Absicht 
nicht  notliig  sind:  wir  begnflgen  uns,  nur  eines  derselben  hier  anznfflhren  Die 
nnendliche  Reihe  , . •* 

m/  ...  * V • 

l-f^x+Xs-f-.r'-|-.r,0-|-  etc. 

wo  die  Exponenten  die  Trigonalznhlen  sind . ist  das  Product  aus  den  Factoren 

l-a*  "l-V “ •*  '+• 

; — - X r^Xr^.X , — -5  etc. 

* — * i-t xr  i — x 1 — r % . • . 

oder , wenn  man  lieber  will , aus  " • • .» • * ■ ' * • 


l+.r)*(l4-  xxf  ( 1 ^-x1)4  ( 1 + x4)1  etc. 
( * , **  • * • 


Jk  ‘S 


% 


_ . m*  „ 

(1 — x)(l  — xx)(t  — x*)(l — x4)  etc. 


Die  Entwickolung  der  Aijt,  wie  diese  Summationen  auf  den  H&uptgegen- 
stand  angewandt  werden . wflrde  uns  hier  zu  weit  fflhren : wir  dflrfen  die  Leser 
um  so  eher  auf  diese  selbst  verweisen,  da  sie  bald  im  Druck  erscheinen  wird.  Jene 
obeu  angefttlirten  Summationen  sind  nur  eine  specielle  Anwendung  von  der  Sum- 
mation folgender  Reilien : 

l-(-cosA’U)-l-cOs4X-cu-|-cos9^'to-l_etc--i-co8(« — l)’£ii>  = T 
sin  A’ io  -(-.sin  4 ku>  -f-  sin  9 k io  -(-  etc.  + sin  (»  — 1 )*  k io  =r  V 

welche  in  der  Abhandlung  fflr  alie  W'erthe  von  k,  und  ohne  die  Einsohrankung. 


Ji  \ 

•Digitized  by  Google 


158 


AN&EISB. 


dass 


und 


n eint  Primzahl  sei , gelelirt  wird-  lis  wird  namlich  gczeigt , dass 
T = + V*-  T—  ±yn,  T = 0.  T — 0 

U=±)Jn,U= =0,  Ut=KU=±^n 


wird , 1e  nachem  n von  der  Forni  4 m,  4 m-|- 1,  4 w+2,  4i»4-3  rcsp.  ist;  das 

' # w 

Zeichen  der  Wurzelgrbsse  huitgt  hier  wiederum  von  k ab,  und  die  die  Unterschei- 
dung  vieler  einzelnCr  Falle  nOtiiig  machende  Bentinunung  desselben  auf  zwei  ver- 
schiedenen  Wegen  wird  so  entwickelt  und  bewiesen,  dass'  nichts  zu  wiinschen 
ubrig  bleiben  wird.  Die  Vergleichung  dieser  beiden  Wege  unter  sicli  fflhrt  nodi 
auf  folgenden  sehr  raerkwflrdigen  Ijehrfsatz:  Wenn  n das  Product  aus  eiuer  be- 
liebigen  Anzahi  ungleicher  ungerader  Primfcahlen  a,  b,  c,  d u.  s.  w.  ist.  unter  wel- 
ehen  sicli  zusainmen  p voirder  Form  4m-f-3  befinden;  wenn  ferner  unter  jenen 
Factoren  zusammeu  v Vorkummen , vou  dereu  jedem  das  Product  der  Obrigen 
alsoresp.  ^ u.  s.  w.)  ein  quadratischer  Nichtrest  ist;  so  wird  v gerade 

s'ein,  so  oft  p von  der 'Form  4 m oder  4m-j-l  itt,  hingegen  ungerade, 'so  oft  p 
von  der  Forui  4m  + 2 oder  4m-|-3  ist.  Von  dieswm  .Lehrsatze  ist  das  bekannte 

» ’ * i 

Fundameutal-Theorem  bei  den  quadra tiscken  Resten  nurein  specieiler  Fall,  sowie 
u/ngekelirt  jener  leiclit  aus  diesem  abgelcitet  werden  kann.  Man  sieht  sidi  also 
durch  diese  Untersuchungen  zngleich  im  Besitz  von  eitiem  vierten  Beweise  dieses 
wichtigen  Theorema . welches  von  dem  Verf.  zuerst  auf  zwei  ganz  verschiedenen 
Wegen  in  den  Disquisitionibus  Arithmeticis  und -auf  einem  dritten  ebon  so  versclue- 
denen  unlangst  in  eiuer  eigehen  Abhandlung  bewiesen  war. 
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Aro  10.  Februar  wurde  der  K&nigl.  Societ&t  von  Hm.  Hofr.  Gauas  eine  Vor- 
lesnng  eingereicht , fiberseUrieben  : • . • 

Theorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis  demonstrationes 

et  ampliationes  novae'.  • 

Ks  i st  eine  Eigenthiimlichkeit  der  hohern  . ArithmeUk  , dass  so  viele  ihrer 
schonsten  Lehrsaize  mit  grOester  I^eichtigkeit  durch  Induction  entdeckt  werden 
kSnnen . dereu  Beweisd  j edocti  nichtx  weniger  ais  nahe  liegen , sondern  oft  erat 
nach  vielen  vergebliehen  Venuchen  mit  Uiflfc  tiefeindringender  Untersuchungen 
und  glttckliclicr  Combinationen  gefunden  werden.  JDiess  merkwurdige  1’hanomen 
eutspringt  au»  der  oft  wunderbaren  Verkettuug  der  verschiedenartigen  Lehren  in 
jenem  Tlieile  der  Mathematik,  und  eben  daher  kommt  es,  dass  haufig  solehe  Lehr- 
sitze , von  denen  anfangs  ein  Beweis  Jahre  lang  verge bbcli  gesucht  war,  spkter- 
hin  sicii  auf  mehreren  gans  verschiedenen  Wegen  beweisen  lassen.  Sobald  ein 
neuer  l<elu*satz  durch  indueticm  entdeckt  ist,  hat  man  die  Auffindung  irqend  emes 
Beweises  freilich  ais  das  e rate  Erfordemiss  *u  betraehten : ailein  uachdem  ein,  sol- 
cher  geglflckt  ist , darf  man  in  der  hfibern  Aritiunetik  die  Untersucbung  nicht  im- 
mer  ais  abgeschlosseu  und  die  AufspQrung  auderer  Beweiae  ais  flbertiussigen  Laxus 
ansehen.  Denn  theils  konunt  man  gewdhnlich  auf  die  schdnBten  and  einfachsten 
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Beweise  nicht  zuergt,  uiid  dtum  ist  gerade  die  Finsicht  in  die  wunderbare  Verket- 
tung  der  Wahrheiten  der  htibern  Arithmetik  dasjeuige , was  einen  Ilauptreiz  die- 
ses  Studium»  ausmacht,  und  nicht  selten  wiederiun  zur  Entdeckung  nener  Wahr- 
heiten  filhrt.  Aus  diesen  Griinden  ist  hier  die  Auftindung  neuer  Beweise  fflr  schou 
te  hckannte  Wahrheiten  ofters  fur  wenigstens  eben  so  wichtig  anzaschen , ais  die 
lintdeckung  der  Wahrheiten  selbst.  Kennern  der  hoheru  Arithmetik  anni  3iese 
Betrachtungen  nicht  neu ; nmn  wgiss,  dass  ein  grosser  Tlieil  von  Eplers  \ierdieu- 
sten  um  dieselbe  in  der  Auftindung  von  Beweisen  fur  Lehrsatze  bcsteht.  die  schon 
von  Fermat  wie  es  scheint  durch  Induction  gefunden  waren. 

Die  Lehre  von  den  quadratischen  Restengibt  einen  einleuchtenden  Belegzu 
dem  vorhin  Gesagten.  Sie  bernhet  hauptpachlich  auf  dem  sogenannten  Funda- 
men tal-Tlieorum,  welches  darin  besteht,  dass  die  wechaeheitigen  Ilelationen  zweicr 
(unfceraden  positiven)  Prirazalilen  -ait  einander  (in  sofern  der  eine  quadratischer 
Itest  oder  Niclitrest  der  uuderu  ist)  eiuerlei  siud,  so  oft  eine  der  Primzahlen  oder 
beide  unler  der  Forni  4 A — f- 1 stejien.,  entgcgengcsetzt  aber , so  oft  beide  Prim- 
zahlen  von  der  Forni  4 it-)- 3 sind.  Fflr  solche  I-eser,  die  mit  derdiOhcrn  Arith- 
metik weniger  bekannt  sind,  crinncrn  wir , dass  eine  ganze  Zahl  quadratischer 

Itest  einer  andern  heisst,  wenn  die  erstere  um  ein  'VieUaohes  der  andern  vermehrt 

■ ' ■ , . r . ‘ . 

ein  Quadrat  geben  kann;  Xichtrest  hingegen,  wenn  diess  nicht  mSglich  ist.  Die 
Geschichte  dieses  schonen  durch  Induction  ausserst  leicht  zu  tindenden  Lehrsatzes 
wollen  wir  hier  nicht  voUstSndig  wiederholen,  sondern  nnr  bemerken.  dass  der 
Verfasser  vorliegender  Abhandlung , nach  Anfangs  ziemlich  lange  vergehlieh  an- 
gestelltcn  Untersuchungen,  nach  imd  nach  bereits  vier  unter  sich  ganz  verschie- 
dene  Beweise  gegeben  hat . wovon  zwsi  in  den  Disquisitionibus  Arithmetici * ent- 
halten  sind,  der  dritte  den  Gegcnstand  einer  eigeneu  Abhandlung  im  sechzehnten 
Baudc  der  Commentationen  ausmacht.  und  der  vierte  in  eine  Abhandlung  summa- 
tio  quarumdam  serierum  singularium  im  ersten  Bande  der  Commentatione*  recentia- 
res  verwebt  ist;  flber  diese  beiden  Abhandlungen  kann  inau  unsere,. Anzeigen 
1806.  Mni  12uudSept.  10  nachsehen.  wo  aueh  vollstandigere  gvschichtliehe 
Nachweisungen  befindlich  sind.  Dass  der  Verf.  bei  diesen  vigr  Beweisen,  unge- 
achtet  jeder  derselben  ftlr  sich  in  Rficksicht  auf  Strenge  nicht*  zu  wiinsohen  flbrig 
liisst,  uoch  nicht  stehen  geblieben  ist,  bedarf  zwnr  bei  deo  Freunden  der  hflheru 
Arithmetik  keirjer  llechtfertigung ; indessen  wflrde  er  doch  wahrscheinhch  sich 
nicht  so  eifrig  bcmflht  haben.,  jenen  Beweisen  noch  audere  hinzuzuftlgen , wenn 
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nicht  ein  besonderer  l mstand  ihii  dazu  veranlasst  liatte.  der  hier  ecwahnt  wer- 
den  mus».  >Seit  dem  Jahre  IhOa.hattcer  nemiic-h  angefangeu,  sicli  init  den  Theo- 
rien der  ( uhifcchen  uud  biquadratischen  Reste  zu  bcschiiftigen , welche  noch  weit 
reichhaltiger  und  iritoressnnter  sind,  ais  die  Theorie  der  quadratiseheu  Reste.  Es 
zeigten  sicli  bei  jenen  ITntersuchungen  dieselben#Krseheinungen  wie  hei  der  letz-  . 4* 
teru  , ’ nur  gleichsain  niit  vergrossertem  Massstabe.  Uurcli  Inductum,  sobuld  nur 
der  rechte  Weg  dazu  eingeschlagen  war,  fenden  sich  sogleich  eine  Auzahl  hiiehst 
einfacher  Thcoreme , die  jene  Theorien  ganz  ertohbpfen.  init  den  fttr  die  quadra- 
tisclien  Reste  geltenden  Lehrsiiteen.  eine  Uherraschende  Aehulichkeit  haberi,  und 
namentlich  aucli  zu  dem  Ftindamentaltheorem  das  Gegenstdck-  darbieten.  Allein 
die  Schwierigkeiten , f'Qr  jene  Lehrsabze  ganz  befriedigende  Beweise  zu  iindcn, 
zeigten  sich  hier  noch  vjel  grosser , und  erst  nach  vietam , eine  ziemliche  Reihe 
von  J ah  ren  hindurcli  fortgesetzten  Versuchen  ist.es  dem  Verfasser  endlich  gelun- 
gen,  sein  Ziel  zu  errcichen.  Die  grosse  Analogio  der  Eehrsatze  selbst  , bei  den 
quadra tisclien  und  hei  den  hflliern  Res t en , liess  vermuthen.  dass  es  auch  analoge 
Beweise  fflr  jene  und  dicse  geben  mflsse ; allein  die  z.uerst  f(lr  die  quadratiseheu 
Reste  gefundenon  Beweisarten  vertrugen  gar  keine  Anwendung  auf  die  hohern 
Reste,  und  gerade  dieserUmstand  war  der  Bewegungsgrund.  fflr  jene  immer  uoch 

t • f • 

andere  neue  Beweise  aufzusuchen.  Der  \ erf.  wunscht  dalier.  dass  man  die  vor- 
liegende  Abhandlung , die  fflr  die  Theorie  der  quadratise.hen  Reste  noch  einige 
neue  Hfllfsquellen  erfitfhet.  ais  VorliUifcrin  der  Theorie  der  cubischen  und  biqua- 
dratiseheh  Reste 4»etruehte.  die  er  in  Zukunft  bekaunt  zu  machen  denkt,  und  die 
zu  den  schwierigsten  (jegenstanden  der  hohern  Aritlimetik  gehbren. 

Die  gegenwartige  Abhandlung  besteht  aus  dreien  von  einander  unabhftngi- 
gen  Theilen.  Sic  entbalt  nemlich  den  ffinften  uud  aechsten  Beweis  des  Funda- 
men tdl-Theorgms  und  eine  neue.  mit  dem  dritten  Beweise  zusammeub&ngende 
Methode,  zu  entscheiden,  ob  eine  vorgegebene  ganze  Zahl  von  einer  gegebtmcn 
Primzahl  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  sei.  1'nter  den  vier  ersten  Beweisen 
war  der  dritteunstreitig  derjenige,  der  die  griisst*  Einfachheit  niit  1 nabliangig- 
keit  von  fremdartigen.Untersuchungen  vereinigte,  daher  ihn  auch  Legendrk  in  die  . 
neue  Ausgabe  seines  Exmi  d’une  theorie  des  nombres  aufgeuommen  hat.  Der /iin/te 
Beweis  scheint  dom  dritten  in  beiden  Jlinsiehten  wenigstens  gleich  zu  kommen. 

Beide  Beweise  lmben  iusofem  einige  Verwandtschaft.  dasesie  von  eineiu  und  dem- 
selben  Lehusatze  ausgehen,  sind  aber  bei  der  weitern  Austfihrung  viillig  von  ein- 

21 


¥ 


Digitized  by  Google 


M * 


162  ANREIGE. 

% 

ander  versthieden.  Dieser  Lehnsatt  besteht  in  Folgendem : Wenit  m eine  fposi- 
tive  ungerade)  Rrimzahl;  M eine  ganze  durch  m iricht  theilbare  Zghl  bedeutet. 
wennferner  unter  den  Resten , die  aus  der  Division  der  Producte 

’ /3. ''  ' ffiv  vkiWr  - » 

M,  23/.  4 M — 

■ ■ ■ , .■  '*  * 

durch  m entstehen,  die  Anzahr  deijenigcn , die  grosscr  ais  -}  m sind.  durch  n 
befceichnet  wird,  so  ist  M quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  m,  jenachdem 
n geradc  odcr  ungerade  ist.  Um  ilun  zu  dem  BeWeise  des  Fundamentallehrsatzes 
zu  gelangen , wird  angenonnnen , dass  auch  M eine  ungerade  positive  Primzahl 
und  N in  Beziehung  anf  3/  and  m dassclbe  bedeutet,  was  n in  Beziehung  auf 
»»  und  M ausdrftckt . so  daas  N geradc;  oder  ungerade  entscheklet . ob  m qua- 
dratischer Rest  oder  Nichtrest  von  M ist.  Durch  eine  selir  kurze  Reihe  von 

4 

Schlfissen  zeigt  der  VerfasSer,  dasS  die  Atizahl  aller  poajtivcn  ganzen  Zahlen.  dic 
zugleich  kleiuer  ais1  {mM  sind,  mit  m dividirt 'einen  Rest  kleiner  ais  f-m. .und 
mit  M dividirt  einen  Rest'  kldiner  ais  \M  gebei»,  • 

■ ; r,  •"  f=.  *.(«•— 

und  folglich  allemal  * • 

• — >>(M — 4)  — f*  — t— 

• * * N , , 

...  • * * * 

eine  gerade  Zahl.  sei.  So  oft  also  wenigstens  eine*  der  Zalilcn  m,M  von  der  Forni 

4/t-j-l  ist , inithin  i («•  ■ — 4 ) (M — J)  gerade,  wird  auch  n-{-N  gerade  «ein.  folg- 
lich entwedcr  n und  N beide  gerade , oder  beide  ungende.  Wfcnn  hingegen  so- 
wohl  m ais  M von  der  Fgrm  4 A-f  ■*  i®t,  wird  nothwendig  »+ A7  ungerade, 
folglich  eine  dor  Zahlen  n.  N gerade , die  audere  ungerade  sein.  Hierans  folgt 
in  Verbindung  mit  obigem  Lehnsatze  das  Fundamcntal-' Theorem  von  selbst. 

• Der  sechete  Bcweis  ist  zwar  von  glcicher  KttrZc  uud  Coucinnitat  wie  der 
fdnftc,  beruhet  aber  doeh  auf  etwas  kdnetlichcrn  Combinatioaen.,  Der  bcschranktc 
Raum  dieser  Blatter  erlaubt  nur,  mit  UebergeUung  des  Eineelnen,  hier  das  Maupt- 
moment  zu  beruhren.  Es  bezaichuen 

p,  q zwei  (ungleiclie  positive  ungerade1;  Pritnzahleu , . • 

a eine  sogenannte  radix  primitiva  fur  den  Modulus  p,  d.  i.  eine. durch  p nicht 
theilbare  (liier  positive)  ganze  Zahl  von  der  Art,  dass  keinc  niedrigeie  Po- 
tepz  ais.  al>~'  nach  dem  ModuluS  p der  Kinlieit  congruent  wird' 
x eine  unbestimmte  GrOsse 
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C die  functio)!  • . ... 

jr — ,r*+x'  — — etc.'  — ,rK 

wo  (des  bequdmern  Drucks  wegc»)  v r,,  0 . . .1  statt  der  Zahlen  a a , a1, 
a4.  . . al‘~'  gesetst  sind;  . " 

t die  Einheit,  positiv  gcnoiiimen,  vveun  p von  det  Form  4 it  — (—  1 , negativ, 
wenn  p von  der  Form  4 A— f—  3 ist; 

c dic  Einheit.  pos|tiv  genommen,  wenn  wcnigstens  eine  der  Zahlen  p,  q von 
der  Form  ■1  kf\*\  ist,  negativ,  wenn  beide  von  der  Form  4 A — (—  3 sind; 

. y die  Einheit,  positiv  genommen,  wenn  q ein  quadratischer  Rost  von  p ist, 
negativ.  wenn  q quadratisoher  Xichtrest  von  p ist; 

> t>  die  Einheit , positiv  genommen , wenn  p ein  qugdratischer  Rest  von  q, 
negativ,  wenn  p ein  quadratischer  Nichtrust  von  q ist. 

Nacli  diesen  Vorbcreitungon  folgt  leicht  dus  dem  51.  Alt.  der  Disquisitiones 
Arithmeticae , dass  die  Functio»  . • ; • 

• i— ite.  +xlK 

entwickolt  lantcr  durch  q thoilbare  ( 'ai fficieuten  bekommt,  und  daher,  wenn 
diese  Function  — q X gesetzt  wird , X eine  auch  in  Beziehung  auf  die  Cogffi- 
cienten  ganse,  Fjmction  werde.  Durch  SchlUsse,  in  die  nfihor  eiussugehe» , hier  zu 
weitlnufig  sein  wiirde,  wird  in  der  Abjiandliuig  bcwiesen,  dass  die.Function.  qX£ 
niit  etc. -(-x+l  dividirt,  den  Rest  ' 

* . ^ ' ‘ — y)  • ' ‘ ‘ 

gibt . daher  aus  der  Division  der  Function  A c mit  demselben  Divisor  der  Rest 

. , • • i 

he.rvorgehen  wird.  Diese  UrOssc  mus»  daher  iiothwcudig  eine  ganze  Zahl  sein, 
vvoraus.  weil  $6  «=  Piat,  leicht  geschlossen  wird,  dass' 

pHi— ■) y£  < 

durch  q thciRiar  sein  mflsse.  Da  uun  auch  — 6 durch  q nach  einem 

bekannten  Theorem  theilbar  ist,  so  wird  nothwendig  6 = yS  sein,  woraus  wie- 
derum  das  Fundatnental-Tlieorem  von  selbst  folgt. 

21* 
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Das  Fundamental-Theoreui.  verbnnden  init  einigen  bekatinten  Lehnsatzen, 
kann  zwar  zu  einer  zieralich  kurzeu  AuflSsung  der  Aufgabe  dienen , zu  entschei- 
den , ob  eine  vorgegebne  ganze  positive  Zalil  von  einer  gegebnen  Primzahl  qua- 
dratisehor  Rest  oder  Nichtrest  sei,  wic  in  der  Abjiandtuug  ausfiihrlieh  gezeigt  ist. 
Allein  bei  weitcrm  N&chdcnken  uber  den  dritten  Beweis  des  Fnndamcntal-Tlieo- 
rrms  kam  derVerf.  nuf  eine  noch  viel  geschmeidigere  Aujftsung.  welfche  dic  dritte 
Abthciiung  der  Abhaudluug  uusmaeht.  nnd  wovon  wir  hier  bloss  dic  Endrcgel 
hersetzen , inde  tu  wir  die  Entwickelung  itirer  Urttmle  KQrzc  balber  iibergehen. 
AVeun  eutsohieden  wcrdcn  soli,  ob  dic  ganze  positi  ve  Zaltl  weltbe  doroh  die 

# - . j.  ’ » 

Primzahl  a tiicht  tbeilbar  ist,  von  dicser  ein  quadratischer  Rost  oder  Nichtrest 
sci,  so  bible  man,  gauz  nuf  dieselbe  Art,  wie  tvenii  der  grflsste  geinekmchaftliche 
Divisor  von  a und  b gesucht  werden  solite,  dic  CJleichungen 

•'  ‘ a = di-f-c 

* b e=  ,Tc,^'i  ’ ' 'f  * 

c‘=  rtf-j-e 

6 e -j -f  n.  s.  w. ' 

bis  man  in  der  Rcihe  der  Zahlen  a,  b,  c,  d,  e,  f u.  s.  w.  auf  die  Einheit  kommt. 
Man  bezeichne  die  Zahlen  Ia,  } 6,  f c,  jrf.u.s.  w. . mit  Weglassung  des  ihnen 
anhangeuden  liruches  f.,  in  so  fera  einige  der  Zahlen  ■ a,  />,  c,  d u.s.  w.  ange- 
rade  sind,  durch  a,  V,  c,  d u.  s.  w. ; .man  nenne  p dic,  Aiizaldder  in  der.Reihe 
b',  c.  d u!  s.  w.  vorkouunenden  Folgen  zweier  ungeradeu  Zahlen  unmittclbar 
nach  einander , endlich  neune  man  v'  die  Anzahl  derjenigen  ungeradeu  Zahlen  in 
der  Reihe  6,  y,  <5,  e u.  s.  w. , weldhen  in  der  Reihe  b\  c,  .d',  t'  u.  s.  w.  der  Ord- 
nung  nach  eine  Zahl  von  der  Form  4 A*  — (— '1  oder  4 Jk— (—  'ti  entspricht,  Djessvor- 
ausgesetzt , wird  b quadra tischer  Rest  oder  Nichtrest  von  a >eiu , je'  nachdera 
p—}— v gerade  oder  ungerade  ist.  den  eiuzigen  Fall  ausgenolnmen,  wo  zugleich  b 
gerude  thid  a von  der  Farm  S Af  — (—  3 ©dpr  ist,  ia  welchcn  von  jener  Re- 

ge 1 das  Gcgentheil  Statt  findet,  -so  dass  ein  gerades  p-f- v anseigt,  dass  b qua- 
dratischer  Nichtrest  von  a ist,  ein  ungerades  p-f-v  hingegen,  dass  b quadra- 
ti seber  Rest  von  a ist. 
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Gdttinrucbc  gelebrte  Aniei^en.  ms  April  11.  * 

Am  5.  April  fiber  re  ich  te  Hr.  Jlofr,  Gavso  der  Kflnigl.  Societfit  eine  Vprle- 
sung,  fiberschrieben  : 

Theoria  Residuorum  1}  i quadra  tuorum , Commentatio  prima. 

Die  Theorie  der  quadratijchen  Reste  bildet  bekanntlich  einen  der  interessan- 
testen-Thcile  der  Hfihern  Arithmetik,-  welche  man  jet*t  nach  vidtfeeh  -wiederhol- 
teu  1 ' n tersuctpmgen  ais  volldndet  und'  abgeschlossdn  betrachten  kann : die  Ge- 
schichte  desselben  betreffende  Nachrichten  findet  man  in  diesen  Bl&ttcrn  1808 
Mai  13  und  Sept.  10,  und  1817  Mftn  10.  An  letiterm  Orte  sind  aueh  bereits 
oinige  vorlilufige  "Nachrichten  fiber  die  Nachforsclrungen  mitgetheilt , welche  der 
Verfesser  der  vorliegendcu  Abhandlung  scit  dem  Jahre  istifi  fiber  die  verwandte. 
ebfrn  so  fruchtbare  und  intcrrssante , aber  sebr  viel  schwiorigere  Theorie  der  cu- 
bischen  und  biqiuulratischen  Reste  nngustrllt  liatte.  ( ibgleich  schon  damals  im 

■u-  U 3 . 

Uesitz  der  wesentlichen  Momentc  dicser  Theorien,  i st  cr  doch  bisher  durch  andere 
Arbeiten  abgehalten,  Ofieullitlt  etwas  davon  bckaunt  zu  macheri , und  erst  jetst 
ist  es  ihm  moglich  geyvorden , sich  init  der  Ausarbeitung  eines  Theils  dicser  lin- 
tersuchungen  zu  beach&ftigen.  Der  Anfang  ist  jetzt  mit  der  Theorie  der  biqua- 
dratischen  Reste  gemaeht,  die  der  Theorie  der  quadra  tischen  Reste  n&her  ver- 
wandt  ist,-  ais  die  der  cubischen.  ' Inzwischen  bt  die  gegenwfirtige  Abhandlung 
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noch  keinesweges  dazu  hcstimmt , den  aberaus  reiehhaltigen  Ucgenstand  zu  er- 
schttpfen.  Die  Entwickelung  der  allgemeinen  Theorie,  welehe  eine  ganz  eigen- 
thflmliche  Erqeiterung  des  Feldes  der  hijhern  Arithmetik  erfordert , bleibt  Viel- 
mehr  der  kflnftigert  Eortsetzung  vorbehaltcn,  wlhrend  in  diese  erste  Abhandlung 
diejenigen  Untersuchungen  aufgenonjmen  sind , welehe  sicli  ohne  eine  solche  Er- 
wciterung  vollstandig  darstcllen.  liessen.  Von  den  Resultatcn  kann  in  dieser  An- 
zeige  nur  ein  Thdil  ausgekoben  werden. 

Eineganze  Zahl  a heisst  biqnadratischer  Rest  der  ganzen  Zahl  p,  wennes 
/ahlen  der  Forni  — a gibt.  flie  durch  p theilbar  sind;  biquadratischer  Nicht- 
rest  hingegen,  wenu  keine  Zahlen  jener  Form  durch  p theilbar  scin  kOnnen.  Of- 
fenbar  sind  alie  biquadratischen  Reste;  von  p zugleich  qnadratische  Reste  dersel- 
ben  Zahl,  und  also  alie  quadratischen  Nichtreste  auch  biquadratische  Nichtreste: 
allein  nicht  alie  quadratischen  Reste  sind  zugleich  biquadratische  Reste.  Es  ist  zu- 
reicheiid  , die  Untcrsucnungwn  auf  den  Fall  cinzuschriinken.  wd  p eine  Primzahl 
von  der  Forni  tn-f-l,-  und  a hicht  durch  p theilbar  ist,  da  alie  tinderen  Falle 

sieh  leicht  auf  diesen  zuriiekfuhrcn  lassen. 

• • • 

Die  Untersuchungen  fiber  diesfcn  Gegenstand  zerfallen  in.  zwei  Abtheilun- 
gen . je  nrtchdem  p oder  a ais  gegeben  augesehen  wird.  Die  erstere  ist  von  viel- 
geringerer  .Schwierigkeit  ais  die  zweite.  und  verglichen  mit  letfcterer  ais  ganz  dle- 

liientarisch  zu  lietrachten.  Alles  Wesentliche,  wa»  dnriiber  zu  sagen  ist,  enth&lt 
die  Abhandlung  vollstiindig.  **'  ' '* 

Aus  der  zweiten  Alrtheihmg  hingegen  sind  luer 'nur  em  einige  specielle  Falle 
' abgehandelt.  die  aich  ohne  zu  grosse  Zurfistungen  abniacheu  liessen,  nnd  gls  Vor- 
bereitungen  zu  der  kflnttig  zu  gebenden  allgemeinen  Theorie  dienen  kfinnen. 
Diess  sind  diejenigen  , wo  a ■=  — I und  a ==  + 2’  nesetzt  wifd.  Der  erstere 
Fnllhatgar  keine  Schwierigkeit:  es  war  auch  schonin.dem  Werke,  Vixt/uuritio- 
Ht-x  Arithmeticae,  gezeigt.  das*  — t ein  biquadratischer  Rest  v6n  p ist.  so  oft  p 
die  Forni  Sn  + I liat,  hingegen  ein  bloss  quadrat  ischer  Rest  und  biquadratischer 
Nichtreet  von  p . wenn  p von  dor  F6rni  .Sn-f-  .r>  wird.  (ianz  niulers  verliiilt  es 
sich  mit  dem  Fall  nt+2.  Es  jst  /war  langst  liekaunt,  dass  2 und  — 2 
von  p quadrotische  und  also  auch  biquadratische  Niditrgste  sind,  wenn  p die 
Forni.  S »» »4*  5 hat,  und  wenigstens  quadratisehe  Reste,  wenn  'p  von  der  Form 
sn-f-l  ist,  wie  auch  da*M  bci  dieser  Form  vou  p cntweder  -|-2  und  2-. zu- 

gleich biquadratische  Reste,  otler  zugleich  biqnudratisclie  Nichtreste  werden :'al- 
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lein  die  Untcrsebeiduug.  welcher  die^er  beiden  Falle  eintrete.  ist  eine  Uptersu- 
chung  von  viel  haberer  Art . und  es  werden  dazti  in  der  Abhandlung  zwei  ver- 
schiedene  Critericn  entwickelt. 

Das  erste  Criterium  Imngt  mit  der  Zerleguyg  der  Zahl  p in  ein  einfaches 
und  ein  doppeltes  Quadrat  zusammen,  di»  bckanntlich  (da  wie  sehon  bemerkt 
ist,  angenomuien  wird,  dass  p eine  Prituadbl  sai)  innuer  m&gtich  und  nurunt' 

Eine  Art  moglioh  ist.  «Setzl  man  a — gg -(- 2 /< A , so  wird  -+2  ein  biquadreti- 
sclier  Best  von  p , wenn  g von  der  Forni  Ss-r1!  -oder  8« -1)-  7,  ein  biquadrati- 
scher  Nichtrest  hingegen,  wenn  g von  der  Form  S » -f-"  3 oder  sn-f-5  ist. 

Das  zweite  Criterium  Iriingt  zusammen -mit  der  Zerlegung ‘der,  /alii  p in 
zwei  Quadrate  , die  bckanntlich  auch  iinmer  mfiglich  uml  nur  auf  Eine  Art  indg- 
lieh  ist.  Setztman  p = ee+ff, ' und  nimmt  an,  dass  ee  das  ungerade,  ff  das 
g erade  Quadrat  bedeutct,  so  bringt  schon  dio  vnrausgesetzte  Form  von  p = I 
mit  sicli,-  daa*  auch  {/  eine  gerade  Aahl  wird , also  f ( ntweder  von  der  Form 
S m oder  von  der  Form  8j»-|-,4-  im-crstern  FaU  nuir  wird  +2  biquadradscher 
Best,  iiu  atidern  biquadratischer  Nichtrest  von  p sein. 

Wir  deuten  hier  nur  die  Bcraerkung  an,  wozu  die  hiihere  Arilhnietik  so-eft 
Gelegenheit  gibt,  (lass  nioht  «o  wolil  die  Sclioiihpit  und  Jiinfachheit  der  '1'heoreme  . 
selbst . ais  dic  Schwicrigk.it  ihrer  BegvttJidung  sis  votv.Bglich  ruerkwttrdig  maeht. 

Sobald  man  eiinnal  vei.ndiisst  ist.  dusjjtosein  einea  Znstflnmenhanges  zwiechen 

dem  Verhalten  der  Zahl  -F  2 und  den  beiden  angeffiluten  Zerlegungon  der  /ah! 

« " , 

p zii  vetmiHhen,  ist  m ausaernt  loicht . diescn  Zusttmmenhang  durch  Intiuction 
wkklich  zu  eotdecken.  Aiicin  schon  bei  dem  ersten  ( jitertum  rst  der  BcweisrlA- 
fifir  ‘uicht  ganz  leicht  zu  iubreji.  vjiel  ticfer  vemteckt  liagt  er  ftber  bei  dem  zweiten, 
wo  er  mit  auderweitigeu  subtile»  H&lfsuntcrsuchnngen  inuigst  verkettet  ist . die 
ihrerseits  .wieder  zu  einer  merkwUrdigen  Erweiterung  der  Theorie  der  Kreistbei- 
lung  fflhren,  Diesc  wundcrbare  Verkettung  der  AVahrhciton  ist  es  vorziiglich. 
was,  svie  man  achon  oft  bemerkt  hat.  der  bOhera  Arithmetik  einen  so  cigcutli&m- 
lichen  Rciz  gibt.  Dicsu.Uegrflndungan  selbst  vertrage»  Ubrigens  natilrlich  hier 
keinen  Auszug.  und  luussen  in  tlcr  Abhaudlung  eelbst  nachgesehcu  werden.  Ai- 
icin ein  paar  andere  ncue  arithinetische  Theoretne,  welcho  gleachfalla  mit  der  Be- 
griindung  des  zweiteu  Criterium  innujst  verbunden  sind.  verdieuefe  vyohl.  ihrer  i 

Einfachheit  wegeu.  hier  noch  bejodders  herausgehobob  zu  werden.  ‘ 

Wenn  g eine  PrimzahF  von  der  Form  4 A —1—  t ist.  und  = ee-f- -ff  ge- 
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setst  wird  so  dass  te  das  unge  rade . ff  das  gerade  Quadrat  liedeutet;  wenn 
man  ferocr  . '•  ■ 

1 .».8 k = q 

2)  3 1 2/fc  = r 

sAtzt,  so  wird  allemal  + « der  kleinste  Rest  sein,  welcher  hervorgcht,  indent 
man  ^ mit  p dividirt,  und  +/  der  kleinste  Rest,  welchen  man  aus  der  DiVi- 
sion  von  J-rr  mit  p'  erhalt  (kleinsteiv  Rest  immer  so  verstanden,  dass  er  zwischen 
den  Grenzen  — $p  und  -f-  i }>  genommen  wird).  Die  /ahl  wetche  fflr 

p = 5 den  Werth  1 erhalt . kaun  man  ftir  grosse  re  Werthe  von  p auch  in- ful- 
gende Korm  setseii  „ • » 

• ■ • ’ * ■ «.  KK  14  . i» ( p — j)  • 

. } . .1  . i . s . ‘ i 

• , * * * „ • 

Es  ist  sehr  morkwtlrdig,  dass  so  die  Zerlegting  der  /ahl  p in  zwei  Quadrate  ganz 

auf  directum  Wege  erhalten  werden  kann : abet  !fast  noch  merkwurdiger  isrt  ein 
daboi  Statt  firidender  Ncbenurastand.  Allemal  netnlich  findet  man  durth  dieses 
Verfahren  die  Wurzel  des  ungeraden  Quadrat* , «,  mit  positivem  /eichen,  wenn 
«..positir  genommen  . von  derFprm  4 m.-f-t  isi . und  mit  negativem  , wenn  e 
[tositiv  geuommen  von  der  Korm  4 in  — 3 ist.  Hingegen  hnt  fllr  das  /eichen,  mit 
welchem  die  Wurzel  des  geraden  Quadrat*  , f aus  jener  Ojrerafiou  hervajqgeht. 
noch  durchaus  • keine  allgemeinc  Regel  anigefundcu  werden  kftnncn , weder  a 
priori,  noch  auf  dem  Wege  der  1 uduction . und  der  Vcrfasser  eiupfiehlt  daher,  am 
Schlusse.  der  Ahhandlung,  diesen  Gegenstand  den  Kreunden  der  hdhem  Aritlune- 
tik  au  weiterer  Nachiorschung.  fiberzeugt,  dass  mit  dem  Geliugen  derselben  sicli 
zuglcich  eine  ergiebige  Quelle  neuer  Erwaitcrungen  dieses  schdnen  Theils  der 
Nlathemuttk  eroffnen  werdc.*  . 


«y  • ♦ Q4ui»fci»fhe  gclohit®  An*oi*«n-  tssi  Aprilis.  «-  j 

* * • ..."  V'  ‘•-t  ■ ■ V * • 'f'  • - 7'  • A ■»•>■.•■  • 

Mne  ara  \ S.  Apri!  von  dem  Hofr.  Oabw  der  KAnigl.  Societ&t  aberreichte 
Vnrlesung  i /.■«■**  e*’-'-»-*»'** ■ n 8wA»  < ■»>■  ,>,»  -*n  . . . 

TheO  ria  residuorum  hiqmdraficorum , thmmentatio  secunda , 

•*  • H # » *<r  ‘ . e.  .*  * * ♦ ' *.  « ••  *'  ’ V .V'  p r ' 

* * •*  ' 

ist  die-  Fortsetaung  der  bereits  im  sechsten  Bande  der  Commentationes  novae  abge- 
druckten  Abhandlung,  wovoo  aurh  rn  nnsem  Blattem  zu  seiner  Zeit  18*5  April  1 1 
eine  Anzoige  getnacht  Wai.  Auch  dlese  Fortsetzung , obgkich  mehr  «5«  doppek 
st&rker  wie  die  ertte  Abhandlung,  ersrhtipfl  dtra  (iberaps  reiehhaltigen  Gegenstand 
noch  nicht,  und  erat  einer  kdlnftigen  dritten  Abhandluug  wird  die  .Vollendung 
dea-Ganzen  verbehalten  bteiben.  • •» 

Obgleich  die Grundbcgriffe  dieser  Lehren  und  der  Inbalt  der  ersten  Abhand- 
luugals  alldn , die  aus  der  hfthern  Aritbmetik  eiji  Studium  g^macht  haben , be- 
kahut  vorausgesetzt  wrt-den  kflnnen,  wollen  wir  doch  jene  zttr  Bequeinlichkeit 
solcher  Fremide  dieaes  '1’heils'  der  Mathematik,  welehen  die  erste  Abhandlung  nicht 
gleich  zur  Hand  ist,  hier  kura-  in  Erinnerung  bringen.  In  Heaiehung  auf  eine 
beliebige  gftnze  Zahl  p heisst  eine  andere  k ein  biquadratischer  Reat,  wenn  e* 
Zahlem  der  Korm-  r‘—  k'  gibt,  die  diwch  p theilbar  sind;  im  entgegfngeKeteten 
Fall  heisst  sio  biquadratischer  Nichtreat-  von  p.  Es  ist  zureichend.  sich  hiebei  auf 
den  Fall  einzusehranken. . wo  p eine  Primzahl  der  Forni  und  k dureh 
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dieeelbe  nieht  theilbar  ist,  d»  alie  anderc  F&llen  entwedcr  fiftr  sich  klar,  oder  auf 
diesen  zurflckzufuhrcn  sind.  t 

. Fflr.einen  sojchen  gegebenen  Werth  von  ' p zerfallen  s&mmtliche  durch  p 
nieht  theilbare  Zahlen  in  vier  Klassen,  wovon  die  eine  die  biquadratisclien  Reste, 
eine  zweite  solche  biquadratiyche  Nichtreste,  die  quadratische  Reste  von  p sind, 
enthalt,  und  in  die  beiden  flbrigen  die  biquadratiechcn  Nichtreste,  welche  zu- 
gleich  quadrgtisohe  nichtreste- sind , vertheilt  werden..  Das  Princip  dieser  Ver- 
theilung  besteht  darin , das»  allemal  entwedcr  k * — 1,  oder  Ar”-)-!,  oder  k " — f 
oder  £'*-}-/  durch  p t lieilbar  sein  wrrd , wo.  f eine  ganze  Zalil  bedeutet , die 
durch  p tlieilbar  macht.  Jeder,  dem  die  elemcntarische  Terminologie 
bekannt  ist,  sieht  von  seljjst,  wie  diesp ' WorterMjirungen  in  dieselbe  eingekleidet 
werden . » , 

Die  Theorie  dkwer  Classificiruug  nieht  -nur  fur  den  an  der  "OberflSche  lie- 
genden  Fall  k = — t,  sondem  auch  fttrdie,  subtile  Halfsuntersuchungen  er- 
fordemden,  Falle  k — + 2,  findet  sieh  in  der  ersteu  Abhandlung  ganz  vollendet. 
lm  Anfang  der  gegenwartigen  Abhandlung  wird.nun  *u  grossern  VVertben  von  k 
fortgeschritten : man  braucht  aber  dabei  zuuiichst  uur  solche  in  Betracht  au  zio- 
lien , die  selbst  Primzuhlen  sin^.  und  dei;  Krfolg  zeigt,  dass  die  Resultate  am  ein- 
fachsten  ausfallen,  wenn  man  die  Werth©  positi v oder  negativ  nimmt,  je.  nachdem 
sie.  absolut  betrachtet,  von  der  Fortn  4 •»-+-!  oder  4a»-f-3  sind.  Die  induotion 
gibt  hier  eofort  init  grosser  Leichbgkeit  eme  reiche  Erote  von  neuen  Lchrs&teen. 
wovon  wir  tiier  nur  ein  paar  anftthren.  Die  Numerirung  der  Classeu  uiit  I,  2,  3,  4 
wird  auf  die  Kalle  bezogen , wo  A®  den  Zahlen  1 , f,  — 1,  — / congruent  wird; 
■ugleich  ist  fftr  die  Zahl  f iiiuner  deijenige  Werth  aiigenoiumeii.  wekher  a-\-b/ 
durch  p theilbar  madit,  wenn  aa-j-bb  die  Zerlsgung  von  p in  ein  ungerades 
und  ein  ge rades  Quadrat  vorstellt.  8o  findet  sich  durch  die  Induction,  dass  die 
Zahl  — 3 allemal  fcu  der  Classe, 1,  2,  3,  4 gehort,  je  nachdem  -4,  a-f-4,  a,  &,—rb 
durch  3 theilbar  ist;  dass  die  Zahl  -j-6  der  Reihenach  zu  jenen  Classe  n gehtfrt 
je  nachdem  4,  a— -4,  a,  a+4  durch  -6  theilbar  ist;  dass  die  Zahl  — >-7  in  die 
Chnse  1 fSlit,  wenn  a oder  6;  in  die  Classe  2,  -wenn  a— 24  oder  a — 34;  in 
dieClaase  8,  wenn  a — '4  oder  a-j-4;  in  die  Classe  4,  wenn  a-f-24  oder  a-(-34 
durch  T theilbar  ist.  Aehnliche  Tlieoreme  ergeben  sich  in  Beziehung  auf' die 
Zahlen  — 11,-  -f-ta,  -f*17,  -^-19,  — 23  q.  ».  f.  8o  leicht  sich  aber  alie  derglei- 
cben  specielle  Theoreme  durch  die  luduction  entdecken  lassen,  so  schwer  scheint 
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es,  auf  diesem  Wege  ein  allgemeines  Gesetz  fOr  diose  Formen  auizutinden,  wenn 
auch  manches  Gemeinschaftliche  bald  in  die  Augen  filii t,  und  noch  vici  schwerer 
ist.es,  fflr  diesc  Lehrsiitze  die  Bewepie  zu  finden.  • Die  fflr  die  /ahlen  -f-  2 und 
— 2 in  der  ersteu  Abhandlung  gebrauchten  Methoden  vertragen  hier  keine  An- 
wendung  mehr ; und  wenn  gleiih  andere  Methoden  ebenfalls  das , was  sich  auf 
die  eruto  und  dritte  Classe  besieht,  zu  erledigen  dienen  kiinnten , so  zeigen  sich 
doch  solche  zur  Begrflndung  von  nnlistdndufen  Bpweisen  uu  tanglieh. 

Mnn  erkennt  demnach  bald , daas  man  in  dieses  reiche  Gebiet  der  htthem 
Arithmetik  nur  auf  ganz  neuen  Wegen  eiirdrihgen  kaan.  Der  Verf.  batte  schon 
in 'der  ersten  Abhandlung  eine  Andeutung  gegeben,  dass  dazu  eine  cigenthfim- 
liche  Krweiterung  des  ganzcn  Feldes  der  hflhern  Arithmetik  wesentiich  erfbrder- 
lich  ist,  dbne  damals  sich  nfiher  darflber  zu  erkl&ren.  worin  dieselbe  bestehe;  die 
gegenwdrtige  Abhandlung  ist  dazu  bestiramt.  diesen  Gegenstand  ins  Licht  zusetzen. 

Ks  Ist  diesos  nichts  anders , ais  dass  fflr  die  wahre  Begrflndung  der  Theorie 
der  biquadratischen  Keste  das  Feld  der  hflhern  Arithmetik , welches  man  sonst 
nuT  auf  die  reellen  ganzen  /ahlen  aasdehnte,  anch  flber  die  imaginarcn  erstreckt 
werden  . und  diesen  das  vflllig  gleiche  Bflrgerrccht  mit  jenen  eingerfiumt  werden 
inuss.  Sohuld  man  diess  einmal  eingesehon  hat,  erteheintjene  Theorie  in  einem 
ganz  neuen  Lichte,  und  ihro  Resultate  gewinnen  eine  hfichst  flborraschende  Ein- 
fachheit.  , 

Khe  jedoch  in  diesem  erweiterten  Zahlengebiet  die  Theorie  der  biquadrati- 
schen  Keste  sefbst  entwickelt  werden  kann  •,  mflssen  in  jenem  die  dieser  Theorie 
vorangehenden  Lehren  der  hflhern  .Arithmetik , die  bisher  nur  in  Beziehung  auf 
reelle  /ahlen  bearbeitet  sinti , an  diesej  Krweiteraug  Theil  nehraen.  Von  diesen 
vorg&ngigen  Untersuchungen  kbnnen  wir  hier  nur  F, iniges  anfflhren.  Der  Verf. 
nennt  jede  Grftsse  a -f-  A i , Wd  a und  A reelle  Grttsscn  bedeuten.  und  i der  , 
Kflrze  wegen  anstatt  — J geschrieben  ist,  eine  complexe  guuze  Zahl . wenn 
zugleich  a und  b ganze  /ahlen  sind.  Die  complexen  Grdssen  stehen  also  nicht 
den  reellen  entgegen,  sondem  enthalten  diese  ais  einen  speciellen  Fail,  wo  A — (l, 
unter  sich.  > /ur  bequemen  Handhabung  war  es  erforderlicb , mchrere  auf  die 
complexen  th-fluseu  sich  beziehertde  Begriffsbildungen  mit  besondern  Henennun- 
gen  zu  helegen , welche  wir  aher  in  dieser  Anzeige  zu  umgehen  tuchen  werden. 

So  wie  in  der  Arithmetik  der  reellen  /ahlen  nur  von  zwei  Kinheiten.  der 
positi ven  und  hegativen , die  Kede  ist,  so  haben  wir  in  der  Arithmetik  der  com- 
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plexen  Zahlen  vier  Eiuhcitcn  -f-1 , — *-l,  —i-  Zmammengesctat  hejwl  eiiif 

complexe  ganze  Zahl,  wenn  sie  ilas  Produc  t aus  zwri  von  deu  Rinhciten  vcrschie- 
denen  g&pzen  Factoren  ist : eine  complexe  Zahl  hingegen , die  eine  solchc  Zerle- 
gunig  in  F actore  ii  nicht  zulasst.  heisst  eine  complexe  Primznhl.  So  ist  z.  fi  die 
reclle  Zalil  3,  auch  ais  complexe  Zahl  bctracli tot,  eine  Primzaltl,  -wfiliretid  & uls 
complexe  Zahl  /usaminengesetzt  ist  = ( 1 — (->  2 * ) ( 1 — St*).  ,El>en  so  wie  in  der  litt- 
hern  Arithuictik  der  reeilea  Zahlen  spielen  auch  in  deu  erweiterten  Fdde  dieser 
Wissenscliaft  die  Pnmzahlen  eide  Hauptrolle. 

.*  Wirdeine  complexe  ganze  Zahl  a-4-6»  ais  Modulus  angenounnen,  solas- 
se* sicli  aa  -f-W  untcr  sicli  nicht  congruentes'  und  nicht  niehrere.  complexe  Zah- 
len aufstellen , von  dcnen  einer  jode  vorgegebene  ttauze  couiplexe  Zalil  congruent 
seiu  mtus.  und  dia  raun  ein  vollst&ndiges  System  incongruentcr  Resto  nebnen 
kann.  Die  sogeoaunteo  kleinsten-und  absolut  kleinstcn  Reste  in  der  Aritlnnetik 
der  raellen  Zahlen  hahen  auch  liier  ihr  vollkoinmcnes  Analogou.  So  beoteht  z.  B. 
fur  deu  Modulus  4 -f-  8i  das  vollstandigc  System  der  absolut  kleinsten  Reste  aus 
dan  Zahlen  0,  1, >,  — und  •— f ».  • Fast  die  sammtlicheu  Untersuchnugan  der  vier 
eraten  Abschnitte  der  Buquisitimet  Aritfimeticae  tinden  mi  t «dnigen  M odilieiUioncn, 
auch  in  der  erweiterten  Arithuictik  ilireu  Platz.  Das  beruhmte  Forma  tsche  Theo- 
rein  x. B,  uiiuint  hier  Fulgende  Gestui  t an:  Wenn  e)  ne  complexe  Prim- 

zahl  ist,  und  k eine  |}urch  jene  nicht  theilhare  complexe  Zalil,  so  ist  iiumer 
kaa "■ 44  ' s 1 fiir  den  Modulas  a-f-ii.*  Glans  besoudcrs  merkwurdig  ist  es  aber, 
dass  das  Fundamen  Udtheorem  ffir  dic  quadratisrhen  Reste  id  der  Arithnmtik  der 
cum  plcxcii  Zahlen  sciu  voUkoinioencs,  uur  hier  noch  cinfacheres.  Gogeustuck  liat: 
sind  nemlich  a hi,  . t t lh  complexe  Priinzahleu.  so  dass  a und  A uugefadc. 
/>  und  B gerade  sind , so  iat  die  /crate  quadmtischer  Rcst  der  zueitcn , wenn  dic 
zweite  quadrutwcher  Rest  der  ersteu  ist.,  lungegcu  die  erste  quadra tiseber  Nicbt- 
rest  der  zweiten,  wenn  die  zwoite  quadratischer  Miclitrcst  der.  ersteu  ist. 
i-  |u  Inde  m dk  Abkajvdlung  nach  diesen  \ onintersuehuugeu  zu  der  Lcitre  von 
ileti  biquadratisclien  Resten  aelbst  iiliergehl,  uinl  xuvdrderst  anstatt  der  blossen 
Untcrscheidung  z-wischen  biquadiatischcu  Resten  und  Niehtreateii  eme  Verthei- 
luhgdei  durohden  Modulus  nicht  tlieilbarert  Zahlen  in  vier  Classen  iestgesetzt. 
Ist. nemlicli  der  Ali >n uliis  eme  compli  ve  Primznhl  wo  inuuer  a ungerade. 

b gerade  vonuisgeeetzt.  und  der  Kflrze  wegen  p staM  geschrieben  wird. 

uud  k eine  complexe  durch  a-\-  hi  nicht  theilbaie  Zald,  so  uird  alleuial  k'  p~': 
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einer  der  Zuhlcn  — 1 . — H,  congruent  sein,  und  dadurch  eine  Yerthoi- 

lnng  s&mmtlicher  durdh  ^ + 6»  nicht  theilbarer  Zahlen  in  rier  Classen  bogrfln- 
det,  denen  der  Reihe.nach  der  biquadratisehe  Character  «,  1,  3,  3 beigclegt  wird 
Offcnbar  bezieht  sich  der  Clmractor  0 aiif  die  biquadratischen  Reste,  die  flbrigen 
auf  die  biquadratischen  Jv  ichtreste , und  zwar  so,  dass  dem  Character  2 zugleieh 
quadratiseiie  Reste,  deu  Cliaractern  t und  3 hingegen  qnndratische  Nichtreste 
entsprechen.  * • ••  • v 

j Man  erkenut  leicht,  dass  es  hauptsachlich  darauf  ankommt . diesen  Cha- 
racter bloss  fflr  solche  ^Verthe  von  k bestinimcn  zu  kdnncn,  die  selbst  conrplexe 
Primzahlen  sind , und  hier  fiihrt  sogleich  die  Induction  zu  hfiehst  oinfachen  Ro- 
sultaten.  •.  1 •*  y-  , ■».  I'  - vy  \ 

Wird.  zuerst  k-=±  1 — j—  s • gesetzt,  so  zeigt  sich,  dass  der  Character  dieser 
Zalil  allemal  ==  1 : — «a-f-2<i6 — 2bb+i) (mod.  4)  wird,  und  iiimlicl»  Ausdrflcke 
finde n sich  fflr  die  Falle  ici — »,  k = l-f-i,  k = -1— 1— ».  • 

Ut  hingegen  A = <*+■!>»  eine  solche  Pritnzahi,  wo  a ungerade  und  6 ge- 
rade  ist,  so  ergibt  sjch  durch  die  lnductiort  sehr  leicht  ein  dem  Pundainentalthco- 
rem  fflr  die  ((uadralisdien  Reste  ganz  analoge*  Reci prQo  i ta txge setz , welches  ani 
einfaclwten  auf  follende  Art  au&gedrtlckt  werden  kann  : ■[ 

• Wenn  sowold  a-f-t» — I ais  a-f-A — 1 durch  4-  tiieilbar  sind  (auf  welchen 
Fall  alie  Ojtrigen  leicht  zuruckgefiihrtwerden  kdnnen  , und  der  Character  der  Xahl 
in  Beziehung  auf  den  Modulus  a-(-6«  durch  X,  hingegen  dorCharacter 
von  a-i-A»  in  Ueziehung  auf  den  Modulus  a+(ii  durch  / liezeichnet  wird : no 
ist  X " i,  weun  zuglcicli  eine  der  Zahlen  6, ‘.6  iQder  beidei  durch  4 theilhar  ist 
hingegen  X ^ i,  wenn  keine  der  Zahlen  f>,  b durch  4 theilhar  i*t. 

Diese  Theorenie  euthalten  im  GruBde  alie*  Wesentliche  der  Theorie  der  bi- 
quadratischen  Reste  in  sich:  so  leicht  es  gber.  war.  sie  durch  Induction  zu  ent- 
deckep,  so  schwer  ist.  e»,  strenge  Ueweise  filr  sie  zu-geben.  bosondem  ffir  das 
zweite , das  Fuudainentaltheorem  der  Ifiquadratischen  Reste:  Wegen  des  grossen 
Uinfnnges.  zu  -welchem  schon  die  gegeuwfirtige  Ahhandlung  angewachsen  ist,  sah 
sich  der  \ erfasser  genbihigt , die  Darstellung  des  Beweises  fflr  das  letztere  Theo- 
rem,  iu  dessen  Bcsitz  er  «eit  ‘20  Jahren  ist,  fur  eine  kiinftige  dritte  Abliandlung 
zurCick/ulasscu.  Dagegen  ist  in  voriiegender  Ahhandlung  nocli  der  vollstfindige 
Beweis  fUr  das  erstore  die  Zahl  I -f-»  hetretfende  Theorem  (vgn  weichem  die  an- 
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dereu  flr  1 — »,  — I — fr  *,  — 1 — » abhangig  sind)  initgetheilt,  wolcher  schon  eini-1 
gen  Begriff  von  der  Yerwickjuiig  de»  Gegenstandes  geben  kaun. 

Wir  h&bea  nun  nocb  einige  aligemeine  Anmerkungen  beizufttgen.  Die  Ver- 
setzung  der  Lehre  vou  den  biquadratiscilieu  Kesteu  io  das  Gebiet  der  uomplexen 
/ablen  kdnnte  vieilcicht  manchcm.  der  mit  der  Natur  der  iniagiuaren  Griissen 
we  niger  vertraut  unii  in  fulschen  Vorstellungen  davou  befaugen  ist,  anstbssig  uud 
unuatdrlich  scheinen  , und  die  Meinung  veranlassen , dass  die  Untersuchung  da- 
duroh  gleiclisam  in  die  Luft  gestellt  sei.  eme  schwankcude  llaltung  bekomiuo. 
und  sich  von  der  Anschaulichkeit  ganz  entferue.  Nicht»  wflrdc  ungpgrilndeter 
sein . ais  eine  solche  Meinung.  lm  Gegentbeil  Ist  die  Arithmetik  der  complexert 
Zahlen  der  anschgulichsten  Versinhlichung  fahig,  und  wfenn  gleich  der  Verf.  in 
semer  diessmaligen  Darstellung  eine  rein  arithinetische  Bebaudlnng  befolgt  hut, 
so  hat  er  doch  auch  fur  diese  die  Kinsicht  lebendiger  macbeude  und  deshalb  sebr 
zu  empfehlende  Yersinnliehuug  die  nothigen  Andeatungen  gcgeben  , welche  fiir 
selbstdenkeude  Leser  zureicliend  sein  werden.  So  wie  die  ubkoluteu  ganzeu  Zah- 
len durcli  eine  in  einer  geraden  Linie  unter  gleichcn  Entfernungen  geordncte  Keihc 
von  Punkteu  dargestellt  werden,  in  der  der  Anfangspunkt  die  Zalil  U.  der  n&chste 
die  Zahl  I u.  s.  w.  vertritt;  und  so  wie  dann  zur  Darstellung  der  negativeu  Zah- 
len nur  eine  unbegrenzte  Yerlaugerung  dieser  Rcihe  auf  der  entgegengesetzten 
Sei  te  des  Anfangspunkts  erforderlich  ist:  sobedarf  es  v.ur  Darstellung.  der  com- 
plexen  gatizen  Zalden  nur  des  Zusatzes , dass  jene  Keihc  ais  in  einer  bcstinunten 
unbegrenzten  Ebene  betindlich  angeselien.  und  parullel  mit  ihr  auf  beideu  Seiteu 
eine  unbeschrankte  Anzahl  fihnUcher  Keihen  in  gleichen  Abstiiuden  von  einander 
angenommen  vverde,  so  dass  wir  austatt  einer  Keihe  Von  Punkteu  ein  System  von 
Punkteu  vor  una  haben,  die  sicli  auf  eine  zweifache  Ait  in  Keihen  von  Keihen 
ordnen  laasen,  und  cur  liildung  ei  aer  Eintheilung  der  ganzon  Ebene  in  lauter 
gleiche  Quadrate  dienen.  Der  nachste  Punkt  bei  U in  der  ersten  Nebenreihe  auf 
der  eineu  Seite  der  Keihe;  welche  die  reeUerf  Zahlen  repr&sendrt,  bezielit  sicli  dunn 
auf  die  Znhl  i.  so  wie  der  nachstc  Punkt  bei  o in  der  ersten  Nebenreihe  auf  der 
andeni  Seite  auf  — • u.  s.  f.  Bei  dieser  Darstellung  wilK  die  Austfthrung  der  arith- 
metitchen  Operationen  in  Ueziehung  auf  die  complexen  Grttssen  , die  Gongruenz. 
die  Bildung  eines  vollstandigcn  Systems  incongcuenter  Zahlen  fttr  einen  gege- 
bencn  Modulus  u.s.  f.  einer  Versinulichuug  tiiiug . die  uichts  zu  wttnschen  Qbrig 

llisst.  «■  • 

$ • 
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Von  der  andeyn  tipite  wird  hicrdurch  dic  wahre  Metaphvsik  der  lmnginfiren 
(ircissen  in  ein  neues  helles  Licht  gestellt.  ••  . t»  '• 

Unsere  allgemeine  Aritiimetik , von  deren  Umfang  die  Geometrie  der  Alten 
so  weit  flberfiflgak  wird,  istgan»  die  NchOpfung  der  neuem  Zeit  Frsprflnghch 
ausgehend  von  dem  Begritf  der  absoluten  ganzen  /ahlen  liat  sie  ihr  (rebiet  stufen- 
weise  erweitert;  zu  den  gahaen  Kahlen  sind  die  gebrochenen , au  den  rationalm 
die  irrationalen , zu  den  yiositiven  die  negativen.  zn  den  reellen  die  imaginiiren 
hinzugekommeu.  Diess  Vorschreiten  ist  aber  immer  anfungs  mit  furcbtsam  zfi- 
gerndem  Sckritt  gesehehen.  Die  ersten  Algebraisten  nannten  noch  die  negativen 
Wunseln  der  Gleichnngen  falsche  Wurzeln.  und  sie  sind  es  aucb,  wo  die  Auf- 
gabc/  auf  welche  sie  sicli  bczichcu,  so  oingekleidet  vorgetragefi  ist,  dass  die  Be- 
schaffenheit  dfer  gesuchten  (irosse  kein  Entgegeugesetztes  /ulfisst.  Allein  «o  we- 
nig  inan  in  der  Ajtgemrinen  Arithmetik  Bedenken  hat,  die  .gubrochenen  /ahlen 
mit  aufzunebtucn , obgleich  es  so-viele  zahlbare  Dinge  giht,  Wobei  eine  Hritchzahl 
ohne  Siun  ist,  eben  so  wenig  durften  in  jener  deu  negativen  /alilen  gleiche  Kechte 
mit  den  positi  ve  n deshalb  versagt  werdcn . woil  unzfihlige  Dinge  kein  Entgegen- 
gesetttes  zulaSscn : die  ReahtSt  der  negativen  /alilen  ist  hinreichend  gerechtiier- 
tigt.  da  sie  in  nnzahligen  audem  Kallen  ein  ad&quates  Subutmt  tindcn,  Darflber 
ist  inan  nun  freilich  seit  langer  Zeit  im  Klaren:  allem  die  den  reellen  (irdssen 
gegenflbergestellten  imaginiircn  — - ehemals , und  hin  und  wieder  noch  jetzt,  ©b- 
wohl  uiLschicklich , unmfipliche  genannt  — sind  noch  immer  weniger  eingebflrgert 
ais  nur  geduldet , und  erscheinen  also  mehr  wie  ein  an  sich  inhaltleeres  /eicben- 
spiel , dem  man  ein  denkbares.Substrat  nnbedingt  abspricht , ohne  doch  den  rei- 
chen  Tribut,  welchen  dieses  Zeichenspiel  zuletzt  in  den  Kehats  der  Verhiltnisae 

der  reellen  ( irftssen.  steuert . verschmfihen  zu  wollen.  . ••  • V 

A'  >7|k 

Der  Verf.  hat  diesen  hoohvsiehtigen  Tlieil  der  Mathematik  seit  vielen  Jah- 
ren  aus  oinein  verschiedenen  Gedichtspunkt  betrachtet,  wobei  den  imagin&itm 
(irdssen  eben  so  gut  ein  Gegenstand  untcrgelegt  werden  kann . wie  den  ncguti- 
veifres  hat  aber  bisher  an  einnr  Voraulassung  gefehlt.  diesellio  flffentlieh  bestimmt 
auszuspreclien . wenn  gleich  autinerksame  Leser  di?  Spuren  • dnvon  in  der  I71H» 
erschienenen  Selirift  flber  die  (ilekhungeP,  iuid  in  der  Preisschrift  «ber  die  Um- 
bilddng  der  FlSchen  leieht  wiedcrtinden  werden.  In  der  gegenw&rtigon  Abhand- 
lung  sind  die  GrundzOge  da  von  kurz  angegeben;  sie  bestehen  in  Folgendem. 

Positive  und  negative  /ahlen  khmien  nur  da  eine  Anwendpng  tinden  , wo 
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das  geziihlte  ein  .Entgegeageeetetes  hat,  was  mit  ihiti  veremigt  gedafilit  der  Ver- 
iiichtung  gleich  zu  stellen  i st.  Gcnau  hescheu  Sudet  diese  \ oraussetzung  nur  da 
Statt,  «wc  nkht  Nuhstaiizen  'fiir  aieh.  deiikbi»  (icgetistandc;  soiulem  Relutio- 
nen  z.w  isclit‘!i  jo  *zw  den  (-tegcnstsinden  das  geziihltc  sind.  1’ostuUrt  wird  dabei, 
dass  diese  Gesreieitiiuda  auf  cine  besUiniutc  Art  iu  cine  Reihe  geordnot  sind  z.  11. 
A.  71,  C,  1)  . . i .v  i.  nii  dass  die  Kelatiou  des  A zu  B ais  der  Kt  hition  des  /i  /u 
(J  u.s.w.  gleich  bctruehtet  werden  kunu.  Hier  gehort  non  zu  dem  Rcgrift  der 
Entgegensctr.uitK  uiehts  wc-itor  ais  der  1'mtuusck  der  Glitder  der  Kelatiou.  *o  dass 
weiui  die  Kelatiou  oder  der  Uebergaug)  voti  * A «u  71  ais  ,4-1  e iit.,  dic  Rclation 
von  71  zn  .1  dmr It  -r- 1 dargestcllt  werden  mu»,  hisotern  alse  «nae  aoichc 
Keibe  aut  beiden  Seiton  unbegrentU  ist.  reprQqealirt  jede  reeliegauzc  Znhl  die 
Kelatiou  eines  beliebig  ais  Anfang  gewahlten  Gliedes  zu  eiiicm  br  tiimiiti  n ffliedr 
der  Keibe.  ■ t’  ■ ■ . , - - * - • > l 

4 * ‘ 

Sind  altor  dio  l iogeustaude  vou  solcber  Art,  tlass  aiemicfU.ui  Kitie,  unitu 
gleich  unbegrenztc , Reihe  georduet  werdou  kouocu . sondtrn  sich  ttur  in  Reiboit 
von  Rcihen  ordnou  la#sen,  oder  was  das.selbe  ist.  bildcn  nje  eiue  Munnigfultigbeit 
von  xwei  Diuieusionen ; verbale  os  sich  dann  init  dcu  Relatione»  ei  ner  Reihe  zu 
einer  andern  oder  den  l fltcrgaiigeu  aus  eincr  in  dic  audere  auf  cine  fdmliche 
VVeise  wie  vorlun  init  den  Uebcrgaugeu  von  cinctu  (j  lietlo  eiltcr  Reilte  7,u  einciii 
andern  Ghede  derselben  Kcilie  , so  bedarf  es  offenbar  zur  Abmessung  des  l eber- 
gauges  von  einem  < dictio  des  Systems  zu  einem  andern  auaser  den  vurigeu  Einhei- 
ten  -f-l  und  — t noch  zweier  andern  unter  sicli  aucb  entgegengosot/.ten  -f-i  und 
— i.  Offenbar  muss  aber  tlukei  uocli  poxtulirt  werden . dass  die  Eiulicit  i alie- 
tnal  den  l ejbergang  von  cincju  gegebenen  Gliede  emor  lieilte  zn  einem  bestimmten 
Gliedc  der  umnittelbar  angreii/enden  Reihe  tezcicbne.  Auf  diesc  Weise  wird 
also  das  System  auf  eine  doppelte  Art  iu  Reiheu  von  Keihen  georduet  werden 
kdunen.  • * ■ - . > . ■ , • ■ ,>  « . 

Der  Mathetnaiiker  abstralurt  giuizlich  von*  der  Resehfrifenheit  der  Gegeu  - 
stande  and  dem  Ialralt  Uuer  Kelatiiuien , er  hat  es  bloss  mit  der  Abziihlung  and 
VergleichungderRelitlionen  unter  sicli «utlmn:  insofern  ist  er  elten  so,  wie  er 
den  dure li  4-1  und  — t'  bescichneten  Relatione»,  an  sich  betrachtet . 'Gleichar- 

tigkeit  beilcgt.  soltbe  auf  alie  vier  E leniente  ept,  — I,  4**  und  — » zu  erstreeken 

« 

befugt.  . ‘r  i • ,<■  . % • • ' * * * 

Zur  Aiiscluuiubg  lasson  sich  diese  Verkii.ltnu.se  nur  dareh  eimrDarstellung 


Digitized  by  Google 


THEORIA  RESIDUORUM  DI0UADRAT1CORUM.  COMMENTATIO  SECUNDA. 


177 


irn  Raamc  briugen . uud  der  einfach.ste  Fall  ist , wo  keiu  Grund  vorhandeu  ist, 

die  Sjrmbole  (ler  Gegenstande  anders  ais  quadratisch  anzuordnen,  iiidem  man  notn- 
lirh  einie  unbegrensrte  Ebene  durch  zwei  8y  sterne  von  Parallcllinieo,  die  ein&nder 
rechtwinklig  dnrchkreu/en , in  Quadrate  vcrthcilt,  und  die  Durchschnittspunkte 
zu  den  Symbelen  wtihlt.  Jeder  solche  Pmikt  A hat  hier,  vier  Xachbaren  . and 
wenn  innn  die  Kelation  des  A z.u  einom  boaachhartea  Punkte  durch  -f- 1 bczsich- 
net  so  ist  die  durch  — I zu  bezeichnende  von  sclhst  bestinimt.  w&hrend  man, 
welche  der  lieiden  andern  man  will , iilr  -j-i  wahlen,  oder  den  sicli  auf  -p»  be- 
ziehenden  Punkt  nacli  ( iefallen  redite  oder  tinkx  nehrnen  kann.  Dieser  Fnter- 
setned  zwischea  rechts  und  links  ist,  so  hald  iium  vorw&rts  und  ruckwarts  in  der 
Ebene,  und  oben  und  nnten  in  Bezieliung  auf  die  beiden  Seiten  der  Ebene  emmal 
(nach  Gefallen)  feetgesetzt  liat,  i»  skh  vOllig  bestimmt,  wenn  wir  gleicli  unsere 
Anschauung  dieses  Fnterschiedes  andern  nur  durch  Nachweisung  an  wirklich  vor- 
handenen  materiellen  Dingeu  mittheilen  kunuen*}.  Wenn  man  aber  audi  uber 
let/.teres  sich  cntschlossen  liat , sieht  man . dass  es  doiii  von  un.seror  Willkdr  ab- 
liing,  welche  von  den  beiden  in  . Einem  Punkte  sich  durchkreu/enden  Reihen  wir 
ais  Hauptreihe,  und  welche  Kichtung  in  ihr  man  ais  auf  positive  Zahleu  sich  be- 
ziehend  anselien  wollten;  man  sieht  ferner,  dass  wenn  man  <he  vorher  ais  -f-i  ,he- 
handelte  Relation  filr  -)-l  nehmcn  will,  man  nolhwendig  die  vorher  durch  — . I 
besseichnete  Kelation  fiir  +'  nehmen  muss.  Das  heisst  aber.  in  der  Spraeho  der 
Mathematiker , -j-  i ist  mittlere  Proportioiialgrossc  zwischcn  1 nnd  — 1 oder 
eatsprieht  dem  Zeiclten  \ — 1:  wir  sagen  absielitliah  nicht  <He  mittlere  Proportio- 
nalgrfisse,  denn  — i hat  offenbar  gleichcu  Anspruch.  Hier  ist  also  die  Nach- 
weisbarkeit  einer  aiMschaulichen  liedeutung  von  \J—  I voilkoramen  gerechlfertigt 
nnd  mehr  bedarf  es  nieht.  uni  diese  (misse  in  das  (iebiet  der  Gegenst&nde  der 
Aritkraetik  zuzulamen.  "■  * 

Wir  haben  geglaubt,  den  Freunden  der  Mnthematik  durch  diese  kurze  Dar- 
stelhing  der  HaujJtmomente  einer  neuea  Theorie  der  Rctgenannten  imagiuaren 
GrOssen  einen  Dienst  zu  erweisen.  Hat  man  diesen  Gegcnstand  bisher  aus  eincin 
falsclien  Gesiclitspunkt  betraelitet  und  eine  geheimnissvolle  Dunkelheit  dabei  ge- 


*)  Beide  Hemerkungen  hat  schpn  Kut  getoacht,  aber  man  begreift  jnipht , wio  dieser  acharfsinnigc 
Vhiloaoph  in  der  ersteren  einen  Bewei»  fdr  «tine  Meinung,  datu  der  Raum  nur  Form  unserer  ftuasem  Anachtfu- 
ung  sei , m ftnden  glauben  kqnntc,  da  dio  swcite  ao  klur  das  Gegcntheil,  und  dasa  der  Raum  unabhftngig  von 
unaerer  An*chauung*art  eine  reelle  Bedeutung  haben  rausa,  beweiact. 
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tunden.  no  i8t  dies»  grosseritheils  den  wenig  «ohicklichen  BenenuuHgen  zuzuschrei- 
ben.  Hatte  nian  -f-t,  — 1,  nicht  positivo , nudati  ve.,  imaginare  (oder  gar 

unmugiiche)  Einheit,  sonder»  etwa  directe , in  verae,  laterale  Einheit  genannt.  so 
hatte  von  eiuer  golchcit  Dunkelheit  kauni  die  Kede  sein  kOntien.  IX>r  Vrerf.  hat 
*ich  vorbehaJten . den  Uegcustand , welchor  in  der  vorliegendeh  Abhandlung  ei- 
gentlich  nur  gelegentlich  berflhrt  int.  kunftig  volis  tfindiger  zu  bearboiten,  wo  daun 
audit  die  Frage , waruut  die  Kekttionen 
keitvon  melir  ais  zwei  Dimenaionen  d 
meinen  Arithmetik  zuln-ssige  Arten  von 
tung  finden  wiitL  • j^T fcJr' 

ijMF  jRgf  } 


GrOssen 


Dingen , die  eiue  Mannigfultig- 
nioht  noch  audere  in  .der  allge- 
fmnen.  ihre  Beautwor- 
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Gottinguche  gdehrte  Anneigen.  1*0«  Minii. 


Recherches  .v«r  lirreductibilite  Arithmctique  et  Geometrique  des  nombres  et  de  teurs 
puissances.  1808.  (Ohne  Druckort.  25  S.  in  gr.  Quart.) 

■ Eme  Schrift,  deren  Zwcck  dahin  gcht,  dic  irrationale»  WurzelgrSssen  in 
Gestalt  von  rationalen  GrOssen  darzustellen.  Wir  mttssen  uns  begnOgen.  die 
Freunde  der  Matheniatik  auf  dicss  Werkchen  aufmcrksam  gemacht  zu  haben. 
da  die  Grenzen  dieser  BUtter  uns  nicht  verstatten , in  die  Darstcllung  lind  Prfl- 
fung  des  dem  Verf.  eigenthfimlichen  Gesichtspunkts  und  der  von  der  gewQhn- 
lichen  ganz  abgehenden  Behandlung  der  WurzelgrOssen  hier  nmstfindlicher  ein- 
zugehen.  • • . 


Gftttinguche  grichrtc  Anseigen.  IMI  Mftrs  II. 

Cribrum  Arithmeticum , sive  tabula  continens  numero $ primos  a compositis  se - 
gregatos , occurrentes  in  serie  numerorum  ab  unitate  progredientium  usque  ad  decies 
centena  millia  et  ultra  haec  ad  viginti  millia  (1020000).  Numeris  compositis,  per 
2,  3,  5 non  dividuis , adscripti  sunt  divisores  simplices,  non  minimi  tantum,  sed  omnino 
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omnes.  Confecit  Ladislaus  Chebnac,  Pannonius,  A.  L.  M.  Philos.  et  Medie.  Doctor, 
in  almo  lyceo  Daventriensi  philosophiae  professor.  Davcntriac  1811.  (Auf  Kosten 
des  Verfassers.  gedruckt  bei  J.  II.  Lange.  XXII  u.  1022  S gr.  Quart.) 

Der  volis  t&ndige  Xitel  dieses  wicbtigen  und  selir  verdienstlichen  Works  be- 
/eichnet  den  Inhalt  schon  liinreichend : cs  ist  eine  durch  eine  ebcn  so  sorgfaltige 
ais  niuhsame  Arbeit  von  melireren  Jahren  bereclincte  Tafel  fur  allc  cinfache  Facto- 
ren  aller  durch  2,  3 und  5 nicht  theilbaren  /ahlen  von  1 bis  !020000,  sauber 
und , soviel  wir  bei  hin  und  wieder  angestellter  Prufung  gefunden  liaben . sehr 
correct  gedruckt.  Wie  schat/.bar  ein  solches  der  Arithmetik  gemachtes  Geschenk 
sei,  bcurtlieilt  ein  Jeder  leicht,  der  viel  mit  grossem  Zahlenrechniingen  zu  thun 
* hat.  Der  Verf.  verdient  doppelten  I)ank,  sowohl  fiir  seine  hiichst  millisanie  Ar- 
beit sclbst,  wodurch  er  seinen  Namen  den  unvcrgesslichen  von  Rhaeticts,  Prriscus, 
Bbioo,  Vlacxj,  Wolfrah,  Taylob  u.  A.  zugesellt  hat,  ais  fiir  den  gewiss  sehr  erheb- 
lichcn  auf  den  Druck  gemachten  Aufwand,  wofttr  sich  sonst  schwerlich  ein  Ver- 
leger  gefunden  haben  mflchte.  Schon  fifters  sind  dergleichen  Tafeln,  obwolil  mei- 
stens  in  geringerer  Ausdelinung,  berechnet,  aber  entvvcder  ganz  ini  Manliscrij)tc 
geblieben,  oderam  Abdruck  nicht  volleitdet.  Lambert  munterte' bekanntlich  ehe- 
dem  natli  besten  Kriifton  zur  Fortsetzung  der  Panuschen,  bis  1 00000  gehenden 
und  oft  abgedruckteu,  Tafel  auf.  und  einer  von Berkoulu  in  Laiuikrts  Briefwech- 
sel  gegebeneu  Nachricht  zufolge  liatte  Odekkeit  sie  bis  500000  fortgefilbrt,  vvovon 
die  Abscbrift  iu  Sciidlze’»  H&nde  gekommen  war.  Aston  F elkel  hatte  sic,,  wie 
in  der  Monatl.  Correspondeuz  2.  Bd.  S.  223  bcrichtet  wird,  ,bis  zu  zwei  Millinnen 
in  der  llajkdschrift  vollendet,  und  wollte  sie  sptterhin  bis  2460000  geben : al- 
lein  was'  davon  in  Wien  auf  iiffentliche  Kosten  bereits  gedruckt  war,  wurde,  weil 
sicli  keine  Kitufer  fanden,  im  Tiirkenkriege  zu  Patronen  vcrbraucht!  Sogingeino 
verdienstliche  vieljahrige  Arbeit  fur  das  Publicum  verloreu : um  so  mehr  hielten 
wir  cs  fur  1’flicht . die  Erschcinuiig  des  gcgenwartigcn  Werks  hier  anzuzeigen. 
Die  erste  Million  ist  nun  fdr  Jedermanns  Gebrauch  da;  und  wer  Gelcgenheit 
und  Eifcr  fiir  diesen  Gegenstand  hat,  m5gc  daher  seine  Miihe  anf  das  Weitcre 
richteu.  ..  , . , 
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Gottingwche  golehrte  Anteigcn.  '1811  November  i. 


Tablfs  des  diriseurs  pour  tous  les  nombres  dii  deuxibne  miHion.  ou  plus  txaete- 
ment  depilis  1 020000  d 2028000,  avec  les  nombres  premiers  qui  s’y  trouvent.  Par 
J.  Ch.  BtTHCKHARDT,  'membre  de  T institui  imperia!,  du  bu/eau  des  longi  tudes  de  France. 
et  de  phisieurs  autres  socitWs  navantes.  Paris,  1814.  Mnu  V‘  Courcier:  (VIII  u, 

1 1 2 S.  in  Folio.)  . * 

Frtlher,  als-wir  bei  der  Anzeige  der  die  erste  MiHion  umfasscndejn  Facto- 
rentafel  'von  Cubrnao  seu  hoffen  gewagt  hfitten , kdnnen  wir  schoA  die  Vollendung 
und  Erscheinung  einer  fihnlichen  Tafel  f(lr  die  zweite  MiHion  berichten.  I>er  ver-  » 
diente  Verfasser.  dessen  Name.  schon  die  grflsste  Sorgfalt  und  Genauigkeit  ver- 
bflrgt,-  hat  sioh  durch  diese  mOhsame  Arbeit  alie  Freunde  der  Arithmetik  sehr 
verpiiichtet.  Chebkacs  Tafel  ftlr  die  erste  MiHion  gibt  alie  cinfaehen  Faetoren; 
die  Bc*CKHABDT’sche  ftlr  die  sswcite  hingegen  nur  jedesinal  den  kleinsten  Divisor. 
Die  vollstUndige  Zerlegung  einer  Zahl  der  zweiten  MiHion  erfbrdert  al?o  die  Divi- 
sion  mit  dem  kleinsten  Divisor  und  das  Aufsuchen  des  Quotiejiten  in  der  Chbb- 
»Ac’sohen  Tafel':  allein  diese  kleind  Mflhe  ist  von  gar  keirier  Erheblichkeit  gegen 
den  grossen  Vortheil,  die  Tafel  in  cinem  so  viel  kleineren  Raum  eu  besitzen.  w<v 
bei  die  Aussicht  blcibt.  mit  der  Zeit  die  Tafel  noch  bis  zu  zehn  Millioncn  ausge- 
dehnt  zu  sehen.  Die.ZUsanimendrangung  in  den-kleinen  Band  hnt  der  Verfasser 
theils  durch  die  Bcschrfinkung  auf  den  kleinsten  Divisor,  tbeils  durch  einen  m6g- 
lichst  bconoruisclien  Druck  mbglich  gemacht.  Wenn  « unbustimmt  jede  der  acht-' 
SSig  Zahlen  unter  300  bedeutet,  die  dnYch  2,  3 und  S nicht  theilbar  sind,  sbist 
flberhaupt  jede  durch  2,  3 und  5 nicht  theilbare  Zahl  in  der  Form'  300n-)-a  be- 
griffen.  AU&achtzig  Zahlen.  flir  welche  » cinerlei  Werth  hat.  finden  sich  in 
Einer  vcrticalcn  Columne,  und  solcher  Columnen  enthalt  jede  Seite  drcissig.  Jede 
Se  i te  umfasst  also  von  neuntausend  in  der  natitrlichcn  Ordnung  fortschreitenden 
Zahlen  alie , welche  durch  2,  3 odcr  5 nicht  theilbar  sind. 

Die  Methode,  nach  welelier  Ilerr  Bcuckhakdt  seine  Tafel  construirt  hat. 
vcrdient  hier  noch  eine  besondere  Erw&hnung.  Er  Hess  ein  Netz  iu  Kupfer  ste- 
clien,  wo  durch  81  horizontale  und  78,  verticale  Linien  ein  in  60  X 77  d.i.  6160 
klciuc  Quadrate  getheiltes  liechteck  gebildet  wurde,  und  davon  die  ndthige  An- 
zahl  von  Abdrilcken  machen.  An  der  Seite  konutcn  sogleich  die  achtzig  Werthe 


i * 


184 


ANZEIOE. 


,-b2 


von  a mit  gestochon  werden;  die  Werthe  von  300  n in  fortlatifendef  Ordnung 
wurden  nui  der  Peder  uber  dic  77  verticalen  Columnen  geschrieben.  stellt' 
jedes  Illatt  nile  durcli  2,  3 und  i>  nicht  theilbnrcu  Zahlon  vor , welche.  Jmter  je 
23100  in  natfirlicher  Ordnung  fortschreiteuden  Zahlen  befindlieh  sind  and  4 1 


Btttter  sind-hinreichend.  eine  ganze  Million  zu  umiassen.  Mnn  sieht  leicht,  dans 
die  Zahleii,  deren  kleiustcr  Thciler  7 oder  11  ist,  auf  jedem  folgenden  Blattc  in 
derselben  Ordnung  wiederkchren . daher  diese  Divisoren  sogleich  auf  die  Kupfer- 
platte  gestochcn  werden  konnteu,  und  mithin  auf  jedem  Blattc  schon  von  selbst 
an  den  gehorigen  PIStzen  erse.hienen.  llm  nuu  die  folgenden  Divisoren  ».  B 1 3 
einautragen , nahni  Iierr  13.  von  uincm  ttberzahligen  Blatt  der  Breite  nacli  bloss 
, 1 3 Columnen , und  indem  er  dasselbe  ais  den  Anfang  seiner  Tafel  betrachtete, 
schnitt  er  alie  die  Quadrate,  die  den  Divisor  1.3  enthalten  mussten,  ans.  Er 
brmuchte  also  dieses  Gitter  nur  auf  die  dreizehn  ersten  Columnen  des  ersteu  Blut- 
tes  an  legen , dann  auf  die  dreiaehn  folgenden  u.  s.  w. , um  sogleich  alie  Piatae  zu 
sehen . die,  insofern  sie  .nicht  schon  7 oder  11  entfaiclten,  mit  13  ausgefflllt 
werden  mussten.  Eben  so  wurde  nachher  mit  dem  Divisor  17  u»s.  w.  verfahren. 
Bis  aum  Divisor  73  reichten  auf  diese  Weisc  die  ubera&bligen  Blfitter  hin : fflr 
die  grotsem  Divisoren  79,83  u.s.  w.  scheiot  Herr  B.  den  Rahmen  aus  zwei  oder 
mehreren  Theilen  zusammengesetzt  zu  haben.  Bci  den  Divisoreii  hingegeu , die 
flber  390  hinausgchen,  zog  Herr  B.  vor,  die  Vielfachen  dnrch  Additum  au  suchen. 
wobei  er  fflr  .den  andern  Factor,  bloss  die  Priinaahlcn  zu  nehmen  brauchte.  Wir 
tinden  diess  ganze  Verfahren  bOchst  zweckmSssig,  und  fvdrden  es  allen  dene  11  zur 
Nachahntung  empfehlcn , die  etwa  Neiguug  haben  sollteo , die  Tafel  noch  weiter 
fortzusetzeu.-  Fflr  die  dritte  und  vierte  Million  bat  inzwischcn  der  Verfasser  selbst 
schou  einen  grossen  Theil  der  Rcelmutigen  ausgeftthrt,  daher  wir  gegrfindete  *HofF- 
uung  haben.  auch  diese  deinuaehst  durch  deu  Druck  bekannt  gemadht  zu  sehen . 


Gutlinguchi' gelckrte  AbzeiRcn.  im*  NovemWr 

Tables  des  diciscurs  pour  lous  les  nam  lires  du  trtisitme  million,  'ou  plus  exacte - 
>nt mt . depstis  2028000  d 3036000,  avec  les  nombres  premiers  qui  s'y  troureat,  par 
J.  Chb.  BmicKHABnr,  tnembre  de  (acadenrie  rogale  des  Sciences,  du  bureawdes  longi* 
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tudes  de  France  et  de  [dumum  autres  sociites  s arantes.  I torte  1816.  Mm‘  V * 

Courcier.  (11  i Seilen  in  Folio.)  ' f 

J)a  wir  bereits  bei  der  Auzoige  der  Tafel  filr  die  Factoren  der  zweiten  Mil- 
lion  die  von  dem  verdienten  Verf.  angcwandte  Bereohnungsmethode  und  die  Eiu- 
richtnng  der  Tafel  selbst  mnstandlieh  beschrieben  haben,  so  konueii  wir  uns  hier 
mit  der  blossen  Anzeige  von  der  Firsdieinung  der  Tafel  fflr  die  dritte  Million  be- 
gnflgon.  In  Kurzem  haben  wir  nnn  auch  noch  die  Tafel  fflr  die  ersle  Million,  auf 
dieselbe  Art  dargestellt  von  dem  Verf.  zu  erwarten,  so  dass  dann  die  ganze  Tafel 
bis  fiber  drei  Millionen  nur  einen  mfissigen  Band  ausmachen  wjrd.  Dem  Verf. 
gebttlirt  daffir  der  Dank  aller  Freunde  der  Arithmetik . die  durch  diese  mfihsame 
Arbeit  ein.Bedarfniss  in  einer  Ausdehnung  befriedigt  sehen,  die  alles . was  nian 
noch  vor  wenigen  Jahren  zu  hoffen  wagen  konnte.  weit  fibcrsteigt. 


• .A  • 


Guttingiichi'  gelehrta  Ansaigen.  1 #17  AugiMt  ». 


Tab/es  dee  dieiseurs , pour  tous  Us  nombres  du  premier  million,  ou  plus  exacte- 
rnent  depuis  I i 10 20000 , arec  ies  nombres  premiers  qui  s’y  trouvent\  par  J.  (Jhr. 
Burckuakdt  , membre  de  tacadfruie des  Sciences  dans  F institui  rqpal . du  bnreau  des 
loiufthides  de  France.  et  de  plusieurs  autres  societis : satantes.  Potis  1617.  Mmr 
V Courcier.  (114  Seitrn  in  Folio.)  . • . • • 

’ Indem  wir . uns  hier  auf  die  Anzeigen  der  Tafel n fflr  die  zweite  und  dritte 
Million  beziehen , kuniiigcu  wir  jetzi  bloss  das  wirkliehe  Erscheinen  dieser  Facto»- 
renlnfeln  fflr  die  erste  Million  an.  Wir  besitzeu  aleo  uunmehr  ein  zusatnmenhan- 
gendes  Uanzes  fflr  die  drei  ersten  Millionen.  Fflr  die  gegenwartige  erste  Million 
bediente  sieh  der  Verfasser  theils  des  Cribrum  Antbmettcum  von  (Jhbknac,  theils 
eiuer  iiandschriltliehen  Tafel  von  Fouemmakk.,  welche  die  Bibliotlu-k  des  Kiiuigli- 
cheu  Instituts  besitzt.  Deutere  war  indessen  niclit  gauz  mit  aller  zu  wfiuscheii- 
den  Sorgfalt  construirt,  und  die  EnUcheidung  in  FAllen . wo  beide  von  einandcr 
abwiehen . welche  von  beiden  Uerht  habe,  war  oft  ziemlich  m illisam.  In  der 
CiiEuxAC  schen  Tafel  zeigte  sich  nur  einc  »ehr  geringe  Anxaltl  von  Fehlem,  welche 
Ilerr  Bckckhardt  hier  mitgetheilt  hat.  - • ,'d  • 
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Aueh  fftr  di»  vierte,  fllnfte  und’  socliste  Million  hat  der  Verf.  die  Materia- 

.*  • •*  » I 

lien  bereits  grosstentheils  vorrathig.  und  er  epbietet  sich..  diese  IdrtseUuug  zu 
liefern,  wenn  der  Verleger  durch  einen  hinreichenden  Absatz  der  drei  ersten  Mil- 
lionen  airigemuntert  wird.  Es  ware  in  der  ThiU  sehr  zu  beklageu.  wenn  die  Kraebte 
einer  se  mabsamen  und  nfttzlichen  Arbeit  der  Welt  entzogen  werden  sollten.  _ 


Anxeigen.  i ^ December  1». 


l)er  KAnigl.  SocietSt  ist  abseiteu  de*  Herrn  EacBOtuui  zu  Thuniqgen  im  K.6- 
nigreich  Wflrtemberg  eine  kleine  Abbandlung  vorgelegt  worden-,  welche  die 


Geometrisehe  Coiutruction  de. s regelmfl.ssigeti  Siebenzehnecks 


zum  Gegenstande  hat..  Die  Allgemeine  Theorie  der  regclmassigen  Vieleeke'  hat 

# 

bekanntlich  durch  die  iunige  Verbinduag,  in  welche  sie  mit  der  hOhej-n  Arithme- 
tik  gebracht  ist,  eine  neue  Gestalt  und  Erwciterifng  erhnlten ; ein,  wenn  gleich 
verhfilttiidsiuassig  nur  kleiner  Theil  dersdben  ist  die  Theorie  derjenigen  Vieleeke, 
dic  sicli  geometrisch  beschreiben  lassen.  Seit  dem  <£eitalter  der  Griechen  Wusstc 
mdn.  dass  das.  Dreieck,  Fftnfeck,  Funfzehueck  und  alie  diejenigen  Vieleeke.  wel- 
che durch  Vecdopplung  oder  wiederholte-  Verdoppluug  der  Seitenzahl  aus  diesen 
entspringeu  , jene  Eigenschaft  haben . und  man  glaubte , hehauptz-te  auch  wold 
ausdrflcklich,  dass  dieses  die  einzigeu  seieu.  Die  hflhere  Arithmetik  hat  gelehrt. 
daaa  dieaes  ein  Irrthum  war : indem  sie  die  Wahren  Quellen  der  ganz  allgemeinen 
Theorie  offen  legte.  ergab  sich  von  selbst.  dass  e»  ausser  den  genahnten  Y’ielecken 
noeh  uiudhlige  audere  gibt , die  geometrisch  conetruirt  werden  kdunen . von  de-, 
neu  dv  Siebenzchneck  das  einfischtte  ist.  Die  I cberlegenheit  der  Analyse.  welche 
das  Allgeraeinste , ,wie  das  Be*ondete  mit  gleicher.  Leichtigkeit  umfasst.  Uber  di» 
Geometrie,  die  immer  beim  Besoadcrn  stehqn  bleiben  mnss , beim  Fortschreiteu 
vbn  den  einfachern  F&llen.  zu  den  zussmme  ngesetetern  durch  stets  vergrOsserte 
Verwicklung  aufgehalten  wird,  und  jenen  den  bekannten  nachsten  Fall  schwcrlich 
jemals  ohne  fremde  liflife  erreicht  hfitte,  zeigt  sich  dabei  im  hellsten  Lichte.  In- 
zwischen  ist  es  immei!  wichtig..  interessant  uud  w&nschehsworth , dass  auch  die 
rein  geometrischen  Bebandhingen  fortwahrend  cultiwirt  werden.  und  dass  die  Geo- 
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metric  wenigstens  einen  Theil  der  neuen  Felder,  die  die  Analyse  erobert,  sich 

aneigne.'  Ref.  ist  niclit  bekannt,  dass  bisher  jemand  die  Constrnction  des  Sieben- 

zehneeks’6ffcntlioh  behandelt  hiitte,  ausser  Herrn  Paukeb  iu  den  Schriften  der 

Kurlaudiscbetl  Ocsellschaft  und  in  seiner  GeOmetrie. , Verschieden  davonund 

mehr  im  rein  geoiuetrisc-heu  Geiste  durehgeiulirt  ist  die  von  Hin  Ehciunokh,  welche 
. • , * . 
in  Folgenden  bestebt.  (Dic  dazu  gebiirige  Figar,  eine  gerade  Liuie,  auf  wdcher 

der  Folgo  nach  die  Puukte  DBG  A I F QE  liegen,  kann  jeder  sich  selbst  xeich- 

nen.)  Eine  nach  Gefallen  angenommene  gerade  Linie  AB  verlfingere  mau  rflek- 

wirts  and  vorw&rts  nacli  C und  D so.  dass  ACx  BC  = AD  x BD  — 4 AB  x AB 

werdcn;  ferner  brstiimne  mau  die  Puukte  -E,  G an  beiden  Seiten  dgr  vej-langer- 

ten  lanre  C\-i  so,'dass  >A  E x £ V = AGxCG=^ABxAB.  und  den  Punkt 

F auf  der-Seite  A der  verlangerten  Liuie  B.A  so,  dass  AFxDF  — ABxAB 

wird : endlieti  tbeile  rtian  A E in  / so,  dass  AIxEI—ABxAF  werde.  wo 

AI  der  kieinere , • und  EI  der  grdssere  Abschnitt  von  A E ist.  Man  mache 

donn  ein  Dreieck , in  welchem  zwci  SeitCn  jedc  = AB , die  dritte  = AI  wird. 

Beschreibt  man  um  dieses  Dreieck  einen  Kreis,  so  wird  A I die  Seite  des  in  deu 

Kreis  beschrielienen  regelmassigeu  Siebenzebnecks  sein. 

* * • 

\ Wenn  man  die  Kicbtigkeit  dieser  (JOnstruction  durcb  die  Vcrgleichuug  uiit 
der  in  den  Disquisitiones  Arithmeticae  .iit.  334  ais 'ein  Beispiel  aufgestellter  Theo- 
rie des  >Siebeuzehuecks  priift,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  jene  nichts  under»  ist. 
ais  die  geumotrische  TeberseUung  derjenigen  Gleicbuugeu , auf  welche  die  An- 
wendung  der  allgemeiuen  Theorie  tflhrt:  iu  der  Tliat  sind  dio  Entfeniuiigcii  der 
Puukte  G,  D,  E,  F,  G,  I von  A nichts  anderes,  ais  die,  Grossen,  die  a.  a.  O.  mit  * 

(8. 1), ,(8\ 3),  (4 : t J,  (4.3)^(4..9),  (3.  I)  bfezeichnet  sind,  wenn  man  das  positive  und 
negative  Zerchtn  durcb  die  Lage  ausdrUckt,  und  die  Entferuung  des  Punktes  B 
von-  A in  eben  dem  Sinn  genommen  s — 1 setzt.  • Allein  das  eigentlich  Ver- 
dienstlicbe  der  Abbandlung  des  Hru.  EhChinokb  besteht  nicht  sowohl  in  der  Auf- 
stellung  der  Construction  selbst,  da  die  Analyse  bereits  deu  eiufachsteu  VVeg  vor- 
geseichnet  hatte,  ais  m der  rein  geometrischpu  liegrUndung  ihrer  KichUgkeit,  und 
diese  ist  mit  so  musterbafter  niubsamer  Sorglalt.  alles  nioht  rein  Eieinentarischc 
zu  vertneiden  , durcligefilbrt , dass  sie  dem  Verf,  zur  Ehre  gereicht,  und  den 
Wuusch  veranlasst,  dass  sein  iu  der  That  uicht  gemeiues  mathematisches  Taieut 
alie  A uf iu  u n te  r u ng-  hn  d en  mdge  < ...  . . * . . . . • . • 

i,  • > * , • * ’ * . * . *(  f f * 

24* 


Digitized  by  Google 


4 


< , GetiingwciM»  gdekrta  Amei^en . i * m Jali  ».  , • 

l 'ntersuehungen  Uber  die  Eigensckaft i»  der  positive»  temUren  quadrati- 
schen  Formen  mn  Luowia  Aitoust  Sekbkr,  Dr.  der  Philoaaphie,  ardenti.  Pro- 
fessor der  PAysik  an  der  Universitat  in  Freilmrg.  Freiimrg  im  Breisgau  i S3J . 

(84«  S»  in  4.) 

Die  Functionea  zweier  unbeKtimmten  GrSseen  x and  y von  der  Gestalt  • 
n.rx-\-  2 bxy-j-cyy . wo  a,,b,  c bestimmte  ganse  Znhlen  vorstollen , -bilden-  be- 
kMtttlwh  unter  dem  Nam  en  der  qnadratiechen  Fame n,  oder.  wo  eine  weitere  Uu- 
tenoheidung  erforderlich  wird,  der  .binUrOn  quadmtiaekm  Forma»,  eincu  det  in- 
teress&ntestcu  undreichhaltigsten  G egens  ttade  der  liBheren  Arithmetik.  Die  da- 
bei  «runftchst  vorkomnienden  Aufgaben : zu  en  tscheideu,  ob  eine  solche  gegebenc 
Form  eine  audere  a x x ’lb  x y -\-  c' y y'  'unter  aich  begreift.  d.  i.  duroh  eine  bub- 
otitutk»  x c=  ax-f  6y\  y — - cy’ . in  welcher  «,  6,  j,  8 genae  Znhlen  sind. 
in  dieselbe  verwandelt  werden  kann ; ob  eine  soiche  Kelettou  zweier  Formen  eine 
gegeaentige-iBt,  wo  die  FbrfOen  ftquivalent  heissen;  femcr  in-  beiden  Fallcu  aQe 
mOglichen  Uttiformungen  der  einen  in  die  audere  aniugebeu  i endlich  alie  mfig- 
lichen  Darstellungen  einer  gegebenen  ganaen  Zald  durch  eine  gegebone  Form  ver- 

mflge  ganser  Werthe  der  unbestimmten  GrOsse»  aufzutindeu diea»  Auigaben 

sind  in  den  IMsquisitumes  Arit/metieae  Tollat&ndig  aufgelttset.  maclieu  aber  von 
dem  die  qundratischen  Formen  betrefienden  Abschnitte  dieses  Works  nur  den  bei 
ijreiten  kleineren  Theilaus.  Die  darauf  fotgenden  feineren  Fnter.suchungeu  er- 
fordcrten  aum  Theil  eine  vorlautige  llearbeitung  eines  um  eine  Stufo  httheren  und 
viel  gffiesere- HehwierigkeHen  darbietenden  Feldes , iwmlich  der  Lehre  von  3hn- 
lichen  Functionen  dreier  unbestimmter  Grfssen  .e,  y.  t . welche  also  die  Gestait 
liaben  aawf-byy  f-rzzr^--idys-{-2h'.cz  -pirxy.  undterft&re  quadrati  «cbt  For- 
men  heissen.  Die  AuMflmnsg  der  dieee  ternaren  Formen  betrefteiiden  Heuptauf- 
gnben  i st  in  dem  erwahnten  Werke  entwickelt , jedooh  nur  eo  weit , ais  su  dem 
angczeigten  Zwecke  notii  wendig  war.  Nach  einera  Zwischenraum  von  dreisaig 
Jahveh  hnt  nun  det  Verfaseor  dee  vorliegenden  Werka  suemt  dieee  Untenuehun- 
gen  wieder  aofgenommen , und  in  Beziehung  auf  die  eine  Hauptgattnag  der  ter- 
n&ren  Formen , neinlich  die  fiobitivcn , dasjenige  was  in  den  Disquisitiones  AritA- 
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mrtirae  unvollendet  gelassen  war,  zur  Vollstfindigkeit  gebraclit.  Ftir  diejrnigen, 
weiche  aus  der  hbhereu  Arithnietik  ein  tiefereh  Studium  gemaoht  haben,  wflrden 
wir  dasjenige,  ww  in  dem  vorliegenden  Werke  Neues  geleistet  ist,  mit  wenigeu 
Worten  hezeichnen  konnen;  allein,  um  auch  audern  verstandlich  au  sein  , mtts- 
sen  wir  una  eiwas  inehr  Ausfflhrliehkeit  verstatten,  und  wir  thun  dies  um  so  lie- 
ber/  da  diese  Untersuchungen  auch  ausserlialb  des  Gebietes  der  hdheren  Arith- 
metik  ein  eigenthflmliches  luteresse  liabeti. 

Die  Kigehschaften  ciner  biniireu  Form  axx^ibxy  -{-cyy  hfingen  vor- 
nehmlich  von  der  Zahl  bb — ac  ab.  weiche  daher  der  Detcrmiuant  jener  Form 
iieisst.  /wei  iiquivalente  Formen  haben  aHemal  gleiche  Determinaiiten.  Allein 
nicht  alii  Formen,  die  einen  gegebeneji  Doterminantcn  haben.  siud  darum  schon 
aquivnlont , vielmehr  zerfallen  solche  Formen  in  eine  kleinere  oder  grttssere,  aber 
stet»  endiiche  Anzahl  von  Klassen,  so  dass  die  zu  einerlei  K lasse  gehOrigen  unter 
sich  fiquivalent . die  zu  vesechiedenen  Klassen  gchfiretiden  hingegen  nicht  Squi- 
valent  sind.  Durch  Formen.  deren  Determinant  positiv  ist  iasscn  sich  ohneFii- 
terschied  positive  und  negative  Zahlen  darstellen ; hingegen  dureh  Formen  mit 
negativem  Determinanten  sind  nur  solche  /ahleu  darstellbar.  weiche  mit  a und 
C einerlei  Zcichen  haben,  daher  hier  positive  und  negative  Formeu  unterschieden 
werden.  Die  einiitchsten  Formen  in  jeder  Ivlasse  haben  bestimmte  K rite  rien, 
heissen  reducirte  Formen,  und  kfinrien  ais  Itcprfisentanten  der  ganzen  K lasse  bC- 
trachtet  werden-.  •*■  j ' 

Achuliche  Verh&ltnisse  in  Beziehung  auf  die  ternfiren  Formen  sind  in  ilen 
liiaquisitionts  Arithmeticae  narbgewiesen.  Determinant  der  ternfiren  Form 

• . , ,4'  ■ * .'  ' 

icxy 

heisst  dic  Zahl 

«i  a! a -|-  b b’b'-\-  c cc  — ate- i—  ‘i ahc 

V ■*>£•  (p-  • • ••  „ ••  '•  • . ••  ••  -•  •'  ' » 

Ahch  hier  ist  zur  Aequiyalcnz  zweier  Formen  die  (ileichheit  der  Deternunnnteu-  er- 
tbrderlich.  aber  nicht  zureic-hend,  sondeni  sfinimtlichc  Fojrmen  mit  einem  liestiium- 
teu  Determinanten  zerfallen  in  eine  endiiche  Anzahl  vos  Klassen.  in  deren  jeder 


die  einfaohsteu  Formen  reducirte  heissen  konuen  und  alie  iibrigen  gleielisam  re- 
prfisentiren..  Mit  dem  Un  terso  laede  zwischen  positiven  und  uegativen  Formen  ver- 


hfilt  es  sich  aber  hier  auders,  als  bei  den  binaren  Formen.  F'iir  jeden  gegebenen 
Determinanten.  er  sei  positiv  oder  negativ.  gibt  es  tlieils  Formen,  durch  weiche 
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ohne  Unterscbied  positive  oud  negative  Z&hlen  darstellbar  sind  (indifierente  For- 
meoi . theils  solche  Formen , -dnrch  die  cntweder  nur  positive  oder  nur  negative 
/alilen  sicli  darstpllen  las&en  (positive  oder  negative  Forpnen(;  allein  positive  For- 
mpB  gibt  es  nur  fdr  negative  Determinantem  und  negative  nur  Fftr  positive.  Ue- 
brigens  ist  es  von  selbst  kiar.  dass  die  (jualifiration  einer  Form,  insofern  sie  in- 
different,  positiv  oder  negativ  ist , zugleich  der  ganzen  Kiasae,  zn  welcher  sie  ge- 
li rui  zukomint.  Das  vorHi-getide  Werk  bcschriivkt  'sich  auf  die  positiven  For- 
men . dereu  Determinantcn  also  negativ  sein  mttssen : offenbar  findet  aber  alles. 
was  von  diesen  gilt,  von  selbst  seine  Uebertragung  auf  die  negati  veri  Forinen,  wSh-  * 
rend  die  in  dem  Werke  gana  ausgeschlosaenen'  indifferenten  Forinen  eine  ganz 
abweichetide  Behandlung  erfordern."  . ' ■ ' • - 

In  den  Ditquisitimes  Arithmeticae,  war , wie  sehon  rrw&hnt  ist.  die  Theone 
der  tetnfiren  Fermen  nor  so  weit  entwickelt;  ais-  fflir  dett  dortigen  Zweck  ndthig 
war, -und  daher  die  Aujgabe,  die  Aequivalen*  zweier  gegebenen  terniien  Formen 
zu  rn Lseheidcn , noch  nicht  in  vollstfndiger  Allgemcinheit  autgelftset.  /war  war 
daselbst  gezeigt.  wie  man  z n jeder  vorgegpbenen  Form  eine  iquivalende  der  ein- 
farJisten  Art  finden . and  dass  es  solcher  reducirten  Formen  fOr  jed«n  gegebeneti 
Determinanten  nur  eine  endtichq  Anzahl  geben  ktinne;  allein  de  es  in  jeder  Jvlasse 
mebrere  solcher  reducirten  Formen  gibt,  die  sich  nicht 'in  alien  Falle  n sogleick 
ais  Bqoivalcnt  ergeben,  so  fehlte  noch  ein  Kriterium.  woran  man  die  -Aequivhjenz 
oder  Nicht- Aequivalenz  solcher  Formen  mit  Oewissheit  erkennen  kann.  Dieses 
Bedfirfniss  hat  nun  der  Verfiwser  des  vorliegenden'  Works  in  Beaiehung  auf  die 
positiven  Formen  vollsUtndig  und  mit  musterhafter  ( irhndlichkeit  gehobeu.  - Sein 
Verfhhren*ist  flbrigens  etwas  onders  eingeklcidet . ais  wir  die  Sache  so  eben  aus- 
gesprochen  haben,  und  wie  sie  sich  verhaltcn  mflsste , wenn  -man  ig  den  Begrifl' 
der  redueirten  positi veu  Formen  nur  die' wcsentlichsten  Bedingnngen  der  grOss- 
ten  Einfacbheit  aufnimmt,  welcge  in  dem  Fall  der, positiven  Formen  die  sind, 
dass  die  i h r* -r  Natur  nach  positiven)  Zahlen  «,  b,  c nicht  kleiner  sein  dfirfen,  ais 
respective  b'  oder  /.  a oder  c,  a oder  b'  ohne  Rucksicht  auf-die  Sfiekhen.  Herr 
fili »81111  hat  nemlich  dem  Begri#s  der  reducirten  Formen  noch.  solche  Modificatio- 
nen  hinzugenetzl , dass  es  in  jeder  Klasse  imnier  nur  Bine  der  'Art-  geberi  kann, 
Eine  aber  geben  rauss  Wegan  eines  sehOnen  von  Hervn  Sekbkr  duroh  Lnducuon 
gefutfdeften  weiter  unten-  noch  zu  erwahnendeit  -Theorema  fttbren  wir  .hier  'die 
Hauptbcdingungen . welche  Hr.  S.  in  den  Begritf  der  ■ reducirten  Formen  aufge- 
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nommen  hat,  an:  diese  sind  I ) dass  unter  den  Zalilen  a b'.  e'  nicht  zwei  von 
entgegengeuetaten  Zeiehen  »ein  darfen;  ■%)  dos»  oh  ne  Rflcksicht  auf  das  Zeiehen 
2b'  u nd  ‘ic  nicht  grosso r ais  a sein  dOrfen,  feruer  n und  2«'  nicht  grfisser  ais 
b,  und  b. nicht  griisstir  ais  c ; 3)  dass  in  dem  Wall*,  wo  a,  b',  c zugleich  ucgativ 
sind.  die  doppelte  Summe  dieser  Zahleu  nicht  griisser  ais  a-J-  b sein  darf.  Die 
ilbrigen  noch  ftlr  einige  specielle  Falle  huir.ukonimenden  Modifica tioiien . koniicu 
wir  hier  flbergebea.  g ! c<  » ‘{T  , * , ... 

Den  Hauptinhalt  dea  Werkes  macht  nun  zuerst  die  Aiiflusnng  der  Aufgabe 
au»,  zu  jeder-gegebenen  positi ven  Form  einc  aquivalcntc  eu  finden.  die  nach  der 
festgesetzten  Delinition  den  ( haracter  einer  reducirten  hat,  und  dauu  der  st  re  age 
lleweis  des  Lehrsatzes , dass  zwei  nicht  ldentische  redneirte  Foriueu  nicht  iiqui- 
valent  sein  kiinnen , oder  was  dasselbe  ist.  dass  es  in  jeder  K lasse  nur  e i ne  redn- 
eirte Form  gil»t.  Dem  < ieiste  der  Grflndlichkeit.  womit  diese  Gegenstande  durch- 
gefflhrt  sind.  mOtwen  wir  volle  Gejeehtigkeit  widerfnhrcirlassen  , und  wenu.wir 
es  dabei  bedauern  mflsseii.  dass  damit  einc  sehr  grosse  und  vielleicht  tnanchen 
abschreekende  Weitlnuftigkeit  verbunden  geweson  i at,  da  dic  Auflosung  des  IVob- 
lems  4 1 Seiten.  und  der  Heweis  des  Theorems  9 1 Seiten  einrummt,»  so  wollen  wir 
dies»  doch  keinesweges  al»  eiiien  Tadel  angesehen  wiasen.  Wenn  ein  schwioriges 
Problem  oder  Theorem  aufzulflaeh  'oder, au  beweisen  vorliegt,  so  ist  allezeit  der 
erste  und  init  gcbahrendem  Danke  zu  erkeniiepde  Schritt,  dass  flberhaupt  eme 
Yufldsung  oder  ein  Beweis  gefunden  werde,  -und  die  Frage,-  ob  diess  nicht  auf  eine 
leichtere  und  einischere  Art  hfitte  gescliehen  kiinnen . bleibt  so  latige  eine  intLs- 
sige . ais  die  MCglichkeit  nicht  zUgleich  durch.  dic  That  entschieden  wird.  Wrr 
lmlten  es  daher  ffir  unzeitig . hier  bei  dieser  Frage  zu  verweilen.  _ Der  flkrige 
Theil  des  Werkes  enthult  noch  hauptsSchlich  die  mitglcicher  Griiudliehkeitdurch- 
geffiliTten  AuftOsungen  der  Autgabcn : zu  entscheiden,  ob  eirte  gegebeue  Forni 
eipe  andere  gegebene  ihr  nicht  Sqnivaleute  unter  sicli  bcgreife;  alie  moglichen 
Transforiuatkmen  einer  gegebenen  .Fjorra  iu  eine  gegebene  fiipii valente  odor  nur 
unter  ihr  begriffene  zu  -finden ; endlich  f&r  einen  gegebenen  Determinanten  alie 
mSghchdn  Klasseu  positi  ver  temfiter  Formen  anzugebcn. . » 

Wir  mussen  noch  beinerken,  dass  llerr  Seerer  dic.,Gestalt  derternaren  For- 
men  etwas  anders  gefosst  hat,  ais  iu  deu  Disquisitiones  Arithmeticae  gescliehen 
war,  wo,  mitTorbwldcht,.  die  Coefficienten  der  Producte  y*.  ri,  xy  ais  gerade 
Zahleu  vorailsgesetzt  wnren-,  wogegen  ilr.  b.  auch  unge  rade  zuliFst , und  daher 
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mit  d.  b'  c bezcichnct,  was  oben  mit  2«’,  26',  2 c'  bezeichnct  war.  Offenbar 
ist  die  grdssere  AUgeroeinhoit,  welche  daduu-h  erreicht  wird,  uur  acheinbar,  oder 
doch  ttberflfissig , da  alles  was  von  solohen' Formen  mit  ungeraden  Coefficienten 
gesagl  werden  kann.  sicli  auch  von  seibst  ergibt,  wenn  tnan  anstatt  derselben  ihr 
Doppeltes  in  Betraaht  zieht : wir  kSnnen  daher  diese  Abanderung,  wodurcb  fiber- 
diess  eiuiger  Verlust  an  Einfaehheit  entsieht , nieht  billigen.  Eine  Folge  davon 
ist  gewescn.  dass  das,  was  Herr  Seeiier  Determinant  nennt,  allemal  das  Vierfoche 
von  der  /<abl  ist , welche  in  den  Disquisitiones  Arithmeticae  diesen  Namen  fflhrt. 
In  gegenwSrtiger  Anzeige.haben  wir  die  Terminologie  dor  Disquisitiones  Arithme- 
ticae beibehalten.  • ■ . 

Bei  dem  zuletzt  erwahnten  Problem . [au  jedem  gegebenen  Determinanten 
alie  mAglichen  reduci rten  Formen  anaugeben)  liat  Herr  Swbkb  , um  Grenr.en  fiir 
die  drei  ersteu  CoefRcienten  au  habeu , ein  Theorem  benutzt,  vermiige  dessen  das 
Product  derselben- abe  nieht  grOsser  sein  kann,  ais  der  dreifaehe  Determinant. 
Diese*  Theorem  ist  von  Iln.  Skeseb  streuge  bewiesen;  allein  in  der  V drrede  be- 
merkt  er,  dass  er  unter  mehr  ak  660  von  ihm  untersucbten  Fiillen  nieht  ei  neu 
oinzigen  gefunden  habe,  wo  jene*  Froduct  das  Doppelte  des  Determinanten  fiber- 
schritten  b&tte,  und  hfi.lt  es  dalit-r  ffir  hochst  wahrscheinlich . dass  diese  engere 
Begrenzuug  allgemcingilltig  sei;-  es  sei  ihm  jedcich  nieht  gelungen,  etnen  strengen 
Bewtis  (iaffir  tu  hnden.  Da  dieses  auf  dem  Wege  der  Induction  von  Herru  Sek- 
ber  gefundene  Theorem  sowohl  an  sioh  merkwdrdig  ais  ffcr  die  Abkiirzung  der 
Autkisung  der  erwahnten  Aufgabe  wichtig  ist,  so  wollen  wir  hier,  um  auch  un- 
sererseits  in  dieser  Anzeige  etnen  Beitrag  zur  Vervollkonimpung  diesor  Theorie  zu 
geben,  einon  sehr  einiachen  Beweis  beifttgen,  "Es  mCssen  dabei  7,tvei  Falle  untee 
schieden  •werden.  < . . ■■■..  ....  • • . 

* • T.  Wenn  von  den  Zahien  d,  b'„  c'  keii\e  negati v ist , so  setne  mun 

6— 2a'==  d,  c — 26'  = t,  a — 2c'  — f • 

c — la—g,  a— 2,6'==(A,  6' — 2 c'=i 

wo  aus  der  Definition  d^r  rerlucirten  positiven  Formen  sogleiith  foigt,  dass  wenn 

« » ' , • . 
axx-\tbyy  + 2uj 2b'jcj-\-  Sr.ry 

eine.  solclte  ist.  keinejener  suchs  Zahien  negati  v ist,  so  wie  sich  von  seibst  ver- 
steht.  dass  a.  b.  c positiv  sind,  Bezeichjict  inan  nua  den  (negativen)  Determi- • 
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nanten  der  Form  durch  — D,  so  hat  roan,  wie  man  sich  durch  die  Entwickelung 
leicht  ilberzeugt,  die  identische  Gleichung 

2 D — abc  = aaid-\-bfJe-\-ct’f-\-dhi-\-b'gi~\-cgh-\-ghi 

in  welcher  keines  der  sieben  GUeder  zur  Rechten  negativ  sein  kann,  and  folglich 
abc  nicht  grbsaer  ais  2 D.  'Dasselbe  folgt  auf  gleiche  Weiso  aas  der  identischen 
Gleichung 

2 D — abc  = adg-\-bb'h-\-cci~\-de/-\-b'df-\-c'de-\-de/ 


IL  Wenn  keine  der  Zahien  d,  b',  c'  positiv  ist , setze  man 

6+2a’=d,  c + 2b'=e,  a-i-2e'=/ 
c-{-2a' g,  a-\-2b' — h,  b-\-2c'  = i 

6+c+2a'+26'+2c' = k 
a 2 2i'-f-  2 d = l 

a-f*4-t-2a'+  2&’-f-2<f  = m 

uud  den  Determinanten  der  Form  wie  vorltin  — — J3.  Vermdge  der  Definition 
der  redncirten  positi ven  Formen  wird  keine  der  neun  Zahien  d,  e,f,g.  A,  i,  k,  I.  m 
negati v sein  kontien,  und  so  ergibt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

6 D — 3 ttbc  = — aa'(d-f~2A)  — bb'(e-\-H) — cc'(f-\-2m) — a' hi — b'gi — cqh-\-def-\-2ghi 

in  welcher.  weil  a',  b\  c'  nicht  positiv,  sondern  negativ  oder  Null  sind,  alie  Glie- 
der  zur  Rechten  positiv  oder  Null  werden,  dass  3 abc  nicht  grftsser  ak  6 D,  oder 
abc  nicht  grosser  ais  2 D sein  kann.  Dasselbe  folgt  eben  so  aus  der  identischen 
Gleichung 

CD — 'i  abc  = — aa’g*\-2k  — 56'(A-)-2/) — cd[i-\-2n)—def — b'df — c' de-\-2def-\-ghi 

Beide  Gleichungen  sind  symmetrisch.  Vereichtet  man  auf  vOllige  Symmetrie,  so 
ist  der  Beweis  mit  einer  noch  geringern  Anzahl  von  Gliedern  zu  fdhren,  z.  B.  durch 
die  identische  Gleichung 

8 D — 4 abc  — — 2aa’{g-\-k)  — 2 bb\e-\-l)  — icctnH-(c-±-e)df-{‘(c-{-g)ki 

' . / * 
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Wir  wollen  nun  noch  e iniges  fiber  die  Bedeutung  der  positiven  bin&rcn  und 
temfiren  quadratiachen  Formen  ausscr  dem  Gebicte  der  hbheren  Arithmetik  hin- 
zusetzen:  von  den  pegativen  besonders  zu  handeln  ist  unnOthig,  und  die  indiffe- 
renten  entziehen  sich  dieser  Behaudlung  ganz. 

Die  positive  binare  Form  axx-^-^bxy-^-cyy  stellt  allgemein  das  Quadrat 
der  Eutfernuug  zweier  unbestimmter  Punkte  in  einer  Ebene  vor,  deren  Coordi- 
naten  in  Beziehung  auf  zwei  unter  einem  Winkel,  dessen  Coainua  = ist, 
gegen  einandcr  geneigtc  Axen  um  x\Ja,  veTschieden  sind.  Insofem  x und  y 
also  nur  ganze  Zahlen  bedeuten  solleo,  bezieht  sich  die  Form  auf  ein  System  pa- 
rallelogrammatisch  geordneter  Funktf,  die  in  den  Durchschnitten  zweier  Systeme 
von  Farallellinicn  iiegen.  Die  linien  jedea  Systems  sind  in  gleiehen  Entfernun- 
gen  von  einandcr,  und  zwar  sind  die  des  einen,  wenn  sie  parallel  mit  den  Linien 
des  zweiten  gemessen  werden,  — \la;  die  Entfemungen  des  andern,  parallel  mit 
den  Linien  des  ersten  gemessen,  = die  Neigung  beider  Systeme  gegen  ein- 
ander  die  oben  angegcbene.  Auf  diese  \Veise  erscheint  die  Ebene  in  lauter  gleiche 
Parallelogramme  getlieilt,  deren  Eckpunkte  das  Punktensystem  ausmachen,  ohne 
dass  irgend  einer  der  Punkte  innerhalb  cines  Parallelogramms  fallen  kann.  Der 
Determinant  mit  positivem  Zeichen  geDommen,  also  ac — bb,  bedeutet  das  Qua- 
drat des  Flftchcninhalts  eines  Elementar- Parallelogramms.  Ein  und  d&aselbe  Sy- 
stem solcher  Punkte  kann  auf  onendlich  viele  verschiedene  Arten  parallelogram- 
raatisch  abgetheilt,  und  also  auf  ebenso  viele  verschiedene  Formen  zuriickgefilhrt 
werden:  alie  diese  verscliiedenen  Formen  sind  aber,  was  in  der  Kunstsprache 
fiq  ui  valent  heisst,  und  der  Inhalt  eines  Elementar -Parallelogramms  bleibt  alle- 
mal  derselbe.  Zwei  Formen,  dic  nicht  aqui valent  sind , von  dencn  aber  die  eine 
die  andere  unter  sich  begreift,  beziehen  sich  auf  dasselbe  System  von  Punkten, 
aber  die  erstere  Form  auf  das  ganze  System , die  zweite  auf  einen  Theil.  Zwpi 
Formen,  die,  nach  der  Kunstsprache , uneigentlieh  fiqui valent  (improprie  aequi- 
v alentes)  heissen , beziehen  sich  auf  zwei  gleiche  aber  vcrkehrt  liegende  Systeme 
von  Punkten , indem  man  sith  die  Ebene  umgekehrt  gelcgt  denkt  u.  s.  w. 

Auf  gleiche  Weise  bedeutet  allgemein  die  positive  ternare  Form 

axx-\-byy-\-czz-\-  2dgz-^-1b'xz-\-  2 cxy 

das  Quadrat  der  Entfernupg  zweier  unbestimmter  Punkte  im  ltaume,  deren  (,,'oor- 
diuaten  in  Beziehung  auf  djjei  Axen  (t),  (2),  (3)  die  Unterschiede  x\ja,  g \b,  z\Jc 
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gebcn : die  Cosinus  der  Winkel  zwisehon  den  Axon  -fi)  und  (8),  ft)  und  (3),  (»} 
und  '2'  sind  hier  resp.  . Insofern  hier  x,  y,  z liloss  ganze  Zahlen 

bedeuten  solleu , bezicht  sich  die  Fom  auf  ein  System  parollelcpipedisch  geord- 
neter,  d.  i.  durch  dio  Durohsohnitte  dreior  Systeme  paralleler  Squidistanter  Ebfv 
non  sich  ergebender  •Punkto.  Der  ganze  Ranm  erscheint  so  in  lauter  gleidhe  Pa- 
rallclepipeden  getheilt,  deren  Kckpunkte  jenes  System  von  Punkten  ausmachen, 
und  das  Quadrat  des  Rauminhalts  eines  Elementar-Parallclcpipedum  ist  dem  mit 
jwsitivem  Zeieheti  gcnommenen  Determinante»  dor  ternSren  Korm  gloich.  Ae- 
quivalente  Forni  en  repraxentiron  ein  und  dasselbc  System  von  Punkten,  nur  auf 
andere  Axen  odor  Fundanientalobenen  hezogen.  Auf  gleiche  Weise  finden  alie 
andere  Hauptmomcnte  der  Theorie  der  ternSren  Formen  hier  ihre  geometrische 
Bedeutung,  das  Enthaltonsein  einer  Fonn  unter  oiner  andoni , dio  Darstelliuig 
einor  bestimmten  Zahl  odor  einer  unbestimmten  bin&ren  Form  durch  ein  e ternare. 
die  Lolirc  von  den  zugeordneten  ternSren  Formen  (formae  adjunctae),  das  Weg- 
fallen  der  Unterscheidung  zwischeu  eigentlicher  und  uneigentliclier  Aequivalenz, 
das  Wescn  der  reducirten  Formen  u.  s,  w.,  wir  mflssen  uns  aber  auf  ohige  An- 
doutungen  boschrfinken , zuinal  da  das  vorliegonde  Werk , welches  dio  ternSren 
Formon  lcdiglich  aus  reiri  aritbmeti.sohom  Gesichtspunkte  betrachtet,  nur  mittel- 
barer  Weise  Veranlassung  dazu  gegeben  hat.  Mau  wird  wonigstons  daraus  er- 
kennen,  welch  ein  reiches  Feld  hier  den  Untersuchungen  geOffnet  ist,  die  nicht 
bloss  fur  sich  ein  hohes  thcorctisches  Intcressc  haben,  sqndern  auch  zu  einer  eben 
so  bequemen  ais  allgemeinen  Behandlung  aller  Relationen  unter  den  Krystallfor- 
men  benutzt  werden  kflnnen.  In  das  Dctail  diosor  Benutzung  einzugehen , ist 
hier  der  Ort  nicht : wir  dtlrfen  jedoch  die  Bemerkung  nicht  flbergehen.  dass  wenn 
gleich  ursprunglich  angenommen  ist,  dass  a,  b,  c,  a.  b\  c'  ganze  Zahlen  vorstel- 
len , doch  der  grOsste  Theil  der  Lehre  von  den  temfiren  Formen,  und  namentlich 
dasjenige,  was  ftir  jene  Benutzung  erforderlich  ist,  auch  unabhangig  von  jener 
Voraussetzung  gflltig  bleibt.  In  der  That  fdhren  zwar  Hauy’s  Angaben  bei  den 
meisten  Krystallgattungen  auf  sehr  einfache  ganze  Werthe  der  CoSfficienten  in 
den  ternSren  Formen , welche  sich  auf  die  jenen  entsprechende  Anordnung  des 
Punktensystems  beziehen ; allein  die  genaueren  spSteren  Messungen  von  Wolla- 
8ton,  Malus,  Biot,  Kupffeb  u.  a.  stehen  damit  im  Widerspruch , und  machcn  es 
zweifelhaft,  ob  rationale  VerhSltnisse  jener  CoSfficientcn  ftberall  naturgernSss 
sind ; jedenfalls  aber  lassen  sich , wenn  man  nicht  in  der  Theorie  die  Beschrfin- 
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kung  auf  gan/.c  Werthe  der  Coftfficienten  weglassea  will,  da  e*  dabei-nicht  auf 
absolute  Werthe,  sondern  nur  auf  ihr  Verhaltniss  unter  ciuandcr  ankommt,  alle- 
zeit  ganze  Zahlen  findeii,  die  den  Messungs  resui  tateri  so  nahe  kommen,  wic  man 
nur  will. 

. . Schliesalich  wolleu  wir  noch  dem  oben  angefiihrten  SeEBBRschen  l.ehrsatze 
seine  geometrisehe  Bcdeutung  unterlegcn.  Wenn  ein  Parallelepipedum  so  be- 
schaffen  ist , dass  keine  seiner  zwOlf  Kanten  (unter  denen  je  vier  einander  gleich 
siud)  grfieser  ist,  wedor  ais  eine  der  zwtllf  Diagonalen  von  Seiteudacheil  (die  paar- 
weise  gleich  sind),  noch  ais  eine  der  vier  Diagonalen  des  Parallelepipedum:  so  ist 
der  mit  y'  2 multiplicirte  Kauminhalt  desselben  nicht  kleiner , ais  der  Raumin- 
halt  eines  aut  denselben  Kanten  gebildeten  rechtwinklichten  Parallelepipedum. 
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SOLUTIO  CONGRUENTIAE  A"1-- 1 = 0. 


ANALYSIS  RESIDUORUM. 


CAPUT  SEXTUM.  PARS  PRIOR. 

. **  V.  « 

™ * 

Hr»»" 


237. 


In  Cap.  m docuimus , congruentiam  t"  = 1 , si  pro  modulo  Accipiatur 
numerus  primus  p,  habere  p radices,  quando  p est  maxima  communis  mensura 
numerorum  n et  p — t , hasque  radices  cum  radicibus  congr.  x*1  = 1 penitus 
convenire.  Quamobrem  eum  casum  considerare  sufficit,  ubi  n est  pars  uliquota 
numeri  p — 1.  Quod  autem  non  modo  congruentiae  x" — 1 =0  sed  cuiusvis 
alius  solutio  pro  modnlis  quibuscunque  ex  solutione  pro  modulis,  qui  sunt  numeri 
primi,  possit  derivari,  iam  passim  est  ostensum  infraque  (Cap.  vm)  fusius  docebitur. 


238. 

Sed  ne  hic  quidetn  subsistere  opus  est ; namque  eodem  Capite  m exposui- 
mus , congruentiae  x"  = t solutionem  a resolutione  similium  congruentiarum 
pendere  X“=  1,  x*=  t etc.,  ubi  a,  b etc.  sunt  numeri  primi  aut  numerorum 
primorum  potestates  et  n productum,  ex  his  numeris.  Sj  scilicet  A,  B etc.  sunt 
respective  radices  quaecunque  congruentiarum  xa=  1,  jA=  1 etc.,  productum 
ex  his  AB . . . erit  aliqua  e radicibus  congruentiae  x*  = 1.  Nostrae  igitur  in- 
vestigationes ad  solutionem  congruentiae  x"  = 1 (mod./>)  restringentur , quando 
p est  numerus  primus,  n.  numerus  primas  aut  numeri  primi  potestas,  simulque 
pars  aliquota  numeri  p — 1 . 
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239.' 

Porro  ex  Cap.  m constat,  inter  congruentiae  V = 1 radices  semper  ali- 
quas dari , per  quarum  potestates  omnes  ceterae  exhiberi  possunt.  Ita  si  r de- 
signet huiusmodi  radicem  ( primitivam  supra  diximus,  quando  a — p — 1 , hanc- 
que  expressionem  hic  quamquam  significatione  latiori  retinebimus)  omnes  congr. 
propos.  radices 'erunt 

I,  r,  rr,  r* r"-1 

Huiusmodi  ergo  radices  omni  studio  sunt  investigandae,  quoniam  his  inventis  ce- 
terae sponte  patebunt.  Brevitatis  gratia  quamcunque  ipsius  r potestatem  per 
exponentem  uncis  inclusum  designamus,  ita  ut  (0)  denotet  unitatem,  (1)  radicem 
quamcunque  primitivam  congruentiae  j?"  = V (2)  ijwius  (I)  quadratum  etc. : 
ita  ut  haec  series  (0),  (1),  (2),  (3),....{« — 1)  omnes  radices  amplectatur.  Ce- 
terum constat,  (k)  semper  fore  talem  radicem  primitivam,  quoties  k ad  n est  pri- 
mus; i.  e.  nostro  casu  (ubi  n est  numeri  primi  t potestas  = quoties  t ipsum 
k non  dividit.  Manifesto  vero  signa  (1),  (2)  etc.  per  se  sunt  indeterminata; 
sed  simulae  ipsi  (1}  valor  aliquis  determinatus  tribuitur,  omnia  cetera  determi- 
nata fient.  , . 

. • * 24  0. 

Quoniam  radices  primitivas  prae  ceteris  investigare  propositum  est , has  a 
ceteris  primum  separare  oportet.  Quod  fiet,  si  e serie  (0),  (1)^(2) ..%  («  — 1)  omnes 
terminos  {k)  eiiciamus . ubi  k per  t dividitur;  quodsi  autem  n est  numerus  pri- 
mus seu  v = t , unicus  (0)  erit  abrogandus.  Priusquam  vero  ad  disquisitionem 
radicum  superstitum  progrediamur,  lectorem  sedulo  admonemus  exempla  aliquot 
sibi  conficere,  ut  omnia,  quae  sine  his  forsan  generalius  dicta  viderentur,  in  con- 
creto intueri  possit.  Nos  aliquod  apponimus ; sed  non  ideo  superfluum  erit  alia 
proprio  Marte  elaborare.. 

Sit  p = 29;  n — 7 et  septenae  congruentiae  jc1  — 1 'tnod.  29)  radices 
erunt  1,7,  >6,  20,  23.  24 , 25.  Quoniam  n est  numerus  primus,  omnes  hae  ra^ 
dices  praeter  1 erunt  primitivae;  posito  igitur  7 = (1)  signa  haec  significabunt: 

(0)  (1)  (2)  (3)  (4)  (5)  (6) 

1 7 20  24  23  16  25. ■ 
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Quivis  ceterum  memor, erit,  signa  (»)’et  (0),  («+l)  et  (i)  etc.  et  in  genere  (a)  et  (6) 
aequivalerc , quoties  a = 4 (mod. »). 

241.  .*•  . . 

Sed  ad  nostrum  propositum  -alio  adhuc  modo  erit  procedendum.  Videlicet 
eos  tantum  terminos  (k)  retinemus,  ubi  k per  t non  dividitur,  quorum  multi- 
tudo est  omnes  autem  hi  numeri  (aut  ipsis  secundum  »»  congrui) 

per  potestates  successivas  alicuius  numeri  exhiberi  possunt.  Sit  hic  =p;  quare 
omnes  radices  primitivae  congruentiae  jc"  ==  1 ita  denotabuntur 

(»)  (P)  It’}  (P*) (PX-) 

Hoc  autem  artificio  id  obtinemus^  ut  omnes  radices  non  primitivae  penitas  exclu- 
dantur, cuids  rei  rationes  et  emolumenta  infra  darius  cognoscentur.  In  ndstro 
igitur  exemplo  ponere  possumus  p ==  3 et  radices  congruentiae  se7  = t primi- 
tivae ita  ordinantur 

(1)  (3)  (3*)  (3*)  (3‘)  (3^ 

seu  (i)  (3)  (2)  (e;  (4)  (5)  ; 

quae  erbnt  7 24  20  25  23  T6 

* " <i  ’ , 

244. 

Ne  lector  ignarus  sit,  quorsum  disquisitiones  sequentes  tendant,  theorema, 
quod  demonstrandum  atque  dilucidautium  nobis  proponimus , indicare  iuvabit. 

Si  numerus  X {qui  est  . t — 1)  habeat /actores  simplices  a.b.c.detc.  *t 

sit  resolutio  congruentiae  ,c" — 1 = 0 pendet  a resolutione  a-j-S-f-... 

congruentiarum  inferiorum,  quorum  a sunt  gradus  a,  1»  gradus  b,  y gradus  c etc. 

Ita  in  nostro  exemplo  congruentiae  j?  = \ resolutio  pendot  a congruentia 
secundi  gradus  ot  ab  alia  tertii  gradus  ; panspiciturque  in  genere  numquam  gradum 
harum  congruentiarum  a modulo  p pendere.  Ut  autem  ad  huius  theorematis  de- 
monstrationem perveniamus,  necesse  est  aliquas  propositiones  ad  n^xum  inter 
congruentias  earumque  /adices  spectantes  praemittere, 'quamquam  proprie  in  (Jnp. 
octavo  Ime  disquisitiones  ulterius  sint  persequenda»  t*  • ' , . • . • 

26 
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• 243. 

Theorema.  Si  congruentia 

. . . . -\-N=  0 [mod.  primus) 

ita  sit  comparata,  ut  confecto  producto  ex  m factoribus  x-^r,  x — r,  x — r", 
x — r1" ...  quod  sit  a^-j-ax*”1 -+-?»,  *it  42«,  B~6,  C = c etc. 
secundum  mod.p,  quantitates  r,  r,  r" : . . erunt  radices  congruentiae  propositae  nui- 
lasque  alias  habebit.  , 

Demonstratio.  I.  Erit  semper  • . 

sr+Ax^+Bsr-t-lr- ■ ■ =Zxr‘+ajrw-'  + bx>n-t+  . (mod .p) 

Sed  posterior  congruentiae  pars  fit  = 0 porftndo  x — r,  x — r,  x — r"  etc., 
quare  pro  his  ipsius  x valoribus  prior  pars  fiet  — 0 (inod.^).  Q.  E,  Primum, 

II.  Si  autem  alius  adhuc  valor  p nulli  horum  r,  r etc.  congruas  congruen- 
tiae propositae  satisfaceret , foret  ’•  . . . 

0 = pm4-u4pm_,-f  . . . = pm-|-ap"— , + 6p*>-®+  .l. . 

= (p_r)(p_/)(p_r')(p_0... 

0 * 

sed  quoniam  nullus  factorum  p — r,  p — r,  p — r”,  etc.  est  = 0,  productum  ex 
omnibus  fieri  = 0 , ob  p primum  est  absurdam.  Quare  praeter  radices  r,  r'etc. 
nullae  dantur  aliae.  Q.  E.  Secundum. 

244.'  1 . . • 

Problema.  Sint  r,  r,  r". . , quantitates  incognitae,  quarum  multitudo  sit  — m, 
quarum  summa  sit  — a,  summa  quadratorum  = 6 , summa  cuborum  = y — . 
summa  potestatum,  quarum  exponens  est  m.  = p,  danturque  non  hi  numeri  ( quorum 
multitudo  etiam  = m)  ipsi,  sed  alii  a,  f etc.  singulis  congrui  secundum  modu- 
lum p,  qui  sit  numerus  pUmus  et  > *» , invenire  congruentiam  m‘‘  gradus,  cuius 
radices  sint  r,.r",  r’  etc.  * '•••  • . . . 

• Solutio.  Considerentur  r,  r,  r"  ete.  quasi  radices  alicuius  aequationis, 

xm+ As?*-1 + Bxm^+Cx,N-i +...==  0'  ’ . * 

determinenturque  eius  cogfticientes  A,  B,  V etc.  (adbibendo  tautummodo  con- 
gruentiam loco  aequalitatis)  ad  methodum  cognitam,  faciendo  scilicet 
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' —A  = a 

— 2 S — € — {—  Ad  i 

3 C *=  y'-M6'-Ma'  •• 

’ -4D  = 8'-Mr'-f£g'-f Ca'*'  V 

'etc.' 

— mN  = etc. 

« . t , 

Hi  vero  cofifficientes  non  possunt  esse  indeterminati , quia  omnes  numeri 
1,  2,  3 . . . m<^p.  Dico  congruentiam 

*•  **  » ' « . 

esse  quaesitam.  . • . * . ’ 

Dtmonstr.  Ponatur  aequationem,  cuius  radites  sunt  r, /,  r",  r" etc.,  esse  hame 

xm4-ayB_'  + ix,n-,+  . . . = 0 

eritque 

— a —a 

• — 26  = 6-j-aa  • 

— 3c  = y+aU  + fta 

— 4d=’8  + ay-|-66-f*ca 

etc. 
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* 


efg  etc. , radices  congruentiae  ,r"  = 1 primitivas,  quarum  multitudo  est  X,  ita 
in  e classes  discerpi  pdsse,  ut  aggregata  radicum  in  eandem  classem  relatarum  per 
congruentiam  gradus  e%'  dentur;  his  vero  tamquam  cognitis  suppositis  quamvis 
classem  ita  in  f ordines  Subdividi  posse,  ut  aggregata  cuiusvis  ordinis  per  congruen- 
tiam fi''  gradus  dentur , liique  ordines  rursus  subdividi  possunt  etc. , usque  dum 
ad  singulas  radices  perveniatur. 


246.  * . 

Definitio.  Complexum  terminorum  omnium  i*  tali  forma  (p**-^)  (§.241)  con- 
tentorum periodum  completam  sive  simpliciter  periodum  dicemus.  Designat  vero  e 
divisorem  aliquem  numeri  X;  a numerum  quemcungue  datam,  k omnes  nume- 
ros integros  a 0 usque  ad  - — 1-;  brevitatis  vero  gratia  talem  periodum  ita  dc- 
signamus  {e •a).  Ita  in  exemplo  nostro  termini 

(1),  (2),  (4)  periodos  (2.0)  constituent, 

(3),  (6),  (5)  (2.1) 

hi  vero  (l),  (6)  hasce  (3*0) 

(3),  (4)  '••(3.1) 

(2),  (5)  (3.2) 

lam  si  omnes  termini  in  periodos  quomodocunque  distribuantur , eingulueque  pe- 
riodi iterum  in  periodos  minores  et- sic  porro,  dicimus v id  obtineri  quod  in  §.  praec. 
promisimus.  ’ , 

Antequam  vero  hanc  expositionem  ipsam  aggrediamur,  ostendemus,  forma- 
tioni talis  periodi,  quamquam  a duabus  quantitatibus  quodammodo  arbitrariis  «r,  p 
dependeat,  nihil  tamen  vagi  inesse,  seu  quomodocunque  hae  quantitates  eligan- 
tur , semper  eosdem  termino^  in  eandem  periodum  concurrere  (siquidem  quot  ter- 
minos periodus  continere  debeat,  fuerit  praescriptum).  . 

Criterium,  duos  terminos  A,  B in  eadem  periodo  esse,  inde  petitur,  quod 
uterque  in  tali  forma  continetur:  (p**+°)  sive  Osso  ‘ (mod. p). 

Hic  autem  r est  radix  primitiva  congruentiae  x*=  1 (mod.  jj);  p vero  radix  pri- 
mitiva congruentiae  ,r*  = 1 (mod.  n);  vide  supra. 

Demonstrandum  est,  si  loco  numerorum  r,  p alii  eligantur,  puta  jr,  o,  tunc 
A et  B in  similibus  formis  s*  ;,  In  * comprehendi.  "■>  r • ; ••  . . ■• 
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Sit  sm=r (moti./»);  /sp  (tnod.  n)  et  m = a’  (mod. *),  quod  fieri  potest, 
quia  r,  p sunt  radices  primitivae : erit  vero  m primus  ad  n,  p.  ad  \ (Gap.  m).  Per 
debitas  substitutiones  obtinebimus 

A = , B = Q.  E.  D. 

247. 

• % 0 

Theorema.  Productum  e binis  periodis  similibus  independenter  a numero  p com- 
poni potest  per  additionem  periodorum  similium  et  numerorum  datorum. 

(Periodos  similes  vocamus,  quae  aeque  multos  terminos  comprehendunt  sivo 
ubi  numerus  e est  idem). 

Excmpl.  Sit  n = 7j  productum  e periodis  ( 1 J — J—  (6)  et  (2)  — (5)  erit 
(propter  (<*)  x (6)  = (q4-i)j)  • (3)+(6)  + (6)  + (l  1)  sive  constat  e periodis 
(3)  + (4)  et  (1)  4-  (6). 

Demonstr.  Sit  7.  = / atque  periodi  datae  (e* a)  et  (e. 6)  seu  aggregata 


(p-)-t-(p«+*)-(-(p“-+-*-)-(-. . .• P 

(p‘)+(pt+')+(pe+,*)4-..  + (p‘+(/-,>) Q 


Productum  PQ  ox  f*  terminis  constabit.  Hi  vero  ita  sunt  ordinandi. 
Formentur  / series,  quarum  singulae  ex  / terminis  constent.  Prima  complecta- 
tur productum  ipsius  P in  (p®),  secunda  productum  P.(p8+4)  etc.  etc.  In  prima 
serie  primum  locum  occupet  productum  ex  parte  (p*)  oriundum,  secundum  pro- 
ductum ex  (p®+*)  et  sic  cetera  deinceps;  in  secunda  vero  primus  locus  producto  c 
parte  (p*"*-*)  oriundo  tribuatur,  secundus  producto  e parte  (pa+,‘)  etc.,  ultimus 
denique  producto  e parte  (p®);  tertia  inchoet  a producto  e parte  (p®+**)  et  sic 
porro,  post  productum  e parte  ultima.sequatur  productum  e parte  prima  et  secun- 
da etc.  etc.,  sive  partibus  successivis  periodi  P per  1,  2,  3 ...  z et  periodi  Q 
per  I,  II,  III, Z designatis  ita  producti  PQ  partes  constituantur 

1 . 1 2. 1 -f-  3.’I  -f-  4. 1 4“  . . 4“  z.  I 

2. h  +3.11  +4. n-+-  . . . . 4-1. n 

3. m+4.ni4-  . . ... 4-t. m 4- 2. iii 

etc.  etc. 

Tunc  omnes  termini  in  singulis  seriebus  eundem  locum  occujumtes  in  f ordifttes 
colligantur;  et  dico 
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1°  si  aliquis  tenninus  = 1,  tum  omnes  ceteros  eiusdem  ordinis  etiam  fore 
= 1 . 

1°  quemvis  ordinem,  in  quo  nullus  terminus  ^ 1,  periodum  formare.  — 
Manifesto  his  demonstratis  propositum  consecuti  erimus., 

■I  ■ v ‘<^?7 'i  4 # . . ' . 

Forma  generalis  talis  ordinis  erit 

(p«+{*+*)»_)_p*+*),  (p“l+(i+,>_|_p«+*^>  . . (p1  + p{ + 

potest  enim  pro  pa-H*-’)'  etiam  scribi  p’+(*+/-*>  propter  ef=X  et  px  = 1 
(mod.n),  et  sic  de  antecedentibus.  Ponatur  p° + **  -f~  p5  = p*  (m°d.  »)> . quod  est 
permissum,  nisi  forte  p“+**  + p6  per  n diyisibilis  *),  poteritque  ordo  Ita  exhiberi 
(p*)-,  (p*+*),  (p*+!‘)  . . . (px  + (^-1/'),  qui  mapifesto  est  periodus  («.*);  sivero 
p»+i»_|_p«  pg,.  n dividitur,  omnes  ordinis  termini  erunt  = (0)  i.  e.  =1.  Q.E.D. 

Annot.  Demonstratio  haec  simul  methodum  facillimam  ostendit  productum 
evolvendi.  Aliam  infra  dabimus,  quae  hac  quidem  praerogativa  caret,  sed  ob  sim- 
plicitatem non  contemnenda  videtur. 

248. 

Periodos  omnes  minores,  quae  periodum  maiorem-constituunt,  periodorum 
systema  nominamus.  Ita  periodi  . . - 

(e/. a),  («/•/+ <x),  («/•  2/+  a) («/.{<— l)/+.a) 

e quibus  componitur  periodus  (/.a) , hoc  nomine  designabuntur.  Rite  ordina- 
tum erit,  si  numeri  post  signum  » positi,  ut  hic  a,  /-j-a.  2/-(-a  secundum 
seriem  arithmeticam  {cuius  differentia  est’/)  progrediantur;  similia  denique  erunt 
systemata,  si  tam  minores  quam  maiores  periodi  sint  similes. 

Theorema.  Si  periodi  systematum  duorum  similium  rite  ordinatorum  invicem 
multiplicentur , prima  scilicet  in  primam , secunda  in  secundam,  tertia  in  tertiam  etc., 
summa  omnium  productorum  e periodis  maiori  similibus  et  numeris  datis  componi  potest. 

Demonstr.  Sint  systemata 

(e/.a).  [ef-a+f),  {ef.a  + 2f)  . . . 

(ef.6),  (*/.«+/}.  (*/.«  + 2/)  . . . 


*)  Propositio  paullo  aliter  exprimi  debebit,  si  n generaliter  muneri  primi  potestatem  denotat;  quando 

vero  eat  numerus  primus,  tiiliil  immutandum. 
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Producta  e singulis  periodis  systematis  prioris  in  periodos  respondentes  posterio- 
ris constabunt  (§.  praec.)  e numeris  integriset  periodis  similibus.  Sed  parvula 
attentio  ad  genesin  harum  periodorum  docebit,  si 

(■ e/-a)x(«/*6 ) constet  ex  numfero  integro  N et  periodis  (ef.A),  ( ef.B ),  (e/.  C)etc. 
tum  constare  producta 

(e/.a+/)  x(e/.6+/)ex N et  perr.  {e/.A^-f),  (ef.B+f),  (if.C+f)  etc. 

(<?/.a+2/.)x  (e/.  6+2/)  ex  IVet  perr.  [ef.  A+  2/),  {ef.B-{-  2/),  ( ef . C+  2/)  etc. 

* 

et  generaliter 

[ef.  o+  p/)X^/-  6 (+  p/)ex  JV  et.  perr.  (e/.  A + p/),  («/.  £+p/),  (e/,  ,C+ p/)  etc. 
Unde  sponte  patet  , omnium  periodorum  summam  fore 

' eN+  (/.A)'+C/VB)+(/. C)  etc.  ’*  Q.  E.  D. 

Etiam  haec  demonstratio  mfcthodum  suppeditat  summam  illam  inveniendi. 


210. 

Facile  est  hoc  theorema  generalius  adhuc  reddere.  Scilicet  si  habeautur 
quotcunque  systemata  rite  ordinata  similia  fiantque  producta  ex  omnibus  perio- 
dis primis , secundis  etc. , omnium  horum  productorum  summam  constare  e nu- 
meris et  periodis  majoribus.  SI  omnia  haec  systemata  aequalia  assumantur,  summa 
]>otestatum  quarumcunque  omnium  periodorum  constabit  e numeris  et  ]>criodis 
maiori  similibus,  lam  hinc  patescit,  quorsum  haec  tendant.  Sit  \ = efgh  . . 
discerpantur  omnes  radices  primae  in  e periodos  A,  A\  A"  etc. . quaevis  harum 
iterum  in/:  B,  B\  B"  etc.(  harum  singulae  in  y:  C,  C',  C"  etc.  Iam  omnium 
periodorum  summa  datur,  est  scilicet  = — 1 . Sed  secundum  ea.  quae  modo 
diximus,  'dabitur  etiam  • 


(A)’+(A?+(A")’+{A")’  + etc. 
(,l)s+(+j1+;A')>+fA'")*+  etc. 


etc.  etc. 


Hinc  e 241  congruentia  gradus  e*‘  inveniri  poterit , cuius  radices  sint 
A,  A',  A”  etc.  Iam  his  tamquam  cognitis  suppositis,  quaevis  periodus  discerpn- 
tur  in  minores  v •.-•••  . * . . - 


& 
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A in  B,  B\  B" . . . 

A in  BW,  &”+'),  BW  . . . 
etc. 

Datur  ergo  B-\-B’  + B"-\-  ...=  A.  Sed  constat 

(B)*+(B7+(2r)*+  . . . 

. ' • . . . . 

etc. 

e.x  unitatibus  et  periodis  A,  A’,  A’ etc.  Quare  B.  B\  J3"etc.  dabufitur  per  con- 
gruentiam gradus  exqua  inveniri  possunt;  similique  tnodo  periodi,  ex  quibus 
constant  A' , A " etc.,  poterunt  determinari.  Quisquis  autem  hinc  videbit,  prorsus 
simili  methodo  quamvis  periodum  in  minores  subdividi  posse , donec  ad  radices 
ipsas  perveniatur. 

• . 0 * . t 

250. 

Sed  in  harum  regularum  applicatione  difficultas  occurrit , quam  dimovere 
debemus.  Quoniam  scilicet  quaevis  congruentia  plurcs  radices  habeat,  quod  cui- 
que signum  tribuendum  sit,  iit  ab  invicem  rite  dignosci  possint,  est  videndam. 
Quoniam  periodorum  designatio  a numeris-  r,  p pendet,  quj  ad  libitum  assumi 
possunt,  necessario  etiam  designationi  aliqruid  arbitrarii  inhaerere  debet.  Ngme- 
rns  quidem  p iam  ab  initio  est  stabiliendus.  Methodi  nostrae  indoles,  in  eo  po- 
tissimum consistit,  ut  ex  periodis  maioribus  periodos  minores  deducamus,-  Sed 
hoc  sine  debito  periodorum  ordine,  quem  per  signa  assecuti  sumus,  fieri  nequit. 
Quare  eo  nitendum  est,  ut  omnes  ‘periodi,  quamprimum  sunt  inventae,  signis  suis 
distinguantur. 

Sit  periodus  A designata  per  [e -a)  atque  in  f periodos  B,  C,  D ele. 
discerpta , quas  designare  oportet.  Patet  quamvis  in  tali  forma  fore  contentam 
(ef'ke-\-a)\  sed  dico,  pro  aliqua  earum  B numerum  k ad  libitum  assumi  et 
inde  ceterarum  collocationem  derivari  posse. 

Sit  R radix  aliqua  primitiva  congr.  .r*  = 1 constetque  B e terminis 
/?*-{- If-f-  etc. , sit  ~ p^+*  S ^(mod.  n)  et  quoniam  valor  ipsius  r est  arbitra- 
rius (sfi  modo  A nanciscatur  signum  («•a),  quod  sponte  -fieri  manifestum  est), 
ponatur  r = RJ  (mod.p);  quare  terminus  primus  ipsius  B erit  i*  et  B per 
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[ef.ke-\-a)  designare  licet.  Si  loco  ipsius  R*  terminum  R“  consideravissemus, 
alium  ipsius  r valorem  nacti  essemus;  sed  sine  negotio  perspicitur;  pro  quacun- 
que radice  p , radicem  r,  — valorus  diversos  habere  posse. 


• ' • / 251. 

Iam  quomodo  ex  designatione  unius  periodi  ceterae  signis  suis  distinguantur, 
videamus.  Ad  hunc  vero  finem  aliam  methodum  quabrere  oportet'  rcliqhas  pe- 
riodos ihveniendi;  namque  quatenus  reliquae  ut  ipsa  A radices  alicuius  con- 
gruentiae sunt',  nullus  in  illis  ordo  cecfiitur.  Ponamus  ipsum  A . ita  .eSse  de- 
signatum (e/.  0),  ex  praecc.  sequitur,  fore 

A’  formae  Jf  + N{e/.0)+  O (e/.  l)+P(e/.2)  + . . . 

A 3 formae  M'-\-  N'(ef.  0)-}-  0{ef»  1)+  . i 

etc.  . 

A'/"1  formde  .Jf*+  N*(ef.  0)  + 0\e /.  I)  + . . . 

His  accedit  congruentia 

. («/•  0)4- («/•!)+  ...  +(«/•«/ — 1)  — — 

% • « 

Habentur  itaque  e/—!  congruentiae  lineares  totidemque  quantitates  incognitae, 
quae  igitur  per  eliminationem  determinari  possunt.  • 

Annot.  Casus  occurrere  potest,  quo  quantitates  incognitae  pier  huiusmodi 
• expressiones  dantur  quomodo  vero  huic  difficultati  remedium  afferri  possit, 
infra  docebimus'  Hic , quoniam  hio  casus  perraro  occurrere  potest , ei  immorari 

Haec  in  geftere  de  solutione  congruentiarum  purarum  sufficiant.  PasSim  in- 
fra multa  adhuc  do  ipsis  dicentur;  praesertim  multa  ex  solutione  aequationum  pu- 
rarum huc  trahi  possunt,  quae  loco  suo  annotare  non  negligemus.  Exemplum  ad- 
huc apponimus,  quo  cum  praeceptis  collato,  omnia  minus  peritis  clariora  fient. 

•Sit  n = 3 1 , p = 3 1 1 , sive  investigandae  sunt  radices  congruentiae 
x*' — 1 = 0 (mod.  31 1).  Statim  radix  primitiva  congruentiae  y30 — 1 3E  0(mod.  31) 
est  qflaerenda,  qualis  est  y = 3.  Ponamus  itaque  p = 3 et  omnes,  congruentiae 
propositae  radices  jirimitiv&s  primum  in  5 periodos  discerpamus,  scilicet 

27 
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(5>0) (l)  + (26)  + (25)  + (3<>)  + -{tl-U  (6) 

•'  ' '(5-0 '(3)  + (l6)+(13)  + (2S)+(16)+(18) 

(5-2) ' (9)  + (l 7)  + (8)  +(22)  + (1 4)  + (23) 

(5.3)  («H-X*0)+(»)+  (4)  + (tl)  + '7) 

(5.4)  . . ...(l9)+(?9)+(l0)+(12)+_(2)-f-(21) 

• * . * ’ , * * • * , 

“ Per  calculos  requisito*  invenietur  summa  periodd;  = — I,  quadrat.  =25, 
cub.  =-2,6,  biquad.  = 249,  pott.  quiiitt.  =564..  '»  ■ * 

Quare  periodi  erunt  radices  congruentiae  • ; . 

jr5  — )— J?4 — 12,r*— 2l  ;r*+,r+5  = 0 

• • * • , ^ I 

Porro  autem  invenitur 

(8.0) ’=  6+  2(5.0)+.  2(+3)  + (5.4) 

(5.0) *  = 12+15(5.0)  + 4(5»l)  + 3(5.2)+  6(5.3)’+  6(5.4) 

(5.0)*  = 90*+ 60  (5.0) + 28  (5.1)  + 26  (5.2)  + 4 9 (5.3)  + 38(5.4) 

et  hinc  per  eliminationem  •. ' 

5(5.1)=  ' 3(5.0)* — (5.0)*—  33(5.0)*  — i \ (5.0)+ 1 5 
5(5.2)  = —2(6.0)*  — (5.0)*+22(S.0)*+31(5.0j  ; 

5(5.3)=  (5.0)* + 2 (6.0)*  ■ 

5(5.4)  = — 2(5.0)*  + 4(5.0)* 


Congruentiao  vero  inyentae  una  radix  est  =47;  'quare  si  ponatur  (5.0)  = 17, 
erit  (5.1)  = 183,  (5.2)  = 263,  (5.3)  = 91,  (5.4)  = 67. 

Iam  periodi  inventae  iterum  disceq>antur  singulae  in  ternas;  scilicet 


(5.0)  in  (15.0),  (15.5),  (15,1$)  sive  in  (l)+(30),  (26)+(5),  ^5)+(6) 

(5.1)  in  (15.1),  (15.6),  (l+il)  sive  in  (3)+(28),  (16)  + (l5),  (|3)+(18) 


ete. 


etc. 


Pouatur  j>eriodos,  in  quas  discerpta  est 

(5.0)  esse  radices  congr.  -\-Bx  + C = 0 

' (*•!)  ■ v : v - • J+AS  + Bx  + C'  =S  ». 

'•  •(5«2)‘?4Mi|^'  •’  ar*+^V+£  *+C"=  0 

• • < • * -etc.  . 
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.4  = — (5)b),.  B = (5 . 0) -f-(5. 3) . (f  = —2  — (5.4) 

A’~—  (El),  B'  = (5.1)  + (5.4),  C = —2— (5.0) 
etc.  * etc. 

Quare 

(15.0) ,  (15.5),  (15.10)  erunt  radices  congr.  a? — 1 7 f- 1 08 — 69  = 0 

(15.1) ,  (15.6),.  (15.11)  ' • 

(15.2) ,  (15.7)*.  (15.12),  . ...  \ • # 

(15.3) ,  (1».8),'  (15.13)  ' v ‘ 

(15.4) ,  (15.9),  (15. 14)  • ■ • 

• • ’ » • * 

Hic  autem  habetur 

(15.0) *— 3(15.0)  = (15.1) 

(15.1) *— 3(15.1)  = (15.2) 

etc. 

; *.  • **  ^ ' . k 

Unde  si  una  radicum  primae  congYneptiae , 1 0,  ponatur  (1 5'.  0).,  habetur 

. ' . (15.0)  = 10  (1 6, 5)  =,  * (15.10)=  . . 

'*  (15.1)=  37  (15.6)=  ‘ (15.11)  = 

' •'  - (15*2)  = — 151  (15.7)  S (15.12)  ’ ‘ 

* * (16.3)  = — 39  (15.8)  = (15.13)  = 

(15.4)  = — 112  (15.9)  =V  (l5*,4)  = 

Tandem  harum  singularum  periodorum  capiantur  termini  constituentes  eruntque 

• • • ‘(1),  (30)  radices  congr.  3?  — (15.0)*-+-!  =0 

(3),  (28)  **  — (15.  !)*+l  = 0 

Primae  congruentiae  radices  sunt  126  et  195,  quae  igitur  erunt  radices  pri- 
mitivae congruentiae  .r*1  = 1 et  ex  his  reliquae  sine  negotio  deduci  possunt 

4*.  ■ ■■  , .-!•  -V 


-■ . 
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'330. 

Quae  in  Sectionibus  praecedentibus  de  congruentiis  sunt  tradita,  simplicis- 
simos tantum  casus  attinent  methodisque  particularibus  plerumque  sunt  eruta.  In 
hac  Seftioye  periculum  faciemus  congruentiarum  theoriam,  quantum  quidem  ad- 
huc licet , ad  altiora  principia  reducere , simili  fere  modo  ut  aequationum  theoria 
considerari  solet,,  quacum  insignis  intercedit  analogia,  uti  iom  saepius  observa- 
vimus. Quoniam  igitur  omnes  congruentiae  algebraicie  unicam  incognitam  in- 
• , , • 
volventes  ad  hanc  formam  reduci  possunt 


X = 0 


ubi  X est  functio  algcbraica  incognitae  x,  nullas  fractiones  involvens,  huiusmodi 
functiones  imprimis  erunt  considerandae. 


331 


SI  P,  Q sint  functiones  mdoterminatao  x huius  formae 


A -} - II  x-\-  Cxr-f*  D. r3 . . . 
II-\~Ix  Xx x Lx?  -f-  . . . 


(quales  abhinc  semper  \>ct- functiones  simpliciter  designamus)  et  in  utraque  cofiffi- 
cicntes  -similium  ipsius  x potestatum  secundum  quemcunque  modulum  sint  con- 
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grui,'  functiones  sectilium  Anne  modulum  conyruae  dicentur.  Perspicuum  autem. est, 
functiones  congruas , si  pro  indeterminata  valores  aequales  aut  congrui  accipiau- 
tu* , valores  congruos  nancisci'.  Quae  id  Capp.  i.  et  u.  de  numeris  demonstravi- 
mus, plerumque  etiam  de  functionibus  sunt  tenenda;  ita  si  P = P','  Q=  Q\ 
ifete.,  patet,  fqre  P-^-Q-f-JZ+eta.  = P‘-f-  Q’-{-  R’-\-  etc. ) P — Q=P' — Q'\ 
PQ  — P'Q';  P Q H etc.  = P'Q'li'  etc.  Demonstrationes  facillimae,  possunlque 
simili  modo  adornari  ut  Gap.'!™0. 

p 

Si  PQfeli,  functionem  Q per  j,  designabimus  apposito  modulo,  dice- 
musque,  Q esse  quotientem,  si  R per  P secundum  hunc  modulum  dividatur. 
Manifestum  autem  est,  loco  ipsius  Q omnes  functiones  ipsi  congruas  accipi  posse, 
quas  omnes  tamquam  unicum  valorem  spectabimus.  Iqfra  vero  ostendemus , qui- 
bus casibus  talis  quotiens  plures  valores  (i.  e.  incongruos)  nancisci  possit. 


332-. 


Si  modulus  sit  numerus  primus  et  divisor  Q unicum  tantum  terminum  in- 
volvat Hj/1,  cuius  coCfficiens  H pez  modulum  non  dftiditur,  i.  a.  si  modo  H 
non  sit  = 0,  quotiens  plures  valores  li^bere  nequit.  Si  enim  esset  QA  = P 
et  QB  % foret  — ^ 0.  IgjB*ait 

Q E=  . :.+  H Ji**1  +'  etc. 

, * I S * . • 

I 

ita  ut  H per  p non  dividatur,  et  , 

A — B = Lx,-^-Mj^+t  -j-  etc. 

ita  ut  L per  p non  dividatur  (hanc  autem  formam  A — B habebit,  quia  suppo- 
nimus A non  = B ).  Foretque  Q(sl — B)  = H etc.  = 0.  Q.  E.  A., 
quia  HL  non  s ’o. 

Facile  i ani  regulae  dantur  functionem  P per  Q , siquidem  fieri  pqtest.  di- 
videndi; sit 

P.=  ax*  -\-bx‘+'  eto.  kx% 

Q = etc.  -f-  tx~ 

ita  ut  a,  k,  m,  t per  modulum  non  dividantur,  debetque  esse  a non  < p,  x non 
< r.  Divisio  autem  simili  modo  iqstitui  potest,  updn  calculo  logistico  communi, 
modo  semper  pro  quotionte  numerus  integer  accipiatur;  scilicet  quotiens  semper 
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hanc;  formam  habebit  - , quod  secundum  modulum,  determinari  debet.  Iatn  ai 
postquam  ' x-j-f* — a-j-x-f-  1 termini  sant  inventi,  residuum  remaneat,  quod 
erit  formae  *;.*•.  *.  ;• 

.A*’l+>‘-*+,4-  J5x«+v-T+*_f_  . . -f-  Cx' 

‘ ’ 

neque  omnes  co^ffioientes  A,  B,  C . . sint  ^ 0,  P per  Q dividi  nequit. 

Ceterum  patet,  divisionem  etiam  a terminis , qui  maximas  dimensiones  ha- 
bent, kx*,  tx'  incipi, potuisse;  operatio  facilitabitur,  si  Q.  ad  formam  redigatur 

. * '*  , . 1 . 

w*  x?  (l  -f-  q x + r x x -j- etc. ) 

unde  fiet  posito  'mb  s 1 ' ' ,‘  • 

Q » +}i  + et».  • * , 

tunc  vero  divisio  per  methodos  communes  perfici  potest. 

333. 

Theorema.  Si  x ^ a fuerit  radix  congruentiae  i = 0,  i per  x— a,  dividi 
poterit  sectmdum  congruentiae  modulum.  • ' 

Demonstratio.  Si  enim  dividi  non  posset,  foret  £ =.(x — o)C’-(-6,  ita  ut 
6 per  modulum  dividi  non  posset,  latii  si  x ponatur  = a,  i fiet  = 0 (hyp.),  quare 
(x — a)i'-\~b  = 0;  sed  tunc  etiam  ' (x-f—a}i'=.  0 , quare  b necessario  erit  = 0. 

. • •'  - • 

.334. 

Problema.  Datis  binis  functionibus , earum  communem  divisorem  (maximae  di~ 
mensionis)  invenire  secundum  modulum  datum.  , < - 

Solutio.  Sint  functiones*  A,  B.'  Habeat  A totidem  aut  plures  dimensio- 
nes quam  B\  dividatur  A per  B,  ,si  fieri  potest  sine  residuo,  B erit  divisor  com- 
munis quaesitus.  Si- residuum  maneat  C,  hoc  inferiorem  dimensionem  habebit 
quam  B.  Sit  itaque  , 

A = aB  + C\  B = kC+D,'  C=cD+E,  etc.  / 

i ’ 

ita  ut  A,  B,  C,  D,  a,  b,  c etc.  sint  functiones,  et  dimensiones  functionum 
A,  B . C,  D et c.  constituant,  seriem  decrescentem.  X&ih  si  tandem  aliqua  divisio 
succedat,  ex.  gr.  D = dE,  .qltimus  divisor  erft  divisor  communis  quaesitus;  si 
vero  nulla. succedat,  .tandem  ad  residuum  pervenietur,  quod  nullam  dimensionem 
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habeat  i.  e.  ad  numerum;  hoo  autem  casu  functiones  A,  B communem  divisorem 
non  habent.  ' . . * *'  * "»• 

Demonstr.  Si  divisor-  E functionem  praecedentem  sine  residuo,  dividat, 
omnes  antecendentes  dividere  facile  perspicitur;  quare  E erit  divisor  communis 
functionum  A,  B.  Q,  E.  Pr.  Si  autem- daretur  divisor  maioris  dimensionis,  puta 
E',  hic  propter  C^eA — uB  etiam  C similique  argumento  etiam  Bete,  adeo- 
que  E divideret , functio  maioris  dimensionis  functionem  minoris.  Q.  E.  A,  Q.E. 
Sed.  Hinc  etiam  patet , si-  divisor  communis  aliius  dimensionis  datur , ad  resi- 
duum nullius  dimensionis  perveniri  non  posse;  alias  enim  functio  nullius  dimen- 
sionis per  functionem  alicuius  dimensionis  divideretur.  Q.  E.  A. 


335. 

• TrrKOBKHA.  Si  A,  B sint  functiones  ihter  se  primae  secundum  modulum  p; 
A autem  dimensionis  a,‘  B dimensionis  6;  inveniri  poterunt  functiones  P,  Q,  di- 
mensionum quae  sunt  respective  <6,  < a.  ita  ut 

PA- f-  QB  s l (r nod.p) 

* • * ' , *. 

Demonstr.  Hoc  enim  casu  erit  ■ • 

A = aB-\-C,  B = bC-f- D,  etc.  K=kL-\-M 

ita  ut  dimensiones  functionum  A,  B,  C,  D;  . . K,  L,  M continuo  decrescant  et 
M nullam  dimensionem  habeat.  Iam  formentur  series  . • 

afr-  ‘ ' 


ita  ut 


eritque 


a,  a,  a , a ....  m 
I,*  b,  b'.  b",  ... 

P* 


a'=6«-^I  ar£=  ca'+a  a”  = da*4-a'  etc. 

'l?£=  d6'+&  b"'=  eb"-\-b'  etc. 


A—aB  = +C,  bA  — a'B  ~ — D,  ‘b'A-^d'B  5=  +£.  etc. 
uti  aine  negotio  perspicitur;  hinc  tandem  • . • — 

•'  ' b^A—aW-B^+M- 

**  * 

' Iam  sit  3|«,  eritque  poueiidd  P = Q se  — 
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. . • PA+QB=3  t. 

PoYro  vero  manifestum  eat, * 

Diluens-.  ipsius  B -f-  Dim.  ipsius  a esse  = Dim.  A 

• ■ ’ Dipi.  C Dim.  b — Duri.  B , 

etc. 

Dim.  L Dim.  A =s=  Dim.  K.  ’ • 

Quare  ' ...  ... 

.Dim.L.+  Sum.  Dim. a;  6,  . ,’A:  ==  Dir^ri* 

Patet  vero  dimensionem. ipsius  a .W  hdeoqnc  etiam  '.  i 

Dim.  ipsius  Q esse  — Sam.  Dim.  a,  b,  c,  , . i.  e.  —'a — Dim.  L' 

itemque 

Dim.  ipsius  P = t> — Dim.  L.  Q.  E.  D. 

• » . I ’ 

* . • * 1 '/  ’ » 

336. 

t # « » . *, 

Hinc  autem  sequitur,  si  M e st  divisor  communis  maximae  dimensionis 
functionum  A,  B,  som per  poni  po^se  • 

AP-hBQ^M  • * 

Exempla  praecedentis  theorematis  brevitatis  gratia  omitto,  sedlectorcs  non 
negligent,  per- ea  facilitatem  huius  generis  problemata  tractandi  sibi  comparare. 
Ceterum  operae  pretium  erit  admonere , theorema  praecedens  etiam  de  functioni- 
bus absolute  sum tis  valere,  quarum  quidem  coefficientes  sint  numeri  rationales. 
Hoc  ex  demonstrationis  modo  pet  se  elucebit.  Nobis  autem  ei  rei  immorari  non 
licet.  Similia  lector  etiam  ‘non  admonitus  in  sequentibus  observabit. 

Si  A nec  cum  fi  nec  cum  C divisorem'  ullius  dimensionis  .communem  ha- 
beat , etiam  cum  producto  B C nullum  habebit  divisorem  commanem.  Sit  enim 

PA+QB=t,  erit  PAC+QBC—C 

lam  si  A cum  BC  divisorem  il  communem  haberet,  hic  etiam  ipsam  C divi- 
deret contra  hyp.  Hinc  gencralitdr  si  functio  'A  ad  B,  0,  D etc.  prima  ..  .etiam 
ad  omnium  productum  erit  prima.  P \ ‘ 

Si  A,  B,  C,  Detc.  nullum  divisorem  habeant  omnibus  communem,  tieri  potest 

Ta 


t 


r • 

t 

% ^ 
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P A — f-  Q5-f- 22  C S D -j-  etc.  — l 

Sit  divisor  maximae  dimensionis  inter  A et  B,  3f;  inter  M et  C,  M'\  inter 
M'  et  D,  32"  etc.:  patet,  ultimum  huius  seriei  termiuum  fore  nullius  dimensionis 
(hyp.).  Quare  poni  poterit 

aA-\-bB  = M,  mM-\-cC=M',  m'M'-\-dD  = M",  etc. 

’ » 4 • 

unde  substitutionibus  factis  theorematis  veritas  apparet. 

337. 

Theorema.  Si  A,  B,  C etc.  sint  functiones  inter  se  primae  ( quarum  binae 
quaeque  nullum  habeant  divisorem  communem)  secundum  modulum  p . et  functio  M 
secundum  eundem  modulum  per  singulas  sit  divisibilis;  etiam  per  omnium  productum 

J 

erit  divisibilis. 

Demonstr.  Poni  enim  potest  P A -\-  QB  = 1 , quare  erit 

* 

A V — AB  . 

Iam  quum  C ad  AB  prima,  erit  etiam  M per  ABC  divisibilis  similique  ratio- 
cinio per  A B CD  etc. 

33S. 

Si  congruentia  i — 0 habeat  radices  ,r  = a , x = b , x = c etc. , 4 per 
productum  ex  (x — a),  [x — b),  (x — c)  etc.  dividi  poterit;  cum  enim  a,  A,  c,  etc. 
supponantur  incongrui,  functiones  x — a,  x — b,  x — cete,  erunt  primae  inter 
se , et  quum  L per  singulas  dividatur,  etiam  per  productum  ex  omnibus  dividetur. 
Hinc«patet,  radicum  multitudinem  congruentiae  dimensionem  superare  non  posse; 
quae  est  demonstratio  huius  theorematis,  quam  polliciti  sumus. 

Sed  simul  hinc  perspicitur,  quomodo  congruentiarum  solutio  partem  tan- 
tummodo constituat  multo  altioris  disquisitionis,  scilicet  de  resolutione  functionum 
in  factores.  Manifestum  est,  congruentiam  i = 0 nullas  habere  radices  reales, 
si  4 nullos  factores  unius  dimensionis  habeat;  at  hinc  nihil  obstat,  quominus  i 
in  factores  duarum,  trium  pluritrmve  dimensionum  resolvi  possit,  unde  radices 
quasi  imaginariae  illi  attribui  possint.  Revera,  si  simili  licentia,  quam  recentio- 
res  mathematici  usurparunt,  uti  talcsquc  quantitates  imaginarias  introducere  vo- 
. ' 28 
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luissemus,  omnes  nostras  disquisitiones  sequentes  incomparabiliter  contrahere  li- 
cuisset; sed  nihilominus  maluimus  omnia  ex  primis  principiis  deducere*). 

339. 

Functiones  secundum  modulum  determinatum  primae  vocantur,  quae  per 
nullas  functiones  inferiorum  dimensionum  secundum  hunc  modulum  dividipossunt. 

Ita  omnes  functiones  unius  rlimensionis  erunt  primae,  functiones  autem  dua- 
rum dimensionum  aut  erunt  primae  aut  Cx  binis  unius  dimensionis  compositae : 
quare  4 erit  functio  prima  duarum  dimensionum , si  congruentia  4=0  nullas 
radices  reales  admittit.  Ex.  gr.  xx-\-x-\-\  pro  modulo  5 est  prima,  quia 

xj-f-jr-f-l  = (j: — 2)* — 3(mod.  5) 

* , t. 

et  3 non-residuum  quadraticum  numeri  5. 

Hae  vero  functiones  primae  prae  omnibus  attentionem  nostram  desiderant. 
Quamvis  enim  aliae  quam  primi  gradus  ad  inveniendas  radices  reales  inservire  non 
possint,  amplior  earum  consideratio  tum  ob  insignes  ipsarum  proprietates  tum  ob 
alias  egregias  veritates  ex  his  deducendas  sese  commendat. 


340. 

Theorema.  Functio  quaecunque  aut  est  prima  aut  ex  functionibus  primis  com- 
posita , posteriorique  casu  unico  tantum  modo  e functionibus  primis  componi  potest, 
Demonstr.  Nisi  enim  functio  proposita  A sit  prima , per  aliam  inferioris 
dimensionis  B dividetur.  Si  B non  est  functio  prima,  per  aliam  C inferioris 
gradus  dividetur,  itaque  pergendo  patet,  tandem  ad  functionem  primam  deveniri, 
quoniam  alias  haec  series  foret  infinita,  quod,  quoniam  dimensiones  perpetuo  de- 
crescunt,' absurdum  est.  Jam  si  ultima  functio  prima  sit  L,  haec  omnes  antece- 
dentes metietur.  Quare  A = LA'  eritque  A'  inferioris  dimensionis  quam  A. 
Quod  iterum  fiet  A = LA"  etc.,  patet,  tandem  ad  functionem  primam  perveniri, 
adeoque  A erit  = producto  e functionibus  primis  L,  L,  L"  etc.  Q.  E.  Pr. 

lam  si  etiam  esset  A = M M 'M"  etc.  neque  omnes  L,  li , L" e tc.  eaedem 
cum  omnibus  M,  M',  M"  etc. , eiiciantur  eae , quae  utrique  seriei  communes 


*)  Alia  forsan  occasione  dc  hac  re  opinionem  nostram  fusius  explicabimus. 


Digitized  by 


DISQUISmOSES  OESnCRALE*  DE  CONGRUENTIIS. 


219 


sunt,  ltemaneantque  X,  X',  X*. .p,  p',  (*",  . . . eritque  (i  ad  X,  X',  X"etc.  prima, 
quare  etiam  ad  productum  XX'X"  etc.;  tamen  esse  debet 

XX'X" , . = . i.  e.  ILLz:  = pp." . , Q.  E.  A. 

<*  34 t. 

Primum  caput  harum  investigationum  in  eo  consistet , ut  functionum  pri- 
marum cuiusvis  dimensionis  multitudinem  determinemus.  Quoniam  enim  pro 
modulo  determinato  numerus  omnium  functionum  diversarum  (iucongruarum)  cu- 
iuslibet gradus  est  definitus,  ex  his  vero  aliae  sunt  ex  primis  inferiorum  graduum 
compositae,  aliae  primae,  etiam  harum  numerus  finitus  erit.  Rigorosa  huius  rei 
evolutio  satis  est  lubrica;  a casibus  simplicioribus  incipiemus. 

Posito  modulo  = p,  numerus  omnium  functionum  diversarum  nu  gradus 
huius  formae 

X"-}-  ■Ax'’-,-f-J3x',_,-f-  Cx*~: *-f-  etc. 

erit  pn ; coefficientium  enim  A,  B,  C etc.  numerus  est  w ; et  quum  quivis  inde- 
pendenter  a reliquis  possit  esse  = 0,  1,  2,  3 . . (p — l)(mod./>) , ex  combinatio- 
num  theoria  sequitur,  p"  combinationes  diversas  haberi;  quae  igitur  omnium 
functionum  diversarum  huius  gradus  complexum  definiunt. 

Ita  functiones  unius  dimensionis  erunt  p,  scilicet  x,  x-f-1.  x+2  usque  ad 
x-\-p — t;  functiones  duarum  dimensionum  pp  etc. 


342. 

lam  supra  monuimus,  omnes  functiones- primi  gradus  pro  primis  habendas 
esse ; si  igitur , quod  ad  propositum  nostrum  sufficit , ad  eas  functiones  nos  re- 
stringamus, quarum  terminus  summus  habet  coSfficientem  1 , erunt  p functiones 
primi  gradus  seu  unius  dimensionis. 

Functiones  secundi  gradus  omnes  aut  e binis  primi  gradus  erunt  compositae 
aut  primae.  Jam  ex  combinationum  theoria  constat,  p res  diversas  admissis  repe- 
titionibus 1 modis  diversis  combinari  posse,  quare  totidem  functiones  erunt 
e binis  primis  unius  dimensionis  compositae,  adeoque  pp  — — lipp  — p) 

functiones  primae  duarum  dimensionum. 

23  * 
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Simili  modo  e functionibus»  omnibus  tertii  gradus , quarum  numerus  est  p3, 
excludendae  sunt  eae,  quae  e ternis  primis  unius  dimensionis  componuntur,  qua- 
rum numerus  est  f'P  J 'f-  *;  insuperque  eae,  quae  e functione  prima  unius 
aliaquc  duarum  dimensionum  componuntur,  quarum  numerus  est  p-\{pp — p)\ 
quibus  deletis  restabunt  l(p* — p) ; tot  igitur  sunt  primae  trium  dimensionum. 
Elucet  hoc  modo  semper  continuari  posse. 

343. 

Ut  autem  hae  o]>erationes  facilius  absolvantur  simulque  ad  evolutionem  le- 
gis generalis  via  sternatur,  rem  generaliter  considerabimus.  Brevitatis  gratia  de- 
signamus per  (1)  multitudinem  functionum  primarum  unius  dimensionis,  per  (2) 
numerum  functionum  primarum  duarum  dimensionum , sic  j>orTo  j>cr  (1*)  multi- 
tudinem functionum  c binis  primis  unius  dimensionis  compositarum  etc.  etc..  ge- 
neraliter per  (1*2*31...)  multitudinem  functionum  omnium,  quae  e functioni- 
bus primis  compositae  sunt , scilicet  ex  a unius , f>  duarum , y trium  etc.  di- 
mensionum, quarum  itaque  dimensio  erit  ct  — |—  2 — (—  3 y — etc.  Tum  per  praece- 
dentia theoriamque  combinationum  elucet,  fore  * 

(1*2* 3*4*. . .)  = (1*)(2*)(3T) (4*) . . 

(1*1  — 0M0  + «•(<)  + » •(!)  + »•  • -C0  + — 1 1 

I i . 1 . » . t ...  a 

seu  generaliter 

(*) ■(*)  + ■ .(«)  + *.(•)  + *'.. . («)  + « — > 

v*  ' — » . l . t . 4 . . . • 

Denique  manifestum  est,  si  omnes  modi  diversi  numerum  » e numeris  1,2,  3,  . . 
per  additionem  componendi  colligantur,  qui  designentur  per  ct.  1— fJ.  2 -f- y.  3 — 
etc.,  summam  omnium  harum  expressionum  (1®2*3T..)  aequalem  fore  multitu- 
dini omnium  functionum  n dimensionum , i.  e.  = pn.  Ita 

P = (1) 

PP  = (!*)  + (2) 

/>*  = ( l*)-Hl.2)  + (3) 
p‘  = (l<)-f(l’.2j  + (l.3)4-(2*)4-(4) 
etc. 

Perspicuum  est,  in  expressione  pn  praeter  quantitates  (1),  (2),  (3)  etc.  etiam  hanc 
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ingredi  («),  unde  patet,  quomodo  omnes  quantitates  per  praecedentes  sint  deter- 
minandae. Ita  invenitur 

(*)=/>  (4)  = *(/—?/»)  (7)  = +(/—/>) 

(2)  = Mpp—  p)  (S)  = (8)  — U/—P*) 

(3)  = 1 (/»’—/»)  (6)  = i {P*—P1—PP+V)  etc. 

344  — 346. 

Observatur  ex  hoc  seriei  initio,  summum  terminum  expressionis  (n)  esse 
— p ",  ad  quem,  si  » est  primus;  accedit  — <^p;  at  si  n est  compositus,  lex  mi- 
nus elucet.  Si  vero  attentius  rem  consideramus , videmus  esse 

J»  = (l)  /=5(5)+(l) 

PP~  *(*).+{»)  Y=  6(6)+3(3)+2(2)+(l) 

P*  = 3(3)— f— (I)  / = 7(7)-Hl) 

/=4(4):-*, 2 (*}+(!)  / = 8(8)  + 4{4)  + a(a)+(l)  etc.  . 

..  . , • 

ubi  lex  p regressionis  est  manifesta;  scilicet  si  omnes  numeri  n divisores  sint 
a,  6,  y,  $ etc. , erit 

/ = o(o)4-6(6)4-Y(y)4-8(8)-f-  etc. 

Huius  observationis  generalitatem  iam  demonstrare  accingimur. 

Ostendimus  summam  omnium  talium  expressionum  (la){2{)(31) . . . si  sem- 
per  ct  — f-  2 6 — J—  3 y — H - - •=  w . exhaurire  omnes  functiones  n dimensionum  adeoque 
esse  = pn.  Hinc  patet, . Si 

. . evolvatur  in  seriem  . . = P, 

A = p,  B — C — p3  etc. 

*AP  — (0«  i »(«)**  . »(»)«* 
iMx  l — * ' 1— **'  t_x*  * ' ' 

[hinc  substituendo  t^_xpx  pro  y—  et  evolvendo  singulas  fractiones  in  series  infi- 
nitas theorematis  veritas  sponte  elucet.] 


% 


4 
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34X. 

Theorema  hoc  etiam  alio  modo  exprimi  potest.  Scilicet  si  numeri  n divi- 
sores omnes  sint  »,  I,  fi,  fi',  fi",  fi'”  etc.,  theorema  in  eo  consistit,  ut  sit 

V”  = »(*)+(l)  + fi{fi)  + 3'(S')+  etc. 


Iam  patet,  productum  ex  (n)  functionibus  primis,  quae  sunt  n dimensio- 
num. habere  »(»)  dimensiones  et  sic  de  reliquis,  quare 

Productum  ex  omnibus  / unctionibus  primis  dimensionis  unius,  dimensionum 

n,  fi.  fi'  etc.  habebit  pn  dimensiones.  . 

* • 

Facile  nunc  est  ex  hoc  theoremate  valorem  expressionis  (n)  ipsum  deducere; 
sed  brevitatis  gratia  analysin , quae  non  est  difficilis , supprimimus.  Sit  itaque 
n =■  a? fce cT  etc.,  ita  ut  a,  b,  c etc.  sint  numeri  primi  diversi,  eritque 

. B.  ■ JL 

n{n)=pn — — X/»04*  etc. 

n _ n'  _ 

ubi  Xpa4c"  significat  complexum  omnium  expressionum  huic  p04*--  similium,  si 
quantitates  a,  b,  c ..  quomodocunque  inter  se  permutentur.  Ita  pro  n — 36 
erit  36(36)  — fP — p" — pu  + p*. 

Unam  adhuc  observationem  adiicere  liceat.  Si  n est  formae  aa  et  a pri- 
mus, erit  n(»)  — p" — pa,  quare,  quum  (w)  necessario  sit  integer,  erit  quic- 
quid  sit  p, 

pn  = p°  (mod.  n ) 

quare , si  p ad  a primus  erit . 

pn~a  = i (mod.  n) 


ct  pro  a = 1 


p0- 1 ==  1 (mod.  a) 


Memorabile  est , haec  theoremata  tam  diversis  modis  erui  posse. 


348. 

Pkoblema.  Data  aequatione 

P"  + Ax”^'  -f  Cxm~z  -(-  etc.  4*3/  — o 

cuius  radices  sunt  x = a,  x = b . x — c etc. , invenire  aequationem,  cuius  radices 
sint  x — aT,  x = bT,  x — cT  etc. 
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Solutio  prima.  Quaerantur  per  theorema  notum  summae  radicum  aequatio- 
nis propositae,  earum  quadratorum,  cuborum  etc.  usque  ad  potestatem  »nUm. 
Hinc  igitur  habentur  etiam  summae  radicum  aequationis  quaesitae  nec  non  qua- 
diatorum  etc.  scilicet  2oT,  2an  etc.,  unde  per  idem  theorema  cofifficientes  de- 
terminari possunt. 

Ad  praxin  quidem  haec  solutio  est  facilior ; sed  ad  institutum  nostrum  nec 
non  ad  ostendendum , eoefficientes  aequationis  quaesitae  fore  integros , si  aequa- 
tionis jSropositae  coefficientes  fuerint  integri,  quae  sequitur  magis  est  accomodata. 
Solutio  secunda.  Sit  6 radii  prima  aequationis  *T  = 1 , fiatque  productum  ex 

jT+AoT-'  -f -BjT-*  -+-  etc. 

• xm+A0jr-'  +.B0&*m-l+  etc. 

etc. 
etc. 

ar+AV-lar-'+BQ*t-*ar-l+  etc. 

Huius  itaque  producti  radices  erunt 

, a,  0a,  00«  etc. 

6,  06,  006  etc. 
c,  0c,  00c  etc. 

i.  e.  productum  aequale  erit  huic 

(«T— oT)(*T— 6T)(xT— cT) 

adeoque  huius  formae 

x™ + + etc. 

Iam  si  pro  xr  scribatur  x.  erit 

■r”*-!-  AV- 1 — * — |—  etc.  = (x — o')(x  — 6T)(x — cT) . . 

adeoque 

+ + etc.  = 0 

aequatio  quaesita.  Quod  vero  hic  A\  B'  etc.  sint  non  solum  rationales  sed  etiam 
integri,  facile  ex  theoria  aequationis  xT  = 1 deducitur. 

Quoniam  hac  operatione  in  sequentibus  saepe  utemur,  'jier  (P.  pT)  indica- 
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bimus  functionem , qua  cifrae  aequali  posita  aequatio  proveniens  habeat  radices, 
quae  sunt  potestates  radicum  aequationis  P — 0, 

Si  P = Q secundum  modulum  quemcunque,  erit  etiam  (P,  pTf~  (Q,  pT) 
secundum  eundem  modulum.  * 

• 349. 

Theorema.  Coifficiens  termini  X"  i»  (P,  pT.)  congruus  est  secundum  modulum 
* coffficienti  termini  x"n  in  P*,  siquidem  x est  numerus  primus  (quod  pro  Hbc  casu 
est  tertia  solutio  problematis  praecedentis).  * 

Demonstr.  Ex  capite  sexto  sequitur,  producti 

^-f^x'’-* 4-  etc.)  4-  etc.) . . ! 

cogfficientem  quemcunque  habere  hanc  formam , postquam  pro  6T  substituta  est 
unitas , 

E + (!■ 4- 9 + 1 8' 8 4-  etc.  4- 6T-’) F 

Quodsi  iam  6 consideretur  tamquam  radix  prima  aequationis  jr  — 1 , totum 
productum  abibit  in  E;  si  vero  ponatur  0—1,  totum  productum  abibit  in 
PT  = E-\-xF,  quare  erit  coPfficiens  termini  x"T  in  PT  congruus  secundum  mo- 
dulum t cofifficienti  termini  x"T  in  E,  i.  e.  cogfficienti  termini  x*  in  (P,  pT). 

350. 

Theorema.  Si  t est  numerus  primus , erit 

(P,  pT)  = P (mod.  t) 

Demonstr.  Sit  co^fficiens  termini  x"  in  (P,  pT)  = N',  in  P vero  eiusdem 
termini  coefficiens  = N.  Tunc  posito 

P = x^-f-dx^-fetc.  4-JVx"+  etc. 

erit 

pT  ^ xmT-(- ATx^m— ‘^4  etc.  4 21P  xn'  4 etc.  (mod.r) 

adeoque  (§.  praec.)  N'  — N*  (mod.  t);  quare,,  quum  erit  N'  = Ar.  Q.E.D. 

Hinc  etiam  patet,  esse  (P,  p")  = (P,  pa't)  et  (P,  pT)  = (P,  p"),  unde  generaliter 

(P,  p*)  =.  (P,  pOT*)  {mod.  t) 
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Theorema.  Datur  'vator  nu «m  v minor  quam  f>m,  ita  ut  /unctio  a? — 1 1 per 
/unctionem  propositam  P ni  dimensionum,  anus  pars  infima  indeterminatam  et  non 
involvit,  secundum  modulum  p di  eidi  possit. 

Dem.  Dividatur  per  P series  functionum  1,  x,  xx-.  . . usque  ad  xf“~ 
simulae  dimensionem  m superant,  et  quoniam  nuRa  per  P sine  residuo  dividi 
poterit,  omnia  residua  ad  hanc  formam  redigi  poterunt 

A/-;1  -+T  + . . + N 

ita  ut  omnes  cocfficientes  sint  positivi  et  <"j>.  Sed  patet,  quum  nunquam  omnes 
possint  esse  — 0,  pm — 1 tantummodo  functiones  dari,  quarum  alicui  singulae 
aequales  esse  delmnt,  quare  quum  usque  ad  potestatem  ipsius  x,  cuius  exponens 
est  pm — I,  pm  residua  habeantur , neqessario  duo  ad  minimum  eadem  esse  de- 
bent. Prodeat  igitur  idem  residuum,  si  x“  et  x“+v  per  P dividantur , ita  ut 
« — J—  v Quare  aa+'l-^x?  per  P dividi  poterit.  Hinc  quoniam  (hyp.)  x 

adeoque  etiam  x“  functio  est  ad  P prima,  etiam  x1  — t i>er  P dividi  poterit. 
Q.  E.  D.  • • ...  . . , 

Goroll.  Si  xv—  1 per  P dividatur , etiam  x*y-—  1 per  P dividi  poterit, 
denotaute  k numernm  quemcunque  integrum.  ..  . 


352. 

Theorema.  Manentibus  denominationibus  ut  in  $.  praec. , s»  P /uerit / unctio 
prima  et  xv  infima  potestas , quae  unitate  tnulctata  per  P dividi  possit,  erit  v aut 
— p”1 — I aut  pars  afiquota  huius  numeri , excepto  vnico  casu,  ubi  P = x. 

Dem.  Quoniam  P est  functio  prima  m dimensionum,  dabuntur  pm — t 
functiones  diversae  pauciorum  quam  m 'dimensionum  (exclusa  scilicet  ab  omnium 
numero  functione  0),  quae  omnes  od  P erunt  primae.  Iam  quum  xv  suppona- 
tur esse  infima  potestas,  quae  per  P divisa  unitatem  relinquit,  palam  est,  si  omnes 
inferiores  potestates  ab  I , x,  . . usque  ad  x*- 1 per  P dividantur,  v residua  di- 
versa prodire,  quae  per  A generaliter  designentur.  Iam  si  haec  exhauriant  om- 
nia quae  sunt  possibilia,  theorema  erit  demonstratum;  sin  vero  quaedam  nondum 
sint  in  eorum  numero,  sit  quodcunque  eorum  B;  iam  perspicuum  est,  functionem 
Bx"  per  P divisam  residuum  B dare  et  generaliter  esse  Bx',+k  = Bj/  (mod.  P) ; 
sed  omnes  functiones  ab  B usque  ad  J9,rv— 1 diversa  inter  sc  et  ab  residuis  A 

29 
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dabunt  residua;  si  scilicet  esset  B.tf'  ~ Bx?  ' ^ (mod.  P),  foret  etiam  l =j>s(modP), 
et  8<\v  contra  hyp. ; si  vero  esset  Bx>\~x^  (mod.  P),  foret  J5=**1+v  1 (mod.  P) 
adeoque  B unum  ex  residuis  A contra  hyp.  . Quare  patet  haberi  adhuc  v nova 
residua.  Simili  modo  ulterius  progredi  licebit  (omnino  ut  sapra  §. .)  apparebitque 
numerum  omnium  residuorum  possibilium  pm — 1 esse  aut  = v,  aut  = 2v, 
aut  = 3 v , aut  generaliter  multiplum  numeri  v.  Q.  E.  D. 

353. 

Ex  theoremate  praee.  et  Coroll.  §.  351  sequitur,  quamvis  functionem  pri- 
mam n dimensionum  metiri  functionem  xP'~ 1 — 1 secundum  modulum  p.  Om- 
nes itaque  functiones  unius  dimensionis  excepta  unica,  quae  est  ^Bx,  metientur 
x>‘~i — 1,  quod  est  theorema  FERiwrianum ; omnes  autem  functiones  primae  se- 
cundi gradus  i.  e.  formae  J5  metientur  functionem  — 1 etc.  Iam 

sint  numeri  » divisores  omnes  «,  8,  8’,  2"etc. . 1,  patetque,  p " — 1 etiam  per  p 1 — 1 
p>J  — 1,  p*  — 1 etc.  p — 1 dividi  posse,  quare  functio  — 1 per  omnes  functio- 
nes primas  dimensionum  n,  8,  o,  6"  etc.  usque  ad  functiones  primas  unius  dimensio- 
nis (eac/usa  functione  x)  dividi  poterit,  quare  etiam  (quum  omnes  hae  functiones 
sint  absolute  adeoque  etiam  inter  se  primae}  per  productum  ex  omnibus.  Sed  idem  ' 
hoc  productum  habet  p” — 1 dimensiones  (§.  347.)  {ob  deficientiam  unius  func- 
tionis x);  quare  patet,  hoc  productum  ipsum  ipsi  1 — 1 [mod.  p)  congruum  esse 

debere. 


354. 

Theobeju.  Si  functio,  P—  I per  functionem  P dividitur , erit 
(P  p**)  - (P.  p') 

denotantibus  k , t numeros  quoscunque  integros. 

Dem.  Sit 

P = etc.  • 

notum  est.  »i 


iij*— + (w-l)  A j—  + etc. 
x”+  ‘A  x“-+  etc. 


in  seriem  infinitam  formae 


w7  + a^+fJ**  + ri-.  + etc- 
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evolvatur,  fore  a summam  radicum  aequationis  P = (I,  & summam  quadrato- 
rum etc.  Unde  sine  labore  deducitur,  potestatum  *-f-  t,  v-f-2  etc.tarum  summam 
congruam  esse  summae  radicum,  quadratorum  etc.  Hinc  voro  nisi  modulus  est 
aequalis  aut  inferior  numero  dimensionum  functionis  P,  sequitur  esse  t 

{P,  ?+')  = P,  (P,  p*+3J  = (P,  p*),  (P,  p'"*)  = (P,  p3)  etc. 

Istum  autem  casum  infra  considerabimus. 


^ 355. 

Theorema.  . Si  in  serie 

■ (P,  p*),  (P.p)  (P,  p3).  (P,  p3)  etc. 

. • * 

post  terminum  v"""  sequentes  primis  deinceps  sunt  congrui , x* — 1 per  P dividi  pote- 
rit, siquidem  P nullum  factorem  pluries  contineat. 

Dem.  Posito  — = Q,  erit  Q functio  ad  P prima.  Sit 


0 

P 


A , lt  . C . . 

7 + iT  + ii+etc- 


iV 

tum  post  terijiinqm  3 sequetur  (hyp.) 


Quare  erit 


£+-,  -f-  pa  + etc. 


Q _ Ax\~*  + Bxy-’+  ptc. 
P — i'-l 


unde  patet,  functionem  xy — 1 per  P dividi  posse.  Q.  E.  D. 


356. 

Theorema.  St  P-  sxt  functio  iftsius  x prima  m dimensionum  et  X functio  ip- 
sorum x,  x*.  x,‘,\  xp‘.  . in  quam  omnes  hae  quantitates  aequaliter  ingredian- 

tur, i.  e.  quae  eadem  maneat,  quomodocunque  eae  inter  se  permutentur,  functio  X per 
P divisa  dabit  residuum,  quod  eiit  numerus.  <* 

Dem.  Sit  residuum  '•  . 

5=  Axm~'+  t . +N=t 

..  . . *TVV 

omnes  coi*fficientes  A,  B,  C . . . usque  ad  N exclusive  carunt  = 0.  Hoc  ita  de- 
monstratur. Quum  X — i per  P dividatur,  etiam  Xp — ip  per  P dividi  pote- 

29* 
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rit.-  Sed  facile  perspicitur,  X!'  esse  id,  qupd  fit  X,  si  pro  x ponatur  ,®*\  pro 
Y,  Y'1'  etc.  . . et  pro  x/,m  ‘.  .v,,m  seu  quod  idem  es*  s.  Hinc  patet,  esse  Xf  ~ X 
(mod.  P);  quare,  quum  X‘‘  ^ f/  at  X C (mod. P),  erit  etiam  4f-=  4i»»od.  JP)  , 

seu  • • '• 

t=0(mod.P)  ‘ •* 

At  i!‘ — i secundum  modulum  p congruum  ost  producto  ex  4.  4+ 1 . 4+  2,  ■ • 
usque  ad  4+/> — 1,  qui  factores  omnes  ad  P primi  erunt,  nisi  i sit  simpliciter 
numerus.  Quare  etiam  4^—4  alio  modo  per  P divisibilis  non  erit.  Q.  E.  I). 

Huiusmodi  functiones  sunt  summa  omnium,  summa  quadratorum,  cuborum 
etc.,  summa  productorum  e binis,  ternis  etc.  Quis  vero,*it  ille  numerus,  per  § sq. 
determinabimus. 

" • •*  * 

• • 3S7. 

Theorema.  Sit  functio  prima  § praec. 

P = xm~AY,>-x+BYn~T- CV~ *-+-  ctc. 

# 

erit  residuum,  si  summa  quantitatum  x,  jf  etc.  Y‘m~'  per  P diridatur,  = A,  si 
summa  productorum  e binis,  — B.  si  summa  productorum  e ternis,  = C etc. 

Dem.  Sint  functiones  illae  X,  Y,  Z etc.  earumque  residua  ordine  suo  nu- 
meri A,  B,  C etc.  Iam  facile  intclligitur , esse  x,  ,iJ‘.  etc.  radices  aequa- 
tionis 

rm—  X Yz”1-*—  Zs*-*+ctc.  = 0 
Quare  erit  ponendo  s — x 

«"*— Xx"-’+  Zxm-*- |-etc.  = 0 

Sed  functiones  X — A,  Y — B,  Z — C’e tc.  per  P dividi  possunt,  quare  etiam 
functio 

*m—  AYn~'+ BY"-*—  etc. 

Hoc  autem  aliter  fieri  nequit,  nisi  sit  A = A,  B s B,  C = C etc.  Q.  E.  D. 

Ceterum  notum  est,  quaecunque  alia  functio  sit  X ipsorum  x,  x^  etc.  [in 
quam  omnes  hae  quantitates  aequaliter  ingrediantur,!  eam  semper  ex  bis  deduci 
posse.  Ita  erit . . ' . 
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• a?*— f- j.’1-*’— {—  etc.  = -4A  — 2 D (mod. P) etc.  etc. 

Kxempl.  Sit  p'±=t  5 ' et  P=  ,r*+ 2<c-|-S.'  erit  functio  ]>cr  P 

divisa  = — 2,  ,t*  = 3 etc.  etc.'  ’ , • 

• -'VSJSjpfr» 

35S.  35». 

0 * 

Theorema.  Sit  -P  functio  prima  et  x“  infima  potestas  ipsius  x,  quae  per  P 
ilieisa  dat.  residuum  1;  porro  t it  P — (P,  fi"),  erit  n alicui  numeri  p potestati  se- 
cundum v congruus. 

Dem.  Supta  ostendimus . si. P sit  • . 

= aP+A^+Bj/^+e  tc. 

fore  . • • . • 

zm+Azm-'+Bzm-*+etc.  — (*-«-*)  (z—Jp)  . . {z—j?~") 

l»er  P divisibilem.  Simili  modo 'sequeretur  esse 

sm-\-Asm-'+Bzm-i-\- etc.  — {%—afP)  . . (z—jfP'") 

per  P divisibilem.  Quoniam  autem  hy  factores  inter  se  sunt  primi,  necessario 
singuli  singulis  secundum  P,  p congrui  esse  debent.  Quare  z — ,r"  debet  esse 
= z — xf  i.  e.  p%  = n (mod.  v). , Q.  E.  P.*) 

Df  intentione  d tritorum  primorum  functionis  x * — ; 1 secundum  modulum  primum. . 

360. 

Si  v per  modulum  p seu  per  aliquam  eius  potestatem  est  divisibilis,  sit 
v — p*X,  critque 

x" — 1 = [sf — lf  (mod.p). 

Unde  manifestum  est,  eum  tantummodo  casum  considerari  oportere . ubi  v per  p 
non  dividitur. 

* • ‘ 

/)  Si  (P,  p")  (P,  p*)(mod>/>)  erit  a=p‘b  (mod.  v). 

Dnmnutratw.  Sit  Az’n~‘  -i'  II  erit  (II,  p*)  3 (II,  p*)(mod. P);  ost  autem 

(n,p«) 3 (.-pT (4-x*r) . . (.-p»""),  (n,p*)=3(3-V)(> .. 

unde  patet  propositio. 

Productum  x II,  (II,  p"),  (II,  p*)  etc.  (TI,  p')  est  5 (»' — !)"(mod.P);  est  enim 

(a— x)  (a — **)  (a  -x*}  . . . (:— x")  = (a—»')  (a— x1')  (c— x’*’) . . (a— x^r)  = etc.  = a’— l 
In  aerie  P,(P,p«),  (P,p*)ele....(P,p’)  omne»  divinor*»  primi  functioni*  x*— i occurrunt,  et  quidem 
quisque  m vicibus.  Inde  patet,  productum  ex  omnibus  e*M»  ^ (x*— M)". 
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Si  pm=  t (mod.  v)  et  quidem  m quam  minimus,  tum  patet  xp’~' — 1 per 
xy — 1 dividi  posse.  Quamobrem  xy — 1 alios  divisores  habere  nequit  quam 
,rp  — 1 . At  haccce  expressio  habet  divisores  primos  m dimensionum  aliosque, 
quorum  dimensionum  numerus  est  divisor  numeri  m.  Tales  igitur  etiam  x1 — 1 
habebit.  Quot  autem  cuiusvis  generis  habeat,  per  exemplum  declaramus,  unde 
facile  lex  generalis  deduci  potent. 

Sit  v = 63  et  p — 13,  erit  m = 6.  Quare  ,x** — 1 secundum  modu- 
lum 13  factores  primos  habebit  sex,  trium,  duarum  dimensionum  pniusque.  "Iam 
palam'  est,  productum  ex  factoribus  unius  dimensionis  fore  divisorem  communem 
(maximae  dimensionis)  functionum  x“ — 1 et  x,! — 1 i.  e.  x* — 1;  quare  tres 
erunt  factores  primi  unius  dimensionis.  Productum  ex-  omnibus  factoribus  pri- 
mis duarum  dimensionum  uniusque  ferit  divisor  communis  functionum  x®* — 1 et 
xm — 1 i.  e.  .r11 — l;quare  erunt  sive  9 factores  duarum  dimensionum.  Pro- 

ductum ex  factoribus  primi*  trium  dimensionum  uniusque  erit  divisor  communis 
functionum  x*5— I et  xJ1M — 1 i.  e.  x® — 1;  quare  erunt  i.  e.  2 divisores 

trium  dimensionum.  Tandem  reliqui  erunt  sek  dimensionntn,  quorum  igitur  nu- 

merus  — — — r.  e.  6. 

6 

Facile  per  attentam  huius  rei  ponderationem  sequens  regula  genefalis  de- 
ducitur: , 

Sit  8 divisor  ipsius  m,  sint  omnes  numeri  8 divisores  ipso  8 minores  <T,  8‘.  8 “ 
etc.  Sint  divisores  communes  maximi  ipsius  v cum  p 4 — 1 , pi  — 1 , ph  — 1 etc.  re- 
spective  p,  p’,  p”  etc. , sit  -%  etc.  — X‘,  X",  X"  etc.  habebitque  x” — 1 y ties 

tot  divisores  primos  8 dimensionum,  quot  infra  numerum  p sunt  numeri  per  nullum 
numerorum  X’,  X",  X"  etc.  divisibiles. 


361. 

Theorema.  Si  functio  X indeterminatae  x per  aliam  t dividi  possit  et  X si 

pro  x scribatur  x*.  transeat  in  X\  X'  per  (4,  p’*)  dividi  poterit. 

Dem.  Sit  X = 4 u transeantque  t.  u in  4'.  o\  si  pro  x scribatur  x*. 

Patet,  fore  X'  = 4V.  At  4'  per  (4.  p *)  dividi  potest.  Quare  etiam  X.  Q.  E.'D. 
\ 

362.  • . ’ . ■ ' 

His  principiis  positis  facili  negotio  divisores  primos  functionis  x’  — 1 deter- 
minare possumus.  Supponimus,  omnes  eos  divisores,  qui  etiam  functionem  ali- 
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quam  x'"' — 1 dividunt,  existente  v'<v,  iatn  inventos  esse,  reliquosque  investi- 
gare proponi.  Hi  autem  omnes  in  hac  expressione  comprehendi  possunt  (P,  p 
si  P sit  unus  ex  ipsis  et  pro  k omnes  numeri  minores  quam  v ad  ipsumque  primi 
substituantur. 

In  Cap.  vr  ostendimus,  quomodo  radices  primae  aequationis  x"  = I ifa  in 
classes  discerpi  possint,  ut,  omnibus  per  alicuius 'potestates  expressis , eadem  in 
classes  distributio  habeatur,  quaecunque  radix  prima  pro  hac  basi  accipiatur;  pt- 
riodos  huiusmodi  radicum  complexus  vocavimus.  Iam  patet,  functiones  x,  x%,  x5, 
x7  etc.,  designantibus  a,  S,  y etc.  .omnes  numeros  ad  .v  primos,  simili  modo  in  pe- 
riodos resolvi  posse,  quamque  periodum-maiorem  rursus  in  minores  donec  tandem 
ad  periodos  formae  x*,  x*7*,  x^pp  . . . xtp“~'  perveniatur.  Hqc  ita  facto  patet 

1°  Quoniam  periodus  qUaeque  etc  Iruiusmodi  periodis  minimis  x^-t-x^+ete. 
composita  est.  si  per  quamcunquc  functionem  primam  m dimensionum  dividatur, 
residuum  fore  numerum. 

‘2°.  Quum  omnes  periodi  termini  semper  ad  hanc  formam  reduci  queant 
m\f<?  , x,  a,  b,  c . . sunt  numeri  determinati,  pro  a,  f>,  y . . autem 

omnes  valores  substitui  possunt;  patet,  periodum  in  se  ipsam  mutari,  si  pro  x sub- 
stituatur x*  et  k sit  formae  a1  b*  c7 . . (mod.  v),  unde  facile  perspicitur  omnes 
functiones  P,  (P,  p*)  etc.,  designante  k huiusmodi  «umerum,  si  periodus  per  eas 
dividatur,  idem  residuum  dare. 

3*.  Quare  periodus  subducto  tali  residuo  per  productum  ex  omnibus  func- 
tionibus (P,  p*)  dividi  poterit. 

363.  . . 

Summa  rei  in  hoc  vertitur,  ut  haec  residua  determinentur.  Primo  quaera- 
tur residuum,  quod  periodus  maxima  per  productum  ex  omnibus  functionibus  pri- 
mis idoneis  dabit.  Si  hoc  productum  sit 

= x*  — etc. 

erit  residuum  hoc  , s A.  Huius  autem  producti  forma  facile  invenitur  et  ex  Cap.  vi 
sequitur  esse  A = 0,  si  v per  quadratum  dividi  possit,  contra  esse  A aut  = -f-1 
aut  = — 1,  prout  multitudo  factorum  primoram  numeri  v sit  par  aut  impar. 

Iam  resolvatur  haec  periodus  maxima  in  periodos  inferiores  repraesenten- 
turque  periodi  cuiusvis  termini  per  x*p  “,  ita  ut  k in  quavis  periodo  sit  numerus 
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determinatus,  pro  diversis  vero  variabilis,  t:  et  « autem  in  quavis  periodo  varia- 
biles . cos  autem  valores , quos  in  aliqua  periodo  habent , etiam  in  reliquis  adi- 
pisci possint.  Supponatur  aliquantisper  aliqna  functio  prima  • P pro  basi  sitque 
residuum,  quod  periodi  'Zxy"u,  ctc  pCr  cam  divisae  praebent  respective 

A,  A'  etc.,  erit  2 x1"”" — A per  productum  ex  omnibus  functionibus  (P,  p“)  divi- 
sibilis, — A'  per  productum  ex  omnibus  functionibus  (P,  p*")  etc.  etc. 

At  facOe  liquet,  quantitates  A,  A'  etc.  esse  radices  congTuentiae  datae.  Scilicet 
sint  periodi  radicum  aequationis  P='l  periodis  praecedentibus  corresponden- 
tes  radices  aequationis  Q — 0,  erunt  A,  A etc.  • radices  congruentiae  Q — a 
Namque  erit  • 

A -f- A'-{-  etc.  ==  summae  periodorum, 

AA-\-A'A'-{-  etc.  = summae  quadratorum  periodorum 

etc.  ctc.  Calculus  enim  prorsus  similis  erit  ei,  quem  Cap.  vi  exposuimus,  si  pro 
p substituatur  x,  quoniam  etiam  hic  poni  potest  pro  P unitas,  uti  illic  pro  p’. 

Inventis  radicibus  A,  A'  etc.  aliqna  pro  residuo  periodi  eligatur  et 

inde  reliquarum  residua  simili  modo  uti  Cap.vi  ordinentur.  Namque  illud  etiam 
hic  arbitrio  relinquitur,  quum  functio  P sit  prorsus  hactenus  indeterminata. 
Calcnlus  sequens  omnino  analogus  est  ei*  quem. Cap.  vi  pertractavimus,  singula 
exponere  nimis  prolixum  nobis  foret.  Tandem  postquam  ad  perventum  .est, 

I 

rei  suipraa  perfecta  est  Namque  posito 

P~xm-\-a  P"-1  + b xm_!  -f-  etc. 

erit  — a = ~xp  , eodem  modo  copfficiens  secundus  reliquarum  functionum  (P,  p*) 
habebitur,  unde  reliqui  ipsius  P determinari  possunt.  Saepius  evenire  potest, 
ut  ad  congTuentiae  idcnticas  perveniatur,  ex  quibus  nihil  derivari  posse'  videtur. 
Quomodo  huic  difficultati  obveniri  possit,  infra  monstrabitur. 


364. 


Omnia  haec  per  exemplum  multo  clariora  fient.  Resolvenda  proponitur 
secundum  modulum  !?  in  factore».  Erit  w = 4 et  quoniam 
clementaribus  • . 

P+P — .p_j_p— x-(-  i 


i 
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Quare  duo  tantummodo  erunt  factores  primi  quatuor  dimensionum  P ct  P'.  Iam 
x,  xx,  xi,  x 7,  x",  j,n,  x's,  a:14  in  has  duas  periodos  distribuantur 

S-r17"  — x 2.r7',7*==  V+*11 +•*’*  + 

Sit  secundum  alteram  functionem  P,P'  . 

Zxtim=A,  U 

• ♦ * * 

eritque 

A+A'=  1 
AA  = ix  + + 

A A = 2 + 2 a-8 • «*+  2 .r» ■ '7‘  + 2 j . «* 

quare 

AA  + A'A’==  2x,,*4-S^7-,,"-|-42;r*-,7'+22<rs-,7*=  1-4 
Hinc  A et  A erunt  Tadices  congruentiae 

txx — j?+4  = 0(mod.  17) 
quae  sunt  6,  1 2.  Hinc  P-  dividet 

Jf*r+X  — 6 

eritque 

= .r4 — #**— 2jx— llsr-f- 1 
P autem  erit  ~ (P.p7)  eritque 

= xk  — 1 2x* — 2xx — 6-»+  1 


366. 

Sufficit  nobis  hic  possibilitatem  solutionum  harum  monstravisse.  Multa 
artificia,  quibus  hae  operationes' sublevari  possunt,  praeterimus  brevitatis  gratia. 
At  consequentias  quasdam  pergraves  praetermittere  non  possumus.  '•■-f* 

Per  praecedentia  demonstratum  est,  omnes  aqguationes  auxiliares  pro  solu- 
tione aequationis  x'  ==  l , si  in  congruentias  coavfcrttfitur , habere  radices  possi- 
biles. quando  periodus  ■■w’  -<ir 
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nondum  est  disiuncta.  Subsistamus  in  casu,-  ubi  v est  numerus  primus;  erit  m 
divisor  ipsius  v — 1.  Hic  itaque, congruentiae  auxiliares,  si  numerus  periodorum, 
quae  per  illas  inveniuntur , est  pars  aliquota  numeri  'l~-  -,  habebunt  radices  rea- 
les.  Si  itaque  est  par  i.  e.  si  m est  divisor  numeri  seu  si  p~  • = 1 

mod.  v)  seu  si  p est  residuum  quadraticum  numeri  primi  v,  aequatio  quadratica, 
per  quam  radices  in  duas  periodos  dividuntur,  habebit  radices  reales  secundum 
modulum  p.  At  in  Cap.  vi  monstravimus  hanc  aequationem  posito  v = 4n-J-l 
semper  esse  ,rx-\-x^n  — 0.  Quare  hal>etur  insigne 

Theorema.  Si  numerus  primus  p est  residuum  quadraticum  numeri  primi 
4 n -f-  1 , congruentia 

rx+r+n  = Oimod.p) 

t 

habebit  radices  reales,  adeoque  etiam  congruentia 

ixx-\- \x+ln  = 0 seu  l)’+v  = 0 

».  e.  + v erit  residuum  quadraticum  numeri  p. 

366. . 

llaec  igitur  est  tertia  theorematis  fundamentalis  Capitis  tv  completa  de- 
monstratio, eo  magis  attentione  digna,  quod  principia,  e quibus  est  petita,  «ab  iis 
quibus  ad  priores  usi  sumus,  prorsus  sunt  diversa.  At  ex  eodem  hoc  fonte , sed 
via  opposita  quartam  deducamus.  Scilicet  sit  v numerus  primus  formae  4»  + 1 , 
p alius  primus  quicuuque,  sitque  Hhv  rcsidiium  quadraticum  numeri  primi  p, 
■.  • demonstrabimus , p fore  residuum  quadraticum  numeri  v. 

Sit  pm  minima  potestas  numeri  p,  quae  sit  = 1 (mod.v).  Divisores  de- 
mentares functionis  secundum  p habebunt  m dimensiones,  quare  .omnium 

numerus  erit  — Iam  quoniam  +vJi^,  congruentia 

j?  j?  — f-  S?— (-^i»  —'6  (mod.p) 

erit  resolubilis ; sint  radices  A,  A’.  Distribuantur  functiones  x,  xx,  . . arv— 1 in 
binas  classes  per  £,  t'  designandas,  erit  . . 

'■  A- 
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2T — | — c ==  A -4* A -f-(l -|-x-f- x a--)-  . . 'i 
4c  ==E  A A -{—  a(1  — | — | — | — . . -}-a;v  *) 

quare 

per  quemvis  divisorem  elfcmeiUarem  functionis  erit  divisibilis.  Hinc  autem 

quivis  horum  divisorum  elementarium  aut  4 — A et  4’ — A\  ant  4 — A'  et 
4' — A dividet.  Hinc  patet  (quoniam  A non  = A1),  si  pro  x ponatur  .ri',  4 et 
4’  non  immutari.  Si  enim  4 in  i'  et  vice  versa  transiret,  4 — A et  4 — A'  per 
eandem  functionem  primam  dividerentur.  Q.  E.  A.  Hinc  denique  sequitur, 
per  m dividi  seu  p a' — 1 per  v.  Quare  p erit  residuum  quadraticum  ip- 
sius v.  Q.  E.  D. 

Facile  autem  est  omnes  theorematis  fundamentalis  casus  ex  utroque  theore- 
mate derivare.  . ... 

• " . 

367. 

Quamvis  ad  casmm , ubi  v est  numerus  primus,  hic  nos  restrinxerimus,  ta- 
men etiam,  si  v sit; compositus,  theoremata  analoga  haud  magno  negotio  determi- 
nari possunt,  quod  fusius  exponere  brevitatis  gratia  nunc  non  licet. 

Manifestum  est,  similes  observationes  etiam  de  maiori  periodorum  multitu- 
dine formari  posse.  Ita  si  per  3 dividitur  i.  e.  si  p est  residuum  cubicum 
numeri  primi  v,  aequatio,  per  quam  radices  aequationis  x*  — 1 in  tres  periodos 
distribuuntur  quamque  in  Cap.  vi  a priori  determinandam  docuimus,  solubilis  erit 
secundum  modulum  p et  vice  versa.  Ita  ex.  gr.  congruentia  ,r*-(-xa? — 2x — 1 = 0 
secundum  modulum  primum  quemcunque,  qui  est  formae  7n  + l,  resolvi  potest, 
si  vero  aliam  formam  habeat,  non  poterit. 

Non  difficile  nobis  foret  hoc  Caput  multis  aliis  observationibus  locupletare, 
nisi  limites,  intra  quos  restringi  oportet,  vetarent.  Iis  qui  ulterius  progredi  amant, 
haec  principia  viam  saltem  addigitarc  poterunt. 


368. 

Congruentiam  aliquam  X = 0 radices  seu  generalius  divisores  aequales 
habere  dicimus,  si  per  functionis  alicuius  potestatem  dividi  possit. 

30* 
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Num  congruentia  proposita  divisores  aequales  habeat,  eodem  modo  diiudi- 
catur,  uti  in  aequationum  theoria.  Ponamus 

X EEE  i”‘P 

patet  fore 


ddf  = (-pg+eg) 


quare  jx  per  dividetur.  Generaliter  sit 

X = Aatf,C'  e te. 

ubi  A,  B,  C etc.  denotant  functiones  primas  diversas;,  erit 

~ = -yfad^  i . cdC  i \ 

dx  — A ' Adz^  Bix'  Cdx ^ elC-'1 


d X 


unde  patet,  nisi  aliquis  numerorum  o,  b,  'e  etc.  per  modulum  dividatur,  d~  per 
A—1  £*-'  C*1- 'etc.  dividi  posse,  non  autem  per  Aa,  Bh,  (?  etc.  Hinc  sequitur 
Theorema,  Si  functionum  X et  d:J  divisor  communis  maximae  dimensionis 
sit  i,  omnes  factores  primos,  quos  i habet,  etiam  X habebit  et  quidem  quemvis  toties 
1 vice  quoties  £,  si  igitur  X el  sint  functiones  inter  se  primae,  X nullos 
factores  aequales  habebit. 


369. 

• Exemplum  I.  Quaeritur  an  functio 

x*-\-Sx* — r>t?-\-bx  — 4 . . . (X) 
secundum  modulum  17  divisores  aequales  habeat.  Erit 

d.‘T=  5** — ba? — jr.r+3 

Hinc  invenitur,  functiones  X et  inter  se  esse  primas,  quare  X divisores  ae- 
quales non  habet. 

Exemplum  II.  Sit  . 


X = ^-(-6^.'* — 3j^ — 4 .r.r-f-2 x — 3 {mod.  13) 


erit 


dJ 


= bx* — 2j^-j-4Jj4-5jr-(- 2 


maxima  vero  functionum  X.  communis  mensura  = 5,r.r-l- 7 ,r+ 7 seu  mul- 

dx  11 
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tiplicata  per  8:  xx-\-4x-\-4;  at  quum  hic  divisor  sit  ==  (^r  — 2)*,  functio  X 
per  (.r-j~2)3  dividi  potent  quotiensque  (qui  est  j? jt— f— 11)  nullum  amplius  divi- 
sorem duplicem  involvit.. 


370.  371. 

Si  ex  §.  §.  praecc.  functio  X ita  est  exhibita  A“  B4  C*  etc.,  ita  ut  A,  B,  C 
etc.  inter  se  sint  primae  et  numeri  «,  i,  cetc.  inaequales,  resolutio  etiam  ulte- 
rius extendi  potest.  Sit  itaque  X functio,  quae  nullos  a tq piius  divisores  aequa- 
les involvit.  Supra  vidimus,  ,pp — x esse  productum  ex  omnibus  functionibus 
primis  unius  dimensionis.  Sit  i divisor  communis  maximae  dimensionis  functio- 
num X et  xp — x,  erit  i productum  ex  omnibus  divisoribus  ipsius  X unius  di- 
mensionis, ct  r huiusmodi  divisores  non  amplius  habebit.  Quodsi  autem  inve- 
niatur, functiones  X et  x?—x  esse  inter  se  primas,  X nullum  divisorem  unius 
dimensionis  habebit  addoquc  congruentia  X = 0 radices  reales  non  habebit. 
Porro  quoniam  — x est  productum  ex  omnibus  functionibuj  primis  duarum 
dimensionum  uniusque,  divisor  communis  maximae  dimensionis  functionum  ,rw' — x 
et  4’  involvet  omnes  divisores  ipsius  X,  qni  sunt  duarum  dimensionum. 
Hinc  ulterius  progrediendo  perspicitur,  X hoc  modo  in  factores  (,  i',  £"  etc.  re- 
solvi, qui  continent  respective  omnes  divisores  unius,  duarum,  trium  etc.  dimen- 
sionum. 


372. 

Si  autem  productum  ex  pluribus  functionibus  primis  eiusdem  dimensionis 
datum  est,  singulae  functiones  tcntando  erui  dobebunt  Magnam  analogiam  ha- 
bet hoc  problema  cum  eo , quod  numerorum  compositorum  factores  quaerere  iu- 
bet.  Hic  vero  iam  a priori  determinatur,  an  functio  proposita  in  factores  adhuc 
discerpi  possit.  Quum  ct  hic  factonlm  omnium  possibilium  multitudo  sit  finita, 
simili  subsidio  ut  supra  uti  possumus.  Sed  huic  rei  inhaerere  nolumus,  nam 
calculator  exercitatus  principia  probe  assecutus,  quando  opus  est,  facile  artificia 
particularia  rcpcriet. 

Progredimur  ad  aliud  caput,  scilicet  ad  considerationem  congruentiarum,  si 
modulus  non  est  numerus  primus,  uti  hactenus  sem per  supposuimus.  Praesertim 
vero  hic  ille  casus  attentione  dignus  est.  ubi  modulus  est  numeri  primi  potestas, 
tum  per  se  tum  quod  ad  aliqua  dubia  removenda  (§.  §.  . .)  necessarius  sit. 


a ‘ 
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37«. 

» Pannum  A.  Si  functio  X secundum  modulum  p in  factores  inter  se  primos 

£.  £',  V etc.  sit  resoluta,  X secundum  modulum  -pp  in  similes  factores  E,  E',  E"  etc 
resolvere  ita , ut  sit 

£ 5 E,  £'  — E'.  i’=  E",  etc.,(mod./*) 

Sol.  Sit  X = £<j>(raod.p)  seu  X = £<| '+/>-•  Ponatur 
• E = i+pf.  V = <!<+/mo 

erit  , 

'SJP  = X— lu^p+ppfto 

Si  igitur  Ef  esse  debet  = X(inod.pp),  necessario  debet  esse  'f'{i+£io — - 
per  p divisibilis.  At  cum  <{<  et  £ secundum  modulum  p sint  functiones  inter 
se  primae,  ^ et  io  ita  determinari  jioterunt,  ut  haec  conditio  adimpleatur  (§.  336), 
et  quidem  insuper  ita,  ut  dimensiones  ipsarum  -f  et  <o  sint  respective  unitate  mi- 
nores dimensionibus  functionum  £,  <{<.  Iliuc  erit  X = E*i‘(mod.p/»).  Patet, 
simili  modo  4'  rursus  in  faetores  E'Q  discerpi  posse,  ita  ut  alter  E'  sit  = £’ 
(mod.p)  et  ita  porro,  unde  tandem 

X = S E'  E"  etc.  (mod.pp).  Q.  E.  Fac. 


374,- 

Facile  Jiiuc  probari  potest,  functionem  X etiam  secundum  modulos  p1.  p' 
etc,  in  faetores  resolvi  posse.  Generaliter  sit 

X = PQ (mod.p")  seu  X = PQ+pmR 

et  fupetio  P nd  ipsam  Q prima  secupdum  modulum  p;  posito 

P — P+Apm,  Q'  — Q-\-Dpm 

erit  * 

P'Q'  X—pmll  + {AQ  + BP)pm-\-ABp'm  ■ 

Hinc  pro  quovis  modulo  p 1 (v  existente  f>m  et  < 2 /«  -f-  1 ) erit 

P'Q'  =*X,  si  11  = A QdrBP[mo&.p'-m) 
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Ex  his  perspicitur,  si  functio  X aequales  non  habeat- divisoreB  secundum  modu- 
lum p.  eam  secundum  tnodulum  pk  similiter  in  faetores  discerpi  posse,  uti  secun- 
dum modulum  p.  At  si  X divisores  aequales  habeat,  res  fit  multo  magis  com- 
plicata neque  adeo  cx  principiis  praecedentibus  prorsus  exhauriri  potest  Quare 
quum  quae  huc  pertineant  cuncta  communicare  non  possimus,  unicum  casum  tan- 
tummodo considerabimus,  qui  plurimum  occurrit  cuiusque  enodatio  ad  quaedam 
in  praecedentibus  dubia  solvenda  requiritur.  Hic  est,  si  factores  aequales  unius 
dimensionis  tantum  respiciantur.  Hic  proprie  etiam  ad  congruentiarum  radices 
inveniendi»*  adhil>eri  potest.  Generaliter  alia  occasione  hanc  rem  pertractabimus. 


375. 

Sit  igitur  X = X'(jr  — n)m  (mod.p)  et  functio  X'  ad  x — a prima;  de- 
siderantur omnes  divisores  unius  dimensionis  huic  x — a secundum  modulum  p 
congrui  ipsius  X secundum  modulos  p p,  p3  etc.  (Supponimus,  functionem  X 
absolute  per  x — a dividi  non  posse;  alias  enim  x — a secundum  modulum 
quemcunquc  functionem  ‘ X divideret).  Si  substkuatuf  j-f-a'  pro  x,  habebitur 

Z=Z'f"(m6d.yJ  seu  Z=Z'^+pA 

lam  si  Z secundum’ modulum  pp  per  aliquem  divisorem  formae  z-\-ap  dividi 
potest,  necessario  ii  debet  esse  formae  zZ"-{-pB-  Nisi  hoc  sit,  disquisitio  iam 
est  finita.  Ponamus  igitur  * 

Z ~ Z'z"‘-\-pZ"z[mod.pp)  seu  Z = Z'zm-\-pZ"z-\-ppB 

patetque , Z per  z ac  quemcunque  alium  divisorem  huic  secundum  modulum  p 
congruum  dividi  posse;  ' 

tTt  attentio  fixetur.  ponemus  4,  facile  perspicietur,  quemVis  alium  ca- 
sum simili  modo  tractari  posse.  Iara  si  Z secundum  modulum  p*  per  aliquem 
divisorem  formae  z-j-ap  dividi  potest,  erit 

0 = — app  Z"-\- pp  B (modd.  z-\-ap,  pi)  seu  <iZ“  ~ B modd  z,  p) 

Iam  tres  casus  esse  possunt 

1)  si  Z"  = 0 (modd.  s,  p)  et  B non  =0,  tunc  patet,  nullum  ipsius  a 
valorem  Congruentiae  satisfacere  adeoque  Z secundum  modulum  p*  nullum  di- 
visorem formae  z-\-ap  habere.  Quare  disquisitio  erit  finita 
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2)  si  nec  Z"  nec  B ^ 0 (modd.  z,  j»);  tunc  u unicum  valorem  habebit, 
scilicet  ^ *' ■ ‘t* 


a = ",  nuKl.i.  r,  p). 


y 


J n TLAint.. 

Quare  erit  unicus  divisor  f c — (—  cty> f mod . /j /i)  ipsius  /T  secundum  modulum  jr; 
eritque  * 

z=v  <*+<tp)  +p>m-  * : 

Iam  ponatur  divisor  ipsius  Z;mod./>‘)  z-\-ap-\-iipp  eritque  Jfi  ^ 


. t • 


0 = 


— 
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' BKM^RKI  NGEN'  ZUH  ANALYSIS  RESIDUORUM. 

RV 


i 


Die  beiden  vorstebenden  Ahhandlungen  aind  eincm  umfangrcichon  Maouacripte  cnlnommen,  wclches 
den  Titel  Analysi*  Residuorum  ffthrt  und  vcrnjuthlich  aut  dem  Jahre  IT97  oder  1799  stamint;  durch  eine 
gftnxliche  Umurbeitung  aind  aus  demselbeit  * pater  die  Disquisitiones  Arithmeticae  entstanden.  Der  vollatin- 
dige  Titel  dea  Caput  sextum  lautet: 

Solutio  congruentiae  xm — l = 0 et  aequationis  x*" — i ='  0;  cum  dilucidationibus  au  per  theoria  po- 
lygonorum regularium. 

Der  aureite  Theil  dessolbcn  ($§.  9 53 — 17  9)  ist  selnem  weaentlichen  Inhalte  nach  in  die  siebentc  Sec- 
tion  dor  Diaqq.  Arithm.  Qbergcgangcn.  . 

Ausserdcm  ist  noch  zum  Theil  erhalten  das  Caput  septimum.  Variae  quarundam  investigationum 
praecedentium  applicatione*  ($$.  27  9—302).  Es  zcrfallt  iji  fulgende  Cnterabtheilungen  : 

De  fractionum  communium  transmutationibus  (§§.  27  9.— 291 )« 

De  fractionum  communium  in  decimales  conversione  (J§.  292—292). 

De  resolutione  aequationis  indeterminatae  xz~m-\-by  ($§.  293 — >297). 

De  resolutione  aequationis  indeterminatae  axx+byy  = e (§$.  299— 30l). 

Do-  investigatione  divisorum  numerorum  (§.  398 ; die  folgetiden  Bogen  fehlen). 

Dies  alles  ist  fast  wdrtlich  in  die  scchste  Section  der  Disqq.  Arithm.  aufgcnotnmcn. 

Die  beiden  hier  mitgetheiltcn  Abschnitte  behandeln  die  Gegenst&nde,  welcbe,  wie  aua  der  Vorrede 
und  den  Artikeln  fi,  4 4,  <t,  92,  65,  9 4 der  Disqq.  Arithm.  hervorgeht,  den  Inhalt  der  achten  Section 
dieses  Werkcs  bilden  sollten.  Es  verdient  indessen  bcmerkt  su  werden , dass  dieser  Plan  spStcr  wieder 
abgefcndert  ist;  es  Undet  sich  nemlich  unter  den  Manuscripten  ein  Fragmcnt  mlt  der  Ueberschrift  Sectio 
octava:  Quarundam  disquisitionum  ad  circuli  sectionem  pertine  otium  uberior  consideratio.  Daaaelbe  bc- 
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n^mit  Art.  ,17  und  'o!lU'  alui  die  ForticUung  der  IHecj<j . Arithm.  bilden : dio  wenigm  noch  Torbamls- 


neo  A ttikel  sfud  aber  spilcr  ihrcm  Inhalte  nach  in  die  Abhandlung  Summatio  quarumdam  neri  urum 


•ungu- 


ent Ton  der  gr*gf  nwartigen  Ausgabe  ausgeschlossun. 


larinra  ubcTgej}a®g«nf  und  deshalb  wird,  diesca  Fragmen 

I»  dem  vor»tehi  nacn  Abdruck  dor  beiilen  Theile  der  Analytii  JU-dtluorem  ut  der  Tert  dei  Origi- 
uali  im  Wt-ntlicheaAnu  Ix  ibolinlten,  obgkich  dauclbi)  in  formeller  llt-iidiung  nicht  drockfcrtig  iu-  neu- 
sen  iit  t i»  der»  fulgcmb  n Rcmcrkung  ;en  sind  die  wiohtigsten  AbUnderungen  bezeichnet,  und  zuglcich  eimge 
KrUntprungrn  hintugefilgt. 


. • J.  137.  VerjjU  l>isqq.  Arfllitn.  nrtt.  «t,  CJ. 

r . 5-  *<»  Vergi.  Di.,,,.  Arithm.  irtt.  i»,  it,  «5. 

■ ^e,m  " — nml  iit,  .0  cxiitir 


cxiitirt  zwur  keine  Zahl  p von  der  angegvhenen  Art, 
klliiteiauchung  wird  hi.  rdurch  nicht  wwcntlich  gelndert. 

5-  t '•  1.  VrrmuthUch  solite  die  hier  bonierktc  Sihwiorigkrit  durch  die  EinfUhrung  hdherer  Bolenxen 
\<io  p.nli  Modula  bweiugt  werden.  Vergi.  $5.  3«3,  373,  »73. 

J.  ,k».  Dio' Vnrauiaeteung,  dan  der  Modulu.  ebe  Pritmahl  iit.  wiril  bii  J.  373  incl.  beihdialten. 

5-  33 s.  Da,  umollstAndige  Citat  kami  auf  Diiqq.  Arithm.  art.  tt  l.ezogen  werden. 

5;.  MI-JII.  V on  den  beiden  im  Mnnuscript  Yorharulinen.  Bewcisen  iat  hier  der  erste,  welcher  mit 
den  Worten  iam  demunerare  intingimur  eingcleitet  wird  und  sich  auf  eine  uihere  Fntcrsucbung  der  Aua- 
drO  grGndet,  nach  der  eigenen  Vorachrift  des  Yerfasifcrs  ganz  unterdrflckt  ('Tota  proe 

oedens  demonstratio  ani  oum  altera  theorematis  praec.,  quam  adiicere  mens  erat,  supprimenda  erit,  quoniam 
aliam  infinitio*  simpliciorem  deteximus.  Nititur  ea  huic  fundamento'.) ; in  dem  obigen  .\bdruck  Ut  ferner 
der  zwdte  Heweis  dadurch  abgekQrzt,  dass  die  Entwicklung  von  stptt  derjenigen  von  betr&oh- 

tet  wird,  wodnrch  iwgleich  eine  hn  Original  cnthaltene  Beziehung  auf  den  unterdrttckten  ersten  BeWcU  um- 
gangen  wird. 

$.  34*.  Der  Ausdruck  radix  prima  Ut  hier  in  derselben  Bedeutung  zu  nehmen,  wie  de  r Ausdruck 
radix  propria  in  der  Abhandlung  Summatio  quarumdam  fcerierum  singularium  art.  11« — Rei  der  Behaup- 
tung,  dass  dic  Coefficienten  A',  li'  . . . des  entwickelten  Productes  ganze  rationale  Zahlen  siiuL,  wird  auf 
das  scchste  Capitel  verwiesen,  in  welchem  aber  die  Theorie  der  Gleichung  x1 — i s i nur  fur  den  Fall  be- 
handelt  wird,  dans  t oine  Primxahl  Ut;  die  Form  des  Beweisea  in  $.  84*  fOhrt  Amftchst  auf  folgonde  Er- 
gfinzung.  AVird  du*  enlwickeltc  Product  in  die  (ftir  olle  Wurzdn  der  Gleichung  9*  ^ i geltende)  Form 

S = £ + .F9+...  + Xd1'* 

k 

gebracht,  so  aind  dic  Cocffioicntcn  E,  F . . . X ganze  rationale  Functionen  von  'x  mit  ganzen  rationaien 
Coefficienten ; da  femer  das  Product  ungeindert  blcibt,  wcnn  9 durch  9*  crsetzt  wird,  wo  A irgend  eme 
relative  Primzahl  zu  t bedeutet,  so  gilt  dasselbe  von  dem  Ausdruck  S , und  -hiemus  ergibt  sich  ohne 
Schwierigkclt.'dass  alie  diejenigen  in  S enthaltcnen  Potenzcn  von  9,  deren  Exponcntcn  a einen  und  den- 
sclben  grbiuiten  gemeinschaftlichen  Divisor  mit  t haben,  auch  identische  Coefiicienten  haben  roitssen;  da 
endlich  eine  jede  Summe  solcher  Potenzen  0*  immer  cinc  ganze  Zahl  Ut , so  lcuchtct  cin , dass  der  Aus- 
druck 6’,  und  folglich  auch  das  in  Kcde  stchende  Product  eine  ganze  Function  von  x mit  ganzen  Coefli- 
cienten  Ut,  was  zu  zcigen  war.  F.henso  geht  aus  dieser  Bctrnchtung  zugleich  die  Kichligkeit  der  Bemcr- 
kung  am  Sohlusse  des  Paragraphen  hervor.  Andere  Grtinde  lasscn  indessen  vermuthen,  dass  dem  Verfas- 
ser  schon  damals  dus  allgemeine  Theorem  Uber  die  Trahsformation  der  symmetrischen  Functionen  (Demon- 
stratio nova  altera  theorematis  omnem  functionem  etc.  art.  4)  bckannt  war,  aus  welchem  sich  die  obigen 
S&tze  ala  unmittclbarc  Folgerungen  ergeben. 

S.  Das  Zeichen  E ~ A'(mod.  P)  oder  auch  R = S(mod.P,/»)  bedeutet  hier  und  im  Folgen- 
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den,  da«a  die  Differ e nx  R — S naeh  dem  Modul  p den  Divisor  P bat.  — Das  unvoHstAndige  Gtat  kann 
auf  Disqq.  Arithm.  art.  4»  bcxogen  werden. 

§.  ib\.  Durob Multi plication  mit  x*--  i ergibt  sich,  doss  die  Suraraen  gleich  hoher  Potenxen  der  W urzelu 

der  beiden  Glcichungen  {P,  p***4)  =,  o,(P,  p*)  = 0 einander  congruent  sind  (mod,  Jp),  und  hierauH  fulgi  die 
Congruens  {P,  $**+*)  2 (P^lmod./»),  sobald  m < p Ut  (vergi.  §.  244)$  Ut  uber  % go  lisst  sich  d«r 
Coi-flkbint  der  Poteui  X5"-**  in  ei  ner  Gleichung  nicht  mehr  au»  den  gegelmnen  Poienjmimmen  ihrer  YVurzoln 
naeh  dem  Modul  p bestimmen,  weil  er  in  den  hierxu  di  e nende  n NEWTOJeWhen  Formeln  mit  dem  Factor  p 
behaftel  Ut.  In  der  That  darf  nio  aus  der  Congruens  je  swaior  glcich  hoher  Pntenzsumnum  der  Wurzcln 
der  Gkichuttgen  A = 0,  B = o ailgemein  nur  fbigem,  da*s  A 2 B 2 (inod./»)  Ut,  wo  Q den 

gr^Hsten  gemdiudllftlithcn  lHnsor  der  beiden  Fu  neti emeti  A , B nuh  dem  Primzahl-Moduhis  p bezeich- 
net,  % und  © abor  gan*  uubestimmlo  Functionen  sind,  Ea  ist  m verrauthen,  <h«  der  Ycrfiwfr  die  AII- 
gcmeingiiltigkdil  des  Satias  aus  der  Theorie  der  Transformatio  n der  symmetrUchen  Functionen  und  speciell 
aus  dem  folgenden  Batze  abgeleitet  bat  t Ist  in  Besug  auf  eiuen  behebigen  Modulus  p die  Differens 
U (x) — S (x)  theiibar  durch  die  Function  P(x),  und  sind  a,  b,  c% . die  Wurxeln  der  Gleichung  P(x)  = «, 
so  sind  die  Functionen 

(*-J2(o))(*~P^)(x-- £(*))...  und  (x- £(„))  (x- 8Q>))  (x- «(e)) . . . 
citi  an  (ler  nach  dem  Modul  p congruent. 

§.  3iS.  Ea  nird  in  §.  3(8  gezeigt,  dass  P und  4^-  keinen  gemeinschafthchen  Divisor  haben,  wenn  • 

ux 

P keinen  Factor  mehr  ais  einmal  enthAlt. 

§§.  Jis,  *A9.  Die  uoter  den  Tegt  gesetate  Note  ist  ei  nem  cinzelnen  Blatt  entnommen,  welches 
wahrschcinbch  den  echon  in  dor  llandschrift  gestrichenen  §.  JS9  erseUen  solite. 

§.  3«fl.  In  dem  Ausdruck  des  Theorema  Ut  eine  Ungenauigkeit  der  Handschrift  berichtigt. 

§.  3(i.  Eier  bedeutet  der  Exponent  ^ in  dem  Zclchen  (5,  pT)  jede  positive  ganze  Zahl  k'  von 
der  Beschuffcnhcit,  dass  kjt’  = i (mod.v)  wird,  wo  v dio  kleinste  positive  ganre  Zahl  ist,  fdr  vclche  x**— t 
durch  c nach  dem  Modul  p»  theiibar  wird;  hierbei  Ut  vorauszuseUan,  dass  6 nicht  durch  x theUbar  nach 
dem  Modql  p,  und  ausserdem,  da»*  k relative  Pnmzahl  zu  v Ut.  Die  Bichtigkeit  der  Behauplung,  dass 
C durch  (s,  pv)  theiibar  ist  (mod.p),  ergibt  sich  aus  §.  3&4. 

36  3.  Dic  Schhissbemerkung  besieht  sich  vermuthlich  auf  dio  Einibhrung  von  Moduln,  wdehe 
Potenaen  der  Primzahl  p sind}  vergi.  i&i,  3?2,  373. 

J.  367.  Die  Wurscln  der  Gleichung  x*  + xx — 2x— l = o sind  dio  zweiglicdrigcn  Periode  n , in 
wclchc  die  Wuneln  der  Gleichung  * = o serfallen.  Dasselbe  Beispiel  findet  sich  auch  auf  einem  ein- 

zelnen  Blatt»  wo  das  Uauptrosultat  der  $$.  363  unter  dem  Xitel  *der  goldene  LehmU*  ausgespro- 

ch^n  Ut. 

$.  371.  Dieser  Paragraph  solite  ein  Beispiel  enthalten;  doch  ist  dasselbe  nicht  ausgefuhrt. 

H.  ])s4>kxixd. 
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DISQUISITIONUM  CIRCA  AEQUATIONES  PURAS 

ULTERIOR  EVOLUTIO. 


1. 

Quum  methodus  ea,  per  quam  in  Disquiss.  Arrthm.  art.  360  aequationem 
<r" — 1 = 0 solvere  docuimus,  theoriam  foccundissitnam  et  gravissimam  consti- 
tuat, cuius  prima  tantum  momenta. in  opere  illo  attingere  licuit,  gratum  geome- 
tris fore  speramus,  si- hoc  argumentum  denuo  hic  resumimus,  quae  breviter  tan- 
tum partimque  demonstrationibus  suppressis  adumbrata  fuerant,  uberius  tracta- 
mus, et  quae  ex  illo  tempore  accesserunt  incrementa  profundius  persequimur. 

Exponens  n supponitur  esse  numerus  primus,  numerusque  n — 1 in  facto- 
res a X 6 X y resolutus;  porro  designamus  per  g aliquam  radicem  primitivam  pro 
modulo  n.  Exliibeat  r indefinite  radicem  aequationis  a* — 1 =0,  atque  R in- 
definite radicem  aequationis  .r8  — 1 0.  Designando  itaque  peripheriam  circuli, 

cuius  radius  = 1,  per  P,  qunntitatertiquc  imaginariam  ^ — 1 per  »,  omnes  radi- 
ces aequationis  u-8 — I — 0,  sive  omnes  valores  ipsius  R exhibebuntur  per  formulam 

kP  , . . kP 
cos  - j-  » sin  -j- 

exprimente  k indefinite  numeros  integros  0,1,2,  3... 6 — 1.  Porro  patet,  omnes 
potestates  cuiusvis  radicis  R ipsas  quoque  esse  radices,  nec  non,  si  R fuerit  ra- 
dix valori  ipsius  k ad  6 primo  respondens,  omnes  potestates  I£°,  R,  R1,  R3.  ..R?~ 1 
inter  se  diversas  esse,  adeoque  totum  radicum  complexum  exhaurire ; in  hoc  casu 
ipsam  R radicem  propriam  aequationis  x‘ — 1 = 0 dicemus ; contra  radix  R va- 
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lori  ipsius  k ad  t>  non  primo  respondens  impropria  vocabitur,  nulloque  negotio 
perspicitur,  si  2 fuerit  divisor  communis  maximus  ^numerorum  k et  6 , fore 
Rh  — t , omnes  vero  potestates  i£°,  R,  R',  R5. . . . R'1  inter  se  diversas , ad'  * 
eoque  R radicem  propriam  aequationis  x * — 1 — 0.  Eadem  de  aequatione  * 
.r" — 1 = 0 valebunt,  sed  huius  radices  omnes  necessario  sunt  propriae  radice  1 

■V 

excepta, 

2. 

His  praemissis  disquisitio  nostra  imprimis  versabitur  circa  functiones  huius 
formae,  e 67  terminis  conflatas 


quas  compendii  caussa  per  hunc  characterem  [r,  R}  designabimus.  Singuli  ter- 
mini talis  expressionis  sunt  producta  e potestatibus  ipsius  r in  potestates  ipsius 
R-,  illarum  exponentes  progressionem^ geometricam  constituunt,  exponentes  harum 
arithmeticam.  Exponentes 


'•  9 


9^ 


omnes  inter  se  incoflgrui  sunt  secundum  modulum  n,  adeoque  illae  potestates 
ipsius  r inter  scr  diversae;  ulteriUs  vero  continuatae  eandem  seriem  denuo  incipe- 
rent, quum  sit  gJ,'[  = 1 (mod.n),  adeoqqe  — /.  Factores  alteri  autem 

1,  r,  k-,  r*  ... . ifr-r 


constituunt  7 periodos  aequales , quum  sit  R*‘  = 1 

, Ji*+1  ==  R etc.  Hinc  patet. 

functionem  [r,  JF2]  ita  quoque  exhiberi  posse 

r +r»at  

4 -R  [r?1  -f-ri'1''8** 

. +r»’«7-a6t2*) 

-f-  ctc. 

+ R8-*  (r^6"3  -f-  e?23^  r?3a8-'1 

+rs*t-*) 

sive  introducendo  signum  art.  343  Disq.  Ar. 

[r.R]  = (7,  t)-f  R(7,y3)-f  tfW’)  - . • ,+ 
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* . 3' 

Si  pro  radice  r unitatem  accipimus , habemus 

' '[l.jq  = 1+R+&+B*. . . — |-  72^— 1 = y(!-]-72+72*+/2\ . . +-R‘-') 

huius  valor  erit  = 6 y , si  etiam  pro  72  accipitur  radix  1 , sed  = 0 pro  quovis 
alio  valore  ipsius  R.  Contra  manente  r indeterminata , positaque  R = 1 , erit 
[r,  1]  = r+r?a+rffl*-j- r^31.  . . . -f- r?,?TH\  sive  adhibito  signo  in  Disq.  Ar.  in- 
troducto, [r,  1]  = (dy,  1).  i.  e.  constabit  e periodo  f> y radicum,  e quibus  una 

est  ipsa  r.  Quoties  est  a = 1 , haec  periodus  omnes  radices  r,  r*,  r* r"— r 

complectetur  ordine  tantum  mutato. 

Notentur  adhuc  relationes  sequentes,  quarum  ratio  sponte  elucet: 

[r,R]  = Ry*,  R]  = R'[r9u,R}  sive  generaliter  = Ri[^,R} 

denotante  k integrum  positivum  quemcunque.  Hinc  patet , functionem  [r",  R} 
vel  esse  =[1,72],  scilicet  si  fuerit  m divisibilis  per  »,  vel  reduci  posse  ad  for- 
mam R ' r*  , 72]  in  casibus  reliquis  et  quidem  ita,  ut  sit  v<[a.  Si  enim  m non 
est  divisibilis  per  n , congruus  erit  secundum  . modulum  » alicui  potestati  ipsius 
tj , pSSus  exponens  ad  instar  Disq.  Ar.  per  ind.  m commode  exprimitur;  sta- 
tuendo itaque  ind.  m = Xx+v,  quod  manifesto  fieri  potest,  ita  ut  sit  ftjt 

[/“,  72]  /2J  = 72~'  [r?v,  72]:  faciendus  est  itaque  p = — X ,aut  si  < 

nentem  positivum  desideras,  p = — X (mod.  6). 


Theorema.  Designante  r perinde  ut  r indefinite  radicem  aequationis  x” — 1=0, 
nec  non  R periode  ut  R indefinite  radicem  aequationis.  ,r* — 1 = 0,  erit  productum 

[r.72jX[r',72‘]  = 

[r  r',  72  72'  ] + 72  [r#“  r’,  72  72'] -f- 72’  i y' ,m  r',  /272'] 

-f-723[ri'3V,7272'J  . . . . +Ret-l[rtae7~’lr,RRrj 

•4 

Demonstr.  Absolvendo  multiplicationem  ipsius  [r,  72]  per  singulas  partes 
ipsius  [r,  72'] , productum  in  hac  forma  exhiberi  potest 

[r,  72]  /+7272'[r?a,  72]  r'^  -f  72J  K'  [r»*“,  72]  r»' la 
-(-72J72'3[rj:,a,  72]r'?,a + 72^_1 72'er-,[r**ei-”‘.  R 
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Collectis  dein  singularum  partium  rite  evolutarum  terminis  primis,  prodit  [rr,RR];^ 
perinde  collectis  terminis  secundis,  emergit  R 'r?V,  RR']  et  sic  porro,  unde  tan- 
dem producti  forma  tradita  conflatur.  Q.  E.  D.  * 

Ceterum  per  solam  permutationem  ipsarum  r,  R cum  r',  R'  patet,  idem  * 
productum  edam  sub  hanc  formam  poni  posse: 


[r  r,  RR']- f R'[rr’^.  RR']  + R!*  rr'^\  RR'] 

+ R*[rr'!>1'1,RR'] ....  +R'ii-,[rr***~',RR'} 


^in,f  porro  concluditur,  si  etiam  r",  r”  etc.  indefinite  exprimant  radices 
aequationis  ,t“—  t - 0,  ncc  non  R",  R"  etc.  indefinite  radices  aequationis 
» •=  "•  productum  e functionibus  [r,2Z],  [r, R'  , [r",2T],  [r'", R”  ] etc.,  quan- 

tacunquc  fuerit  ipsarum  multitudo , aequale  fore  aggregato 

1K*  K'*' R"*”  etc.  rr^r^r"^"  etc..  RR'R"R'"  etc.) 

substitutis  pro  k',  k",  k"  etc.  omnibus  numeris  0,  I,  2,  3 ...  6 y — 1 , omnibus 


modis  diversis  possibilibus  inter  se  combinatis , quo  pacto  omnino  y'*- 


ter- 


mini  emergent,  si  per  p multitudo  illarum  functionum  inter  sc  multiplicatarum 
denotatur. 


5.  ' 

Formula,  per  quam  in  art.  prnec.  productum  c functionibus  quotcunque  ex- 
pressimus, generalis  est,  neque  ullum  nexum  inter  radices  r,  r',  r",  r"'etc.,  vel 
inter  R , R,  R',  R"  etc.  supponit.  Nullo  inde  negotio  deducitur , si  radices 
r.  r , r"  etc.  tamquam  potestates  ipsius  r,  radicesquc  R,  R,  R"  etc.  tam- 
quam potestates  ipsius  R considerare  liceat,  singulas  partes  producti  sub  forma 
Rw  [r",  -R*]  comprehensas  fore , ubi  exponens  X pro  singulis  idem  erit,  scilicet 
R1  — R RR'R"  etc.  Quamobrem  per  ea,  quae  in  art.  3 monuimus;  huiusmodi 
productum  reducetur  ad  formam  sequentem 

* vl  [l,  R1]  +B  r.  Rl]+R[rS,  R1]  + R [r*\  Rx.  + R1]  + etc. 

+ R >■] 

ubi  singuli  coSfficientcs  A,  B,  R,  R,  B"‘  etc.  erunt  formae 
A + KR + k"&  r R?  4-  etc.  -f-  R*~' 

designantibus  A,  A',  A",  A”'  etc.  numeros  determinatos  integros. 


♦ 


Digitized  by  Google 


* 


DISQUISITIONUM  CIRCA  AEQUATIONES  FOBA8  ULTERIOR  EVOLUTIO.  247 

Casus  simplicissimus  is  erit,  ubi  ponitur  r = / = r = r" etc.,  nec  n#a 
R = R = JT  = 12“  etc.;  tunc  productum  nostrum  transit  in  potestatem  [r,  R]1, 
quae  itaque  ad  formam  supra  traditam  semper  reveniet. 


6. 

Statuendo  itaque  X = 6,  potestas  [r,  Kf  hanc  formam  nanciscetur: 

A [1 , 1]  + £ [r,  1]  + E [r*  1]  + etc.  + 0 , i ] , 

= A+B(Gy,  l)  + F(gy^)  + »'(6Y,/)+etc.+Jir-)  (gy.^')  = V 

V*-  - 

Quodsi  itaque  non  modo  valor  radicis  R (adeoque  et  valores  coSffieicnliura 
A,  B,  B etc.),  sed  etiam  valores  singulorum  aggregatorum  0’ y terminorum  , 
(Sy,  1),  (S y.^)  etc.  cogniti  supponuntur,  valor  ipsius  0’  sponte  innotescet,  unde 
erui  poterit  [r,  12]  per  formulam  yD'.  Haec  expressio  6 valores  diversos  adinit- 
tit ; unde  dubium  videri  posset,  quemnam  adoptare  oporteat:  facile  autem  osten- 
ditur, hoc  prorsus  arbitrarium  esse,  quoties  R sit  radix  propria  aequationis  .r5— 1 
= 0.  In  hoc  enim  casu  patet,  illos  6 valores  expressionis  radicalis  yf>’  fore 

[r,  12],  [rf.JBJ,  [r^MZ) [r^,R] 


quippe  quarum  functionum  potestates  per  art.  3 intor  se  aequales  erunt,  ip- 

* • , * <r  • . 

sae  vero  inter  se  ipsis  6 radicibus  diversis  aeqtiationis  x — 1 = 0 .proportiona- 
les: sed  quamdiu  aggregata  tiy  terminorum  (6y,  I),  (6y,y)etc.  tantum  cognita 
sunt,  ipsa  radix  r catenns  tantum  determinata  est,  quod  in  complexu  (6y,  1) 
contenta  esse  debet,  arbitrariumque  manet,  quamnam  ex  hoc  complexu  pro  r ad- 
optemus. Hae  radices  vero  sunt  r,  r*8,  r?3“etc.,  et  proin  etiam  e functionibus 
[r,12],  [rs’1,  R] , [r^1’,  12]  etc.  quamlibet  pro  [r,  12]  adoptare  possumus. 

Hae  conclusiones  non  valerent , si  R non  esset  radix  propria  aequationis 
x 6 — 1 = 0;  supponendo  enim,  12  esse  radicem  propriam  aequationis  .r6  — 1 = 0, 

ita  ut  f>'  sit  divisor  ipsius  6,  facile  patet,  fieri  • • 

' A * " 

[r,  J?]  = [r**1',  R},  [r^.R)  = [ri'a*'+a,l 2]  etc. 

. * » 

adeoque  in  complexu  6 functionum  [r,  R),  [r9®,  /2] . . . 12]  tantummodo  f»' 

diversas  reperiri,  et  proin  etiam  e valoribus  expressionis  y^Q'  haud  plures  quam 
6'  admissibiles  esse,  reliquos. t — 6'  autem  spurios.  At  nullo  negotio  perspici- 
tur, in  hoc  casu  haud  opUs  esse  usque  ad  potestatum  functionis  [r,  121  ascen- 


T 
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dere , sed  iam  potestatem  [r,  R f ad  formam  nostram 

7 A + B (6  y,  'l ) + y.g)  + XT(6  y,  /)  et c. 

reduci.  Habebimus  itaque  \r,R ) per  expressionem  talem  V 0 , nihilque  intererit, 
quemnam  valorem  huius  expressionis  adoptemus. 


Perinde  ut  [r,  It]  etiam  functiones  [r,  R3],  [r,  R3]  etc.  sive  generaliter 
[r, Rk]  determinare  licebit:  patet  enim,  si  substituendo  in  6’  loco  ipsius  R po- 
testates R3,  R3  etc.  Rk  emergere  supponantur  functiones  0”,  f)"  ctc.  0W,  fore 
[r.  R3]*'  — 0 ",  jr,  R3  'f>  = 0"  ctc.  et  generaliter  [r,  Rk'r‘  = 0^;  quamobrem  hae 
quoque  functiones  per  expressiones  radicnles  exprimi  poterunt,  [r,  R3 ] = y'l)"et c. 
Sed  haud  convenit,  liiscc  expressionibus  radicalibus  uti,  .quoties  quantitas  aliqua 
per  functionem  ipsarum  r,R ],  [r,  R3]  etc.  exprimenda  est.  Scilicet  quum  singu- 
larum valores  haud  penitus  determinati  sint,  dubium  maneret,  -quosdam  inter  se 
combinare  liceret : manifesto  autem  hoc  neutiquam  arbitrarium  est;  facile  enim 
perspicitur,  simulae  pro  [r,  fl]  valor  determinatus  accipiatur,  etiam  omnes 
[r, /i*i,  [r,  B3]  etc.  valores  penitus  determinatos  nancisci  debere,  qui  autem  per 
expressiones  radicalcs  non  indicantur.  His  itaque  reiectis,  expressiones  alias  in- 
dagare oportet,  quarum  adiumcuto  [tyll*j,  r,7i3]  etc.  rationaliter  per  r,  /i]  at- 
que quantitates  cognitas  exhibeantur,  quod  facile  sequenti  modo  efficimus. 

Per  theorema  art.  4,  eaque  quae  in  art.  5 docuimus,  etiam  productum 
[r.Jl*]  x [r,R](‘~k  ad  formam  talem  : ms»- 

GyA+Btfy.  \)+B'{&y,g)  4-  etc. 

reducetur,  ubi  A,  B , B\  B”  etc.  erunt  functiones  rationales  ipsius  R.  Positis 
itaque  productis 

[r,«3]x[r,fl]5-3  = 

[r,R3}x[r,R]''-i  = d"' 

[r.Ri]x[r,R]l-*  = bm 
etc. 


erunt  etiam  v)”,  b'”,  i)"” etc.  quantitates  rationaliter  assignabiles , atque 
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[r,rt’]  = £ MP 
= *:>,*]> 

etc. 

llae  expressiones  itaque  valores  functionum  [r,  A’],  [r,  As  I etc.  rationaliter  exhi- 
bent, siquidem  non  fuerit  [r, Ai  = 0,  in  quo  casu  indeterminatae  flerent:  at 
rigorose  demonstrare  possumus,  numquam  fieri  posse  [r,  A]  = 0,  quoties  quidem 
r denotet  radicem  ab  1 diversam , etiamsi  expositionem  huius  demonstrationis, 
ne  liic  nimis  prolixi  flamus,  ad  aliam  occasionem  nobis  reservare  oporteat. 

' 8. 

Quae  in  artt.  praccc.  exposuimus,  usum  praestant,  si  a periodis  6 y termi- 
norum ad  periodos  y terminorum  descendere  propositum  est.  Nullo  scilicet  ne- 
gotio perspicitur.  denotante  A radicent  propriam , haberi 

1)  = (tfy,  1)  + [r,  A]-f-  [r.  A*] rf- [r,  A*] 4-  etc.  -+-[r.  A*-1] 

S(y,^)  = (gy,l) + /?*->,  AI  +A{-![r,  A2]  +A<-J(r,A,l  +etc.  + A[r,  A*"1’ 
6(7,/°)  = (6y,  1 ) + A ] + fV'^  [r,  fV  + Ii*-* [r,  A31  + etc.  AJ  r,  A4-1, 

etc.  ' • ' ' . 

■ 'rMabu  jjk 

Si  hic  pro  singulis  [r,  A],  [r,  A’]  etc.  expressiones  radicales  vi)',  V^”  etc. 
acciperentur,  valor  cuiusvis  seriei  inter  valores  dubius  esset,  qui  contra 

adoptatis  expressionibus  rationalibus  pro  [r.  A2'  etc.  ambiguitati  alii  non  erit  ob- 
noxius, nisi  quae  per  rei  naturam  est  inevitabilis.  Haec  observatio  attentionem 
ili-  Laobanoe  subterfugisse  videtur,  qui  methodum  nostram  in  Disquis.  arithm. 
art.  360  trnditam , ubi  haud  inconsulto  neglectis  expressionibus  radicalibus  solas 
rationales  proposueramus,  simplijicarisse  sibi  visus  est',  dum  illas  pro  his  substi- 
tuit (Traite  de  la  resolution  num^rique  des  equations;  edition  2""  pag.  311). 

Ceterum  vix  opus  est  hic  monere,  simulae  valores  periodorum  (y,  I ),  (y,  9l 
etc.,  aut  tantummodo  unius  ex  ipsis  eruti  sint,  valores  omnium'  reliquarum  pe- 
riodorum y terminorum  rationaliter  inde  deduci  posse,  Descensus  itaque  a pe- 
riodis fiy  terminorum  ad  periodos  y terminorum  requirit  solutionem  aequationum 
o:6  = 1 , ,r*  = 6',  operationesque  reliquae  rationaliter  perficientur. 

32 
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9.  • 

Hapc  omnia  eodem  fere  modoiaiti  in  Disquis.  Ar.  pertractata  fuerant;  quae- 
dam autem  illic  adiecta  fuerant  suppressa  demonstratione,  quam  hic  explere  con- 
sultum iudicamus.  Annuntiavimus  illic,  evolutionem  valoris  quantitatis  radicu- 
lis v'0',  quae  quandoquidem  6'  est  quantitas  imaginaria,  sectionem  tum  rationis 
tum  anguli  in  6 partes  requirere  videtur,  a sola  posteriori  pendere,  prioremque 
sernper  ad  solam  extractionem  unius  radicis  quadratae  reduci  posse:  hop  ita  de- 
monstramus. 

Designando  ut  supra  quantitatem  imaginariam  — 1 per  »,  statuendoque 
0'  — -P+i  Q,  atque  aliquem  valorera  expressionis  v'0'  — p-\-iq,  ita  ut  P,  Q,  p,  q 
sint  reales,  constat,  si  quantitates  positivae  E,  e angulique  F,  f ita  determinen- 
tur. ut  sit  P — E eos  F.  Q — E sin  F,  p — ecoaf,  q = esip/,  fore  e — i E, 
atque  f aequalem  alicui  ex  angulis 

\F,  \{F+  360®),  -J-{F+72q°) \(F+  (5—1)360°) 

Determinabitur  itaque  f per  sectionem  anguli  F in  S portes , at  extractione  ra- 
dicis y' E sequenti  modo  supersedere  possumus.  Quodvis  productum  r*  RK  par- 
tem suam  realem  habet  communem  cum  r~kR~~  , partes  imaginariae  autem 
factorem  i implicantes  in  his  productis  aequales  sed  oppositae  erunt.  Hinc  s|>onte 
sequitur  jr— *,  R~')  = p — iq  = e (eos/ — i sin/),  adeoque 

[r,  R X [r~\  Rr']  = e' 

Sed  productum  illud  per  theorema  art.  4 fit. 

= [f,  f]+/tjr*’a~',  0 + l]-f-  etc.  H- ’ rS^*7_a— *,  1] 

— — 1)-f- R’(f>y, <fn — ctc.  '({Jy,/*®*- * — 1) 

quae  quantitas  determinabilis  est,*  si  R omnesque  periodi  tfy  terminorum  cogni- 
tae supponuntur.  Determinatio  ipsius  e itaque,  solam  extractionem  radicis  qua- 
dratae postulat. 

Iu  casu  speciali,  ubi  a = 1,  singulae  periodi  (dy,^’ — 1),  (dy,^11 — 1)  etc. 
manifesto  sunt  — r + S+r>  + r*  -f-  etc. . -+-  r"  *,  adeoque 

e e = 6 y — (/J  — J—  /?2  — |—  R*+  etc.  -(-  /I®7-1 ) {r  + r1  -f-  r1  -f-  etc.  -f-r"-1) 

= 6 y — (—  1 = n 
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siquidem  r et  R radices  ab  1 diversas  exhibere  supponuntur,  et  proin  setnper 
e = u (Disq.  arithm.  art.  360  fin.). 

10. 

Hactenus  disquisitionem  nostram  summa  generalitate  instituimus,  ut  valo- 
res  quoscunque  numerorum  a,  S,  y complectatur : abhinc  vero  ad  casum  magis 
limitatum,  ubi  a — 1 , transibimus,  qui  ad  disquisitiones  foccundissimas  et  ele- 
gantissimas  viam  nobis  sternet.  Exprimet  itaque  signum  [r, /t|  functionem 

r+Br»  + /iV’  + «V’4-  etc. 

% 

ubi  n est  numerus  primus,  r indefinite  radix  aequationis  j-" — I = u (radice  1 
non  excepta}.  R indefinite  radix  aequationis  .r® — 1 =0,  denotante  6 divisorem 
datum  ipsius  n — 1,  denique  g integer,  qui  est  radix  primitiva  determinata  pro 
modulo  n.  Porro  brevitatis  caussa  scribemus 

1 + r r*  -f-  r*  -f-  etc.  + r"-1  = s 
l+rt+TP+ilM-  etc.  +/T-1  = S 

unde  patet  s fieri  = n pro  r — . 1 , sed  s — 0 pro  quovis  alio  valore  ipsius  r, 
et  perinde  S = n — f pro  /1=1,  sod  S = 0 pro  quovis  alio  valore  ipsius  R. 

Per  art.  3 itaque  habemus  [l,R^—S,  [r,  1]  =s  — 1;  porro  pro  quovis 
valore  integri  m per  n non  divisibili  {rfn,R]  = /T'‘nd’"[r,  R1 , aut  generalius 
[rm,  RM  = R~3l'ndu‘[r,  R31},  ubi  indw  est  exponens  potestatis  numeri  g secun- 
dum modulum  » ipsi  m congruae.  'Applicando  hanc  transformationem  ad  ea, 
quae  in  art.  5 docuimus,  sequitur,  productum  e duabus  pluribusve  functionibus 
talibus  [r**,  RH[  reduci  ad  formam  hanc 

A[l,Ji*]  + £[r.J!*] 

ubi  A et  B erunt  functiones  rationales  ipsius  R cum  coeflicientibus  integris,  at- 
que X aggregatum  omnium  valorum  ipsius  II.  Magni  momenti  erit,  huiusmodi 
transformationes  ad  algorithmum  expeditum  reducere,  ad  quem  finem  imprimis 
indoles  producti  e duabus  functionibus  propius  nobis  consideranda  erit. 

1 1. 

Productum  [r,  /l1*}  x [r,  /T]  per  theorema  art.  4 fit  = ^ 

32* 
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[?,&+'}  + R^+yW+^  + R^i r»'+',  R^]  + R^[r»,+',  fi'1+,]+  etc. 

_|_  ^(n-l)ji  j r#*"+1>  /}:*+• 

Inter  b — t exponentes  2,  <7  -)-l , y*-(-  1 . y3-(- 1 etc.  g"~ *— |— t unus  tantum  repe- 
rietur  per  n divisibilis,  puta  /y ’ 1 f—  t , aggregati  itaque  nostri  terminus  respon- 
dens erit  , /J|1+a] : liic  terminus  erit  =0,  quoties  non  est  /1“ 1 ' = 1, 

et  — (b— = + (n — I),  pro  jR!lr+’'  = t.  Partes  reliquae  aggregati 
nostri,  quarum  summam  statuemus  =Q,  sequenti  modo  transformantur: 

[r*.  1T+V]  = R -<i»-Hind* 

RP  [7»+',  R;^+-‘  j _ /^-(H+^ind^+l) 

R’1'1  [r^'+l,  /7i1+y’  — j^e-{^)ind(j'+i)  -r,  jp+y 

2dI(‘[rs',+,1  J?!‘+'‘l  = Jf*!*— (li+',)in‘%,+di  r R?+'‘ 
etc. 

Hinc  colligimus 

I,  Q — >,  X V ^ujnclr-{|i+-.)iml(,i+l) 

si  pro  * successive  substituuntur  valores  l , g , g*,  g*  . . . . gn~*  excepto  hoc 
g^n~ seu  quod  manifesto  eodem  redit,  si  pro  x substituuntur  valores  1.  2,  3, 
t . . . . n — 2 , quoniam  valores  hi  illis  (etsi  ordine  mutato)  congrui  sunt  secundum 
modulum  ». 

Statuendo  integro  g ipsi  x .reciprocum  secundum  modulum  n,  i.  e.  ita  de- 
terminatum, ut  fiat  xg  ~ 1 (mod.«) , erit  indj;  ^ — ind^  (mod.  n — 1),  atque 
indfat-f-^-l-indy  = inaf.ry-|-y)  = indfJ-f-y)  (mod.  b — 1);  hinc  fit 

pind.r — ■(/»  — v) ind (jr  — I ) = — pindy — (pt— J— v)  Jind fy+l)  — ind_y| 

= '<ihdy  — (p  + '•)  ind  (jr  + 1 ) 

Quamobrem  quum  numeri  ipsis  t,  2,  3 . . . n — 2 reciproci  cum  his  ipsis  ordine 
tantum  mutato  conveniant , etiam  erit 

II.  a — (r.  uet"']  x v indy-(M^)ind(v+i) 

substituendo  pro  g successive  numeros  1,  2,  3 - n — 2.  Eadem  formula  imme- 
diate ex  L derivatur,  quum  manifesto  numeros  p,  v inter  se  permutare  liceat. 

Denique  statuendo  integrum  r ipsi  x-\- 1 reciprocum  secundum  modu- 
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Ium  «,  sive  xz  -f-  z = 1 (mod.  »} , erit  ind(l — z)  = indx -(- ind;  (mod.  n — 1), 
ind  (x + 1 ) = — ind  ; (mod.  n — 1 ) adeoque 

pindx — {ja.  — J—  v)  ind.  (jt— 1- 1 ) = p(ind(l — ;) — indi)  — (ja  — (—  v)  ind  z 
= |nnd(l — i)^|-vindi 

Quarequum  jiercurrente  x valores  1,2,  3 ...  n — 2,  numerus  z percurrere  de- 
beat valores  2,  3,  4 . . . . n — 1 (etsi  alio  ordine),  nanciscimur  expressionem  tertiam 
III.  G = r J^+v^  VJ^indO-tJ+sind» 

substituendo  pro  s successive  valores  2,  3,  4 . . . n — 1,  aut  si  mavis 
JV  Q — 'r  X V^lnd  ^+.-^Indz 

— . ^ ] X - lZ'1  ind  ,+v  ind  (*+,— ! ‘) 

Quum  habeatur  ind(l — i)  — J (ji — I ) -f-  ind  (z — 1),  productum  nostrum  ita  quo- 
que exhiberi  poterit: 

r,W\  x [r,  Jf]  = | [t,  ] -J-  [r, R>+' jxlR» ‘nd (‘“'H” itul “ j 

_ JRl(—>b  j [ , _ ] x v imi  =+, irui j 

ubi  semper  pro  z substituendi  concipiuntur  valores  2,  3,  4 ....  » — 1. 

Ceterum  in  omnibus  his  formulis  pro-numeris 

pindx — (p4-v)ind(x-f-l),  v ind  — (p+v)ind(y-|-l),  pind(l — r)-(-vind* 

etc.  manifesto  ipsorum  residua  minima  secundum  modulum  6 substitui  poterunt. 

Si  p-(-v  = 0(mod.  6)  erit 

[r,^][r,ir]  = (»—  *■  . 

_l_(r+r>+r>4-...4-  r"-')  x(i+ RT+  Bli4-  «S(l +•  • + n{n'^ — &{H~  ‘h 

12.' 

Productum  [1 , R“)  X [r,  flv]  per  theorema  art.  4 fit 

= [r,  R^}  + ] + R^ [r.  /C+’ • + etc.  -f  JP*^] 

= [r,K'1'+,]x(l  + Kl‘-|-Kl|‘-|-f£Sf‘+  etc.  -f- JFeC»— »)f*) 

= [r,  R^'}  X -J-  (l+®*+ + etc.  JH*-')!*) 

• * M 
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Hinc  productum  [l,Jl|1l  X [1,  /T]  evolvitur  in 

~ x{t-(-«'14-7i,,l4-R*'14-  etc. 

• Nullo  iam  negotio  generaliter  productum  [r1",  R^] . [rm , R]l } erui  poterit,  quum 
enim  fiat  [r1?,  R1*]  = R~^ln,im{r,  R^]  pro  valore  ipsius  m per  n non  divisibili,  ct 
= [l, /!•*]  pro  valore  divisibili,  et  quum  similis  transformatio  de  factore  altero 
\rm , R? ) valeat,  multiplicatio  vel  ad  problema  art.  praec.  reducetur,  vel  ad  ca- 
sus eos , quos  in  hoc  art.  consideravimus. 

4 

13. 

1‘ostquam  productum  e duobus  factoribus  evolvere  docuimus,  evolutio  pro- 
ducti e factoribus  pluribus  nulli  difficultati  obnoxia  erit.  Producto  j r,  R’1  X *,  IV 
ad  formam  .i  i, f?[r,  reducto,  patet,  si  accedat  factor  tertius 

[r,  IT1,  productum  fieri  = C[t , D r,  R^+'t+'}  statuendo 


[r.R^Vr.Rr)  = c , R<*'+z] + d vr,  R^+* 

atque 

C=  Bc  , 

D .=  Bd+A  j ctc  +/j(n-j)(F+v), 

Hinc  potestas  r, R]x  facile  ad  formam  A[l,/txl-|-l?rZ, /t'  , reduci  poterit. 

Exempli  caussa  evolvemus  potestates  functionis  [r,  R pro  n = 1 1 , S — 5, 
ubi  statuemus  y = 2.  lliuc  respondebunt 


numeris  1,2.3.4.5.6.7.8.9.10 
indices  0.1.  S.  2. 4. 9. 7. 3. 6.  5 


Habemus  itaque  ad  evolutionem  quadrati  r,  R]1  secundum  formulam  I art.  1 1 


|1  = 1 , v = 1 

valores  ipsius  x 1.  2.3.4.  5.  6.7,  8.  9 

indjr 0 . 1.8.2.  4 . 9.7.3.  6 

2ind(.r-(-l) f.*  . 2. 16. 4. 8. 18. 14. C. 12. 10 

„ r- _!_«’• 


Res.  min.  ipsius  ind., 

secundum  modulum  5 . . 

unde  deducimus 


. . 3.  0.4.4.  1.  0.1.  1.  1 
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Q = [r.JPjX  | 2 + 4i?+fls+2  R*\ 

atque  • * 

1°.  [r,R]*  r=  il.lP]  + [r,lt*}><  j2  + 4J?+'l?-f  2Ji‘| 

Eadem  expressio  resultat  ex  formula  ITI  art.  1 1 scilicet 

valores  ipsius  z . . 2.3.4.5.6.7.8.9.10 

iudr " 1 .8. 2. 4. 9. 7. 3. 6.  5 

ind(n  + t — z) 5 . 6. 3 .7 . 9#4 . 2. 8 . 1 


resid.  min.  ipsius  indz+ind(»+1  — *) 

secundum  modulum  5 1 . 4 . 0 . 1 . 3 . 1 . o . 4 . 1 

Prorsus  simili  modo  inveuitur 

2°.  j>,2Z*].[r,22]  = [l.lfl  + fr.iflx  \2  + R-[-4l?+2R*\ 

3".  >.!{]'=  |[l(iJ‘]  + [r.ii‘]x  \2+iR+R3+2R>\ 

Denique  fit 

4"  [r,jR‘].[r,Ji]  =il,l]  + [r,  l]'x  j 1+ 2^+ 2iP+ 22f+ 2i?‘j 

Hinc  multiplicando  aequationem  1°  per  [r,  R]  et  substituendo  pro  [r,  -R*].[r,  jR] 
valorem  suum  ex  2®,  nec  non 

(1,2?]  . [r,  22]  = [r.JP].  j2+2i?-+-2iJl+2/J3+2iJ4| 

deducimus 

[».ir*=-[ l,i?]X  t2  + 4i?  + J**-f2*‘j 

+ ,r,  iP]  X j 12  + 22i?4-  18fi*+24  J?+  I5i2*j 

et  simili  modo 

[r,22]‘  = [l,22*jx  Jl2-f22J;+  ISH'  + 24i^4-  1 0i2lj 

+ [r,  R')  x ! 164  -f- 17«  R +205  2224-  i8oR’4-  i ‘io  J2‘ ; 

[■ r,Rf  = [1,  ll  X jl044-  t70f?4-205  2?‘4-180J?4-  i«0/24j 

+fr  i]  x { IS364-  183021 4-^179518* 1820^4-  I810iJ‘i 
= 16404-  1700 R -4-  20  30  2? 4-  18  0 0 22*4-190022' 

4-(l8364- 1930JJ 4- 17952^4- 1820JP-f:  f s t — l)  .v. 

= 918-Ss—  98S  — (6124-41  22*4-  1 622*4- afj?4}* 

4-66224-451222 4-1702? 4-28ftr?r  # *• 
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14. 

Calculus  in  praecc.  ita  absolutus,  ut  ad  omnes  valores  ipsius  r ipsiusque  R 
extendi  possit,  notabiliter  contrahitur,  si  ipsam  R statim  ab  initio  tamquam  ra- 
dicem propriam  aequationis'  .r® — 1 —0  consideramus.  Hacce  suppositione  pro- 
ductum [r,  R?]  X [r,  iC]  reducetur  ad  formam  B r,  quoties  p-(-v  per  6 

non  est  divisibilis;  quando  vero  p-j-v  per  8 divisibilis  est,  illud  productum 
fit  = (n  — + [r.  •]--R|iind*,  substituendo  pro  ind.r  omnes  numeros 

0,  1,  2,  3 ....  n — 2 excepto  hoc  1 (n  — t).  Hinc  facile  colligitur  (si  p et  proin 
etiam  v per  8 non  est  divisibilis) , in  hoc  casu  esse 

[r.jW*].  [r,  JTj  = jn— 1 — (r,  l}\ 


adeoque  = 0 pro  r = I , et  — nR'  n~1^  pro  quovis  alio  valore  ipsius  r.  Ce- 
terum quum  J?h"— Os*  fifjt,  — -j- 1 , yel  = — t,  prout  — .p  est  numerus  par 
vel  impar,  productum  nostrum  fit  ifi  casu  priori  s=  »,  in  posteriori  = — n. 
Hinc  porro  sequitur,  statui  posse 

(r.  R]*  = A (r,  R’] 

[r,  7^].[r,  i?j  = A’[r,  It* } 

etc.  usque  ad 

[r,  R?-'] . [r,  R)  = A^*)  [r,  R?"~'  ] 

unde  habemus 

[r,  R]*  = AA"[r,R?] 

[r,R]*  = AA"A"[r,l?) 

etc.  Denique 

[r,  Rf  = +» iAA  A"\ . . A^ 

ubi  signum  superius  vel  inferius  accipiendum  est,  prout  " par  est  vel  impar. 

Patet  itaque,  postquam  valor  ipsius  [r.R)  inventus  fuerit,  functiones  re- 
liquas 

[*«•]«=  feiJE,  [,.#]==  M etc. 

hic  multo  exj>editius  determinari  pos9e,  quam,  in  casibus  iis.  ubi  a non  est  — 1, 
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ut  iam  in  Disq.  Ar.  (art.  360,  in)  monuimus.  Per  considerationem  uberiorem  in- 
dolis functionum  A',  A"  etc.  hae  operationes  adhuc  magis  facilitabuntur. 


1 5, 

In  art  9 ostendimus,  valoreni  functionis  [r,  Ii]  reduci  posse  ad  formam 
yn.  (cos/-)-»  sin/) , eodcmque  modo  functiones  r, iPj . etc.  usque  ad 

[r,  Ji*-1]  ad  similem  formam  reduci  poterunt.  Statuamus 

[r.B]  = V**(c°s/' +«sin/')  f 

[r,  IV } — \jn  (cos/"  -f-isin/") 

[r,  /f3  j = n (cos /’"-)-  i sin /'") 
etc. 

eritque 

A'  = )J  n (cos  (2/'—/")  + i sin(2/— /’  ])  , 

A"  = \ln  (cos  {/+/•-/'")  + i sin  (/+/"-/"')) 

Am=  \jn  (cos  (/•+/“_/"')  + • sin 
etc.  • 

Hinc  patet,  si  functiones  A',  A",  A"  etc.  reducantur  ad  formas 
A'  = a'  (cos  6’  -f-  i sin  b') 

A"  — a"  (cos  b“  -f-  i sin  b" ) 

Am=  a”(cos  i sin  6'”) 
etc. 

et  quidem  ita,  ut  omnes  a',  .a",  a" etc.  sint  positivi , fore 
a'  — a”  = a”  etc.  = \jn 
f = ’ (i'+  6"+  6'+  etc.  -f  6^ ) 

par,  vel 

/'  = i(i80°-|-i'4-6'-f-  etc. 


si  fuerit 


n — 1 

~r~ 


si  fuerit  ”-j-  impar,  ac  dein  , 

[r,  R]  = y/n(cos/'+isin/') 

[r.JC3]  = y(«(cos(2/!— &')  + »sin(2/' — b')) 

[r,  i?3]  = y In  (cos  (3/—  b—  b ")  + » «in  (3/'—  b'—  b“) ) 
etc. 


33 
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. denique  erit  per  formulas  art.  8 

{n~^ , 1)  = — y -|- jcos  /'-fcos  (2  f' — b‘)  -f-  cos  (3 f — b' — b")  -f-  etc. 

+ cos  ((6  —1 )/'—  b’—  b"—  b'"—  etc.  —&<*-*>)  | 

-|- ' j"  j sin f'~h  sin  {2 f' — 6')  -(-  sin  (3  f' — b' — b")  -f-  etc.  j 

ct  perinde  prodeunt  valores  functionum  ,gs)  ctc.,  si  in 

hac  formula  pro  f'  resp.  substituitur  f' — *^— , /' — /'—  etc., 

supponendo  II  = cos  — y--|-»8in  — . 

; 

16. 

Simplificatio  nova  ex  observatione  sequente  petitur.  Quum  per  art.  1 4 fiat 

± (r.  J?][r,  «*“«]  = [r,  i?]  [r,  Jl*"»]  = + [r,  i?]  [r,  I&~3]  etc.  = n 

accipiendo  [in  producto  [irimo , tertio  ctc.]  signum  superius  vel  inferius , prout 
%—  par  est  vel  impar,  esse 'debebit  in  casu  priori 

cos(/'+/(4_,))  = cos  (/'+/*-’>)  = cos  {f"+f  etc.  — I 

in  posteriori 

—cos  (/'+/*“•))  = cos  (/”+/«-*))  = — : cos  ;/“’•+- /f6- etc.  = 1 
et  in  utroque  casu 

= sin  (/"+/*(«-*))  ^ sin (/’”+/(«-»))  etc.  = 0 
Hinc  statuere  licebit  in  casu  priori 

/(«-')  = —/•,  /!«-•*)  ^ — jT",  • /<*-»)  = — /~  etc. 

in  posteriori 

= ISO0—/’,  /f— 5) /”,  — iso0—/"  etc. 

hinc  vero  sequitur,  in  priori  casu  esse 

6(*— *>  = b\  = i",  *C*— *)  = fc”  etc. 

__  A’  ^ et<. 

in  posteriori  vero 
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6<«-*>  ==  b—  t 30°.  i(5_,)  = i"+ 1 80*  6('-4)  = T—  180°  etc. 

A{r-r>  — — A',  A^~%)  = — A",  Ait~,)  = —A~  etc. 

ita  ut  multitudo  functionum  A',  A ",  A'" etc.  ad  semissem  reducatur.  Hinc  porro 
colligitur,  in  priori  casu  fore 

f=  i(26'+26"-|-  etc.  +26(1*~0) 

( -7“ , 1 ) = ! 2 cos /- f- 2 cos (2 f — 6’j 4- 2 coS (3 /' — b' — 6") -f  etc. 

' -f- 2 cos ((j 6 — {)f-v-r-*tc 
+.cos(4«/  — b‘—  b"—  etc.— 

(ubi  terminus  ultimus  manifesto  est  = cosO  = 1)  vel 

/=  i(26'+26"-H  etc.  4-26(,(4_j))+A(*{<_,,)) 

(1=1,  1)  = — j + ^ 1 2 cos /'-f-  2 cos (4 f —b')  + 2 cos (3/'—  6' — b')-\-  etc. 

4-  2 cos  ( £ (6  — 1 )f — b' — 6" — etc.  — fc(i(4-5)))| 

prout  6 par  est  vel  impar;  et  in  casu  posteriori 

f = j (2  fe'4-  2 6”4-  etc.  4-  2 6(,!-  °) 

, 1)  = — ’ 4-V * j 2 cos  (2/—  b') 4-  2 cos  (4 /'—  b'-b"-  b")  4-  etc. 

4-  2 cos  ((i-  S — 2} /'—  b'—  6"—  etc.  -6u5_s)) 

4-  cos  (|S/'—  V—  b"—  etc.  — b!it-  j 
4-«^,j2sin/'4-2sin(3/' — b'—  b")  4-  etc. 

4-  2 sin  (( j,6  — t )/'—  6'—  b’—  etc.  — 6(!S~2))  | 

vel 

/'  = i.(26'4-26"4-  etc.  4-2  6a'_,)4->»00) 

1)  = __±4_^  |2cos(2/’—  6’) 4- 2 cos (4/’—  b'-b"—  b‘r)+  etc. 

4~  2 cos  (f| 6 — T)f — b' — 6” — etc. — i'1  ' ')j 

4-1-7  { 2 sin /'4-2  sin  (3  f' — b' — b')  4-  etc. 

4-2  sin  ((i  6 — 2 )f'—b'—b"  — etc.  —bli*~ S)) 

4- sin  (J- 6/' — fi" — b" — etc. — b^f  ^)) 

• , • / 

prout  f 6 par  est  vel  impar.  De  pCriodis  reliquis  terminorum  eadem  va- 

lent, quae  supra  annotavimus.  • Generaliter  itaque  hinc  concluditur,  ad  defermi- 
nationeiti  harum  periodorum  requiri  sectionem  circuli  integri  in  6 partes , a qua 

33* 
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constructio  angulorum  6',  i",  V"  etc.  rationaliter  pendet,  dein  divisionem  anguli 
J>'+ 6"-4- 6"'-|- etc.  in  6 partes,  denique  radicem  qdadratam  \Jn.  Quodsi  statui- 
tur statim  & — j n — 1),  periodi  illae  manifesto  coincidunt  cum  duplicatis  co- 
siuibus  angulorum  — , 2 , 3^‘^-etc.  usque  ad  -j  (m  — I ) , ita  ut  divisio 

circuli  in  n partes  peudeat  n divisione  circuli  integri  in  -J-  («-■—  1 ) partes,  divisione 
anguli,  qui  illa  sectione  perfecta  construi  putes t.  in  { (n — 1)  partes,  atque  quan- 
titate radieali  \/n.  Si  usque  ad  sinus  angulorum  5—  etc.  progredi  constitutum 
est,  una  operatione  amplius  opus  erit. 


17. 


Resumamus  ad  maiorem  illustrationem  exemplum  art.  1 3 , ubi  invenimus 

A'  — A'"=i  2 + iR+JP+Ut'  = 2R—2lt*—Kl 
A"  = 2 + R+  4 -f  2 Ji3  _ —it -4- 2 R*—  2 R’ 

Accipiendo  pro  R valorem  cos  7 2° -f- i sin  7 2°,  erit 

A'  — A“=  2 cos  7 2°  — 3eos  1 4 4°— (— » (2  sin  7 2°  — sin  1 44°) 

A " — — 3cos72°+2cosl  U#+i(sin72°-f-2sin  144°) 


Determinabuntur  itaque  anguli  b\  I"  per  aequationes 


0 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 


2 sin  7 2*  — pali  £* 

V 1 1 , 

J cos  7 2®  — 1 Cos  I 1 1* 

‘ ~Yii  7“ 


taug  b’  — 
Sip6"  22= 
cos  b"  = 
tang  b"  — 


2 sin  72®  — sin  1 1 1® 
2cos  7 2®  — 3 COS  1 44* 

sin  7 2*  4-  3 sin  1 4 4® 

— COS  7 2®  + 2 cos  14  4® 

- yll 

sin  7 2®  + 2 sin  Hi® 

— 3 cos  7 2®  + 2 Con  144* 


Quaelibet  aequationum  1,2,3  sufficit  ad  determinandum  angulum  b'.  si  quadrans 
in  quo  accipiendus  est  innotuerit;  hoc  e' signis  quantitatum  2sin72u — sinM4°, 
2 cos 7 2° — 3 cos  144°  decidi  debebit:  idem  valet  de  angulo  b”.  In  casu  nostro  b' 
accipietur  inter  0 et  9(1®,  b’1  inter  90°  et  ISO0,  • Si. aequationis  3 numerator  et 
denominator  multiplicantur  per  — 3 cos  7 2°  -f-  2"cos  1 4 4°.  transibit  in  hanc 
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tailgi'  = i*r!  — sin72°-|- 13sin  144°j 


et  perinde  ex  aequatione  6,  multiplicato  numeratore  et  dcnominatore  per 
2 cos  7 2° — 3 cos  144°,  prodit 


tangi"  = ,V  |—  1 3 sin 7 2“  — sin  1 4 4°| 


Hinc  fit  in  numeris 


tangi'  = 0,4 3 1 6226944,  logtangi' = 9,6351042715  i'  = 23°20'46"04603 

tangi"= —0,8355819332,  logtangi''=  9,921989041  1 n i"<=  140°7'  6"5244i 


unde  derivatur 

5 /'=  I8ft°48'38"6l647,  /'=  37°2l'43“723294 
Habemus  itaque  * ... 

(2. 1)  = — i-4-^i|2cos37°  2l'43,72S294  + 2cos510  22'4 1"400558 j 

(2.2)  = — i + ^‘|2cos32502f43"723294  + 2co8  267°22'4f’400558|. 

(2,4)  = —r  ( 2 cos  253°2 1 '4  3"7  23294— f-  2 eos  1 23°22'4 1 "4 0(1 5 58  J 

(2,8)  = — | + ^!j2cos  181°2l'43"723294-|-2cos339o22'4l'400558j 
(2,  5)  = — | ^ j 2 cos  1 09°2 1'4  3"7  2 3 2 94  2 cos  1 9 5*2 2'4 1"4 00 5 5 8 J 


unde  invenitur 


(2. 1)  — + 1,0825076652  — 2cos^- 

• * l . , 

(2.2)  = -+- 0,8308299  = 2cos~ 

• • ' * • • * 

(2.“»).=  .,.  ‘ = 2 cos 

(2, 8)  = •_  =i  2 cos 

(2,  5)  = • • =2  cos 


1 440* 

~7T* 

uso* 

II 

1#0»* 

II 


18. 


Exemplum  aliud  nobis  suppeditabit  aequatio  .r1’ — 1 = 0,  quam  jier  aliam 
methodum  iam  in  Disi/uis.  Arithm.  pertractaveramus.  Statuemus  itaque  n = 17, 
= 8,  g =.  3;  hinc  respondent 


..1 
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numeris  1 . 2.3  . 4.5  . 0 . 7 . 8.9. 10. 1 1 . 12M3. 14. 45. 16 
indeces  0.14.1.12.5.15.11.10.2.3.7.13.4.9.6.8 

Ilinc  invenimus 

A' = A"""=  2R  + 2 1?  -|-3iJl-+-4ii5+2ie'+2E7 

A"=  A""  = 2 + 3«  + R?  + Ii' +3  i? + 4«*  + R' 

Am=  Am  = 3 + 3JJ-f-2i2!+3Es  + R*-\-  2R‘  + R 7 

sive , quum  in  lioc  casu  fiat  R'  -j~  1 = 0 

■ * • 

A'  = A"""—  — 3 — 2R  — 2RS 
^”-=4“=  1—4  ii7 

A"— A""—  2-\-2R-\-2R1 

Statuendo  itaque  R = cos  45®+tsin45°  erit  • 

A'  = A"”"=  — 3—  2«V2.  A”=±AT—  1—4»,  .4”—  A""  = 3 + 2 1^2 

Invenientur  itaque  b',  b ",  b"'  per  aequationes 

sin  6'= — T 'sin6"  = — sin  bm  1\ 

cos  6'  ^x.  — yf,sr  cos  b”  — + \(tV  cos  A'”  — + V 'i*r 
tangi'  = -hV^i  tangi”  = — 4 tangi”  — -f- Vf 

unde  deducimus 

b'  = 223°18'49".  i"  = 284®2'lO",  6”  = 43*1 8'49"  = i'—  1 80° 

. 4/'  = 550°39'18".  / = 1 37°39'57" 

(2,1)  = — i + Vltljjcosl37039'57’-t-2cO8  52°l'5'’-+-  2 cos 265°38’52"+l  [ 
(2,3)  = — H-^~|2cos  92®39'57"+2cos322#r5"-)-2cos  130°38'52” — 1{ 

(2,9)  = — 4-|_^ij2C0S  47°39'57"4-2cos232°r5,,-|-2cos355®3S'52"+l  { 

(2.10)  — i + ^-j2cos  2®39'57"4-2cos  142®r5”+ 2 cos220°38'52”— 1 j 

(2,  13)  = — 4 + ^j2cos317°39'57"+2cos  52®i'5"-f  2 cos  S5®38'52”-|-1 1 

(2,5)  = — i + v-^j2c0s272®39,57”+2cos322®f5"-f  2 cos  3 10®38’52"—  1 j 
(2,15)  = — i4.v-^j2cos227"39'57"+2cos232®l'5'+2cos,175®3S'52"4-lJ 

(2.11)  = — l+^|2cosl82°39'57”+2cosl42®r5"+2cos  40®38’52''— 1 j 
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1(2,1}  = +0,002268  = cos +360* 
|(2,3)  = ’ • = cos+360° 

+2,9)  = = cos+360* 

+ (2, 1 0)  eos + 360® 

+ (2, 13)  = +0,93247  =008+360° 

+2,  5)  = = cos  + 360® 

4.(2, 15}=.  = cos + 360° 

+ (2,  11)  = ■=  cos+360* 


Ab  his  disquisitionibus  generalioribus  supra  functiones  [r, /£],  quae  theo- 
riam secundam  aequationum  purarum  in  art.  360  Dusquiss.  Ar.  inchoatam  magis 
illustrant  et  am [Jiant,  ad  casuum  quorundam  specialium  considerationem  accu- 
ratiorem (puta  si  pro  6 valores  determinati  accipiuntur)  progredimur;  plures  hinc 
investigationes  non  minus  fertiles  quam  elegantes  prodibunt,  quarum  aliae 
quidem  iam  in  Disq.  Ar.  (artt ) pertractata»  erant  (sed  per  methodum  di- 

versam), aliae  , vero  tamquam  prorsus  novae  considerandae  sunt.  Mirum  vero 
nexum  inter  hasce  disquisitiones  Arithmeticamque  sublimiorem,  quae  incrementa 
maxima  hactenusque  inexspectata  inde  oapit,  in  commentatione  alia  mox  publici 
iuris  facienda  evolvere  nobis  reservamus.  __  Ceterum  in  tota  disquisitione  se- 
quente supponemus,  pro  r accipi  radicem  propriam  aequationis  xn  *— 1 =0;  et 
pro  R radicem  propriam  aequationis  2i£*— ,1  = 0. 


19.  ' 

Initium  facimus  a valore  6=2,'  ubi  itaque  pro  R accipiendus  est  valor 
— I.  Functio  itaque  nostra  [r,  JR]  Iit 

= r — r^+r#' — r3' —r^‘ 

habeturque 

[r,B]  = —[»*,*]  =.+  [*', R}  = -\?\R}-  etc. 
et  generaliter , designante  X iutegrum  quemcunque  per  n non  divisibilem 
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si  X est  rcsiduupi  quadraticum  ipsius  n , 

[r\R]  = -^R]  si  X est  non-residuum  quadraticum  ipsius  ». 

Porro  patet,  si  residua  quadriitica  ipsius  n inter  l,-2,  3 . . . n — 1 contenta 
indefinite  designentur  per  a , atque  non-residua  ipsius  n inter  eosdem  limites 
per  b,  numeros 

t,  /, 

#•  * 

si  ad  ordinem  non  respiciatur,  congruos  esse  secundum  modulum  n numeris  a,  et 
perinde  numeros 

congruos  ipsis  b,  ita  ut  fiat  jr,  R}  — - r“  — ^r6. 

Quodsi  itaque  statuimus  = to , atque  r = cosX-io-j-i sin  Ario,  erit 
[r.I?  =*  XcosoXio  — ii  cos  6X  u>-[-  i-  sinu  A iu — i ii  sint  X in . Iam  perart.  14  qua-, 
dratum  functionis  [r,  R]  erit  = -)-»  vel  — — n,  prout  n est  formae  42+1 
vel  42  — 1,  adeoque  in  casu  priori  [r, itj  — in  posteriori  ir,R  \ =+  i\Jn\ 

signum  vero  quantitati  rudicali  praefixum  ambiguum  manet.  Hinc  derivantur 
suramationes  sequentes  • • . 

I.  Si  n est  formae  4s— J-l 

ii  eosuArtu — - cos  t Aui  = -f-  y‘n 
■ , sinu  X*  iu — iisintAiu 0 

I,  • 

II.  Si  n est  formae  4 2 — 1 

ii  cos  «Aie — iicosfcX‘i»  = 0 
-sinaXu»  — iisin&Aiu  = -j~  \jn 

Praeterea  quum  manifesto  totus  complexus  numerorum  a,  b conveniat  cum 
his  1,  2,  3...«  — 1,  fit  -r® + -»■*  = r-f-rI+r3-|-  etc.  -f-r"-1  = — 1,  et  proin 
iicosaXru>-(-iicosfcAio  = — 1,  iisina  Aio-f- iisinfrAio  = 0.  Hinc  e summationi- 
bus  praecedentibus  demanant  sequentes : 

I.  Pro  casu  priori 

ii  cos  «Au»  — 4 i f 
ScosfcAio  = — 1 -f- i V n 
ii  sin  «Aio  = — sin  6 X' io  = 0 
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II.  Pro  casu  posteriori 

£cosaAu>  — i cos  Ii  k ut  = — ' 

IsinoAu)  = 

S^infcArdi  = Iflj-y/n 

Hae  suiiuiiationes  j>er  methodum  haud  multum  diversam  in  Disqitiss.  Air. 
art.  356  ianvsunt  erutae;  neutra  quidem  methodus  ambiguitatem  signi  quantitati 
radicali  praefigendi  tollere  valet , attamen  hunc  defectum  in  commentatione  pe- 
culiari nuper  supplevimus,  ubi  demonstratum  est’,  pro  v&lore  A — 1 signa  su- 
periora in  omnibus  formulis  allatis  accipi  debere. 


BEMERKUNGEN. 

Von  der  ureprOngiichen  Fortwtiung  dieser  Abhandlung  von  art.  ta  an,  welcho  der  Behandlung 
spocieller  Fille,  gewidmet  wn? , gind  mlr  noch  einige  Artikel  trorhanden . die  aieh  init  4er  quadratinchen 
Gleichung  beschkftigen , deren  Wuraeln  die  beiden  - gliedrigen  Perioden  atnd;  da*  Mnnuscrlpt  brieht 
im  Anfcmg  der  Unterjuchung  ab,  durch  wclchc  das  Vorauichen  der  bei  der  AulloaUng  dorse  Rien  auftreten- 
den  Quadratwurael  bestimmt  wurden  nolite;  aus  der  Uebereinsttfnmung  diesoa  rioch  vorhaadenen  Anfang* 
mit  der  Abhandlung  Suramatio  quarumdam  «merum  singularium  geht  he^xif,  daas  der  Verfasser  aeinen 
Plan  Andvrte,  um  dic  eben  erwdhnte  Bestimmung  de*  Vorzcichena  rum  Gagenitande  efoer  heaondern  Ab- 
handlung zu  machen.  Vergluichl  tnan  hiermit  cU*  Citat»  im  a$t,  # (wo  i«n  Manuscript  stat-t  der  zweiteo  Au*- 
gabe  dea  Wcrkes  von  I^auhaxue  durch  ein  Ve  rue  h en  die  dritto  angegoben  vrur),  «o  ergibt  sich,  dass  diese 
Handschrift  aus  dem  Jahre  i *t«S  stammt.  l)u»s  aber  dic  Pvblication  des  Vorhergehenden  nicht  aufgegebim 
wur,  lehrt  ein  hei  art.  19  olfenbar  in  apftterer  ?.eit  eingeschobenc*  Pluit,  wuf  welchem  et  ne  andere  Fortaetzung 
beginnt  und  bezttglicb  der  Bestiminung  dea  Voneiohana  achon  auX  die  Abhandlung  Summatio  etc.  verwieaen 
wird.  Dicae  zwcite  Fortsetzung,  welche  aber  auch  bald  abbrlqht,  ist  hier  mitgetheilt.  Der  Text  des  durch- 
au«  druckfertigen  'Manuscriptea  ist  bei  der  Ueratngabc  treu  bcibehalten ; nur  in  art.  ift  mussten  die  Formeln 
fur  den  xurriten  Full  hinxugcfugt  werden.'  , 

• , R lhtuausi'. 


34 


Digitized  by  Google 


DfcMONSTRATlON  de  quelques  tiieoremes  concernants 

LES  P&UODES  DES  CLASSES  DES  FORMES  BENAIRES  DD  SECOND  DEGRft. 


TnioRKME  I.  • Le  nombre  des  classes  (pr.  pr.)  d un  mPme  dHcrminant , qui  de- 
vies  ii  Ia  dignite  Pmc,  P elant  oh  un  nombre  premier  ou  la  puissance  dun  nombre 
premier  — pT‘,  produisent  la  classe  principale  K,  .est  egal  ou  a I ou  d une  puis- 
sance de  ce  mime  nombre  premier  p.  • 

Denionstration.  >Soit  (Q)  le  groupe  entier  de  touteg  les  classes  en  qnestion 
et  n Ieur  nombre.  Puisquc  la  classe  principale  K est  ndeessairement  dontenue 
dans  (2).  le  theoreme  est  dvideut,  si  elle  y est  la  seule.  Mais  s’il  y en  a duutres, 
le  nombre  des  classes  contennes  dans  la  periode  de  chacurie  sera  une  puissance  de 
p;  soit  une  d’elles  A,  et  supposons  que  sa  periode  (2L  contiennc  pz  classes,  qui 
serout  toutes  compriscs  dans  (ii). . Or  si  les  classes  de-cette  periode  (3)  epuiscut 
(2).  on  aura  />*==».  et  le  theoreme  sera  ftemoirtre;  sinon.  soit  U une  classe 
quelconque  de  (2)  non  contenue  daus  (9t) , et  supposons  que  sa  periode  soit  de- 
veloppee  jusqu’a  ce  qu'on  y parvienne  a uuc  classe  bB,  qui  soit  en  rai'rae  tenips 
parmi  les  classes  de  (St),  ce  qui  doit  necessairement  arriver,  (larccque  du  tnoins  la 
classe  principale  est  commune  a cette  periode  et  a (St).  Or  supposant  que  bB 
soit  la  premiere  classe  dans  la  periode  de  B commune  a (SI) , ou  b le  plus  petit 
possible , je  dis 

1°.  Que  b sera  une  puissance  de  p.  Car  il  est  evident  qu'en  foisant  b—pth, 
bB  = %A  et  hk=  I (mod./T)  (ce  qui  se  pourra)  on  aura  kbB  —p^hkB — pr‘B  ~ ikA, 
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c’est  a dire  que  p‘B  sera,  au  «si  parmi  lea  classes  de  (H),-d’ou  il  s’ensuit  que  h — 1 
et  b = p*.  . • • ' • . . ■ • • 

2°.  Qu’en  designa  at  le*  classes  K,  B,  1B ,.. . (b — 1 ) B par  (33),  toatesles 
compositions  d'une  classe  de  (53)  avec  une  classe  de  (©)  donneront  classes 

differentes,  Car  en  supposant  mA-\-nB  — mA-\-n'B  et  n — n,  on  aurn  ne- 
cessairement  m—m'\  si  n)>n’,  on  aura  (« — n')B  — (m — m)A,  ce  qui  est  im- 
possible . si- l’on  n’a  pas  n = n. 

3°.  Que  ces  p'1+*  classes  differentes  seront  comprises  sous  (Q),  ce  qui  est 
6vident. 

Or,  si  ces  classes,  epuisent  (Q),  le  theoreme  est  deinontrc ; sinon,  on 

choisira  une  autre  classe  de  (2)  non  contenue  parmi  celles-la,  savoir  C;  on  con- 
tinuera  sa  periode  jusqu’a  ce  qtt  on  y pnrvienae.  a une  classe  deja  comprise  sous 
les  classes  compostSes  de  (31)  et  (39).  Par  un  raison  nomen  t semblable  au  prdcd- 
dent  on  deroontrera,  que  l exposant  de  cette  classe  doit  6tre  une  puissance  de  p, 
= pt,  et  que  la  composition  des  pT  classes  premieres  de  la  periode  de  O avec 
les  classes  deja  trouvees  donnera  classes  differentes  toutes  comprises 

dans  (2).  Si  ces  classes  n epuisent  pas  encore  (2).  on  traitera  de  la  mt'me  maniere 
une  quatrieme  classe  D etc.  et  il  est  e vident  que  (2)  etant  forne  d'un  nombre 
fini  de  classes , ces  operations  liniront  aussi  et  qu’on  aura  « egal  a une  puissance 
de  p.  C.  Q.  F.  D. 

Theobeme.  II.  Le  nombre  de  toutes  les  classes  du  genre  principal  itant  exprimi 
par  a?  b'1  c1  etc.,  a,  b,  c,  denotant  des  nombres  premier$  diffirents,  il  y aura  dans  ce 
genre  o’,  6*.  c * etc.  classes,  qui  itant  ilevies  A la  digniti  a“,  b6,  cT  etc.  resp.  pro- 
duisent  la  classe  principale. 

Dhnonstration.  Soient  A,  A,  -4” etc.  toutes  les  classes  qui  elevees  a la  dignite 
a®  produisent  Itet  (13)  lcur  totalitd:  dc  m£me  B,ff,B'ctc.  (23),  C,  C\  C",  (fi)  etc.  etc. 
Je  dis  que  de  la  composition  de‘  toutes  les  classes  de  (21)  avec  toutes  les  classes 
de  (23).  avec  toutes.  les  classes  de  (6)  etc.  il  proviendra  des  classes  differentes  en- 
tre  elles.  Car  si  4 -)- JB  + C . . . = A-^-B'-\-  C. . etc.,  on  aura,  en  faisant 
A—  A'  = A",  B — B'  = B" etc., 

A'+B"+  C’  etc.  = K 

donc  elevant  a la  dignitd  6*cT  etc. , (6*cT. . .)  4"—  K,  d’oii  il  s*ensuit  facilement 

34  * 
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.1"=  K et  A «=  A et  do  la  mi*  me  maniore  on  aura  B = B' , C ^ C'  etc.  f>oit 
la  totalite  de  ces  classes  ='(j8).  De  plus  il  est  clair  que  toutes  ces  classes  seront 
du  genrc  principal . Enfin  il  ne  jteut  exis  ter  audune  classe  dans  le  genre  princi- 
pal  qui  ne  soit  conaprise  sous  {S).  Soit  . . . 


BEMERKUNG. 


Diescs  im  J&hxt  l »01  geAchriekcnc  Frngment  bezieht  sich  auf  l>wq.  Arithm.  art.  io«,  iz.  Das  Wort 
diymte  wird  hier  in  einexn  sonat  nicht  Ohlicken  Hinne  gebraucht. 


vStkkn. 
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DE  NEXU  INTER  MULTITUDINEM  CLASSIUM,  IN  QUAS 
FORMAE  BINARIAE  SECUNDI  GRADUS  DISTRIBUUNTUR, 
EARUMQUE  DETERMINANTEM. 

COMXENTATIO  PRIOR 
SOCIETATI  REGIAE  EXHIBITA  1834  

• I. 

Triginta  tres  iam  elapsi  sunt  anni,  ex  quo  principia  nexua  mirabilis  i cui  haec 
commentatio  dicata  est  deteximus , uti  iam  in  fine  Disquisitionum  Arithmeticarum 
annunciatum  est.  Sed  aliae  occupationes  ab  hac  Scrutatione  per  longam  tempus 
detraxerant,  donec  recentiori  tempore  ad  eam  reverti -et  - per  novas  cura»  eam 
ampliare  contigit.-  Attamen  quum  lmec  nova  Arithmeticae  Sublimioris  pars  li- 
mites unios  commentationis  excedat,  haetce  prknr  formis  determinantium  negati- 
vorum dicata  erit:  formae  vero  determinantium'  positivorum , quae  tractationem 
prorsus  peculiarem  requirunt,  commentationi  alteri  reservatae  manere  debebunt. 
• # • 

2. 

Basis  totius  argumenti  est  disquisitio  peculiaris  circa  multitudinem  omnium 
combinationnni  valorum  integrorum , quos  duo  numeri  integri  indefiniti  x,y  in- 
tra ambitum  praescriptum  accipiunt.  'Manifesto  hoc  problema  etiam  sub  aspectu 
geometrico  exhiberi  potest,  ut  eruatur  multitudo  numerorum  complexorum,  quorum 
repraesentatio  intra  figuram  praescriptam  cadit  Indoles  figurae  ex  indole  lineae 
quae  eam  circumdat,  adeoque  pendebit  vd  ab  unica  aequatione  inter  coordinatas 
x,  y (quoties  peripheria  est  curva  in  se  rediens)  vel  a pluribus  huiusmodi  aequa- 
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tionibus  (quotieS  constat  e pluribus  partibus  curvis  seu  rectis),  pendebitque  ab 
arbitrio  nostro , utrum  puncta  numeris  integris  complexis  respondentia , si  quae 
forte  in  ipsa  peiipheria  sint,  multitudini  annumerare  velimus  an  inde  excludere. 

In  repraesentatione  analytica  problematis  conditiones  illius  limitationis  sem- 
per  ita  exhiberi  poterunt,  ut  fnnetio  data  variabilium  x,  y vel  una  vel  plures 
P,  Q,  R etc.  nancisci  debeant  valores  positivos,  vel  non-negativos  (prout  valor  0 
vel  excluditur  vel  admittitur).  •.  • 

Ita  e.  g.  si  figura  praescripta  est  circulus  , cuius  radius  = y/4,  dum  cen- 
trum cadit  in  pttnctnm  numero  complexo  integro  respondens,  conditio  analytica 
erit,  ut  A — xx — jfjr  non  sit  negativus,  siquidem,-  quod  semper  supponemus, 
puncta  in  ipsa  peripheria  sita  retinere  placet.  Si  figura  est  .triangulum,  tres 
functiones  lineares  ax-\-by-\-e,  a'x  + i/y-f-c',  ax-\-b"y-\-c  valores  non-nega- 
tivos  habere  debent,  similiterque  iu  aliis  casibus,  i 


3 

Solutio  problematis  exacta,  generaliter  loquendo,  ita  procedere  debet,  ut 
primo  e natura  conditionum  variabilis  altera  e.  g.  x intra  limites  coerceatur . in- 
ter quos  valores  singuli  integri  deinceps  percurrant,  et  quot  valores  integri  alte- 
rius y singulis  respondeant,  eruere  oportet,  quorum  multitudines  dein  in  sum- 
mam colligi  debent.  In  .casibus  specialibus  plerumque  aderunt  artificia  specia- 
lia ad  laborem  abbreviandum.  I(  . . , . . 

t-  E.  g.  si  figura,  ut  supra,  est  circulus,  cuius  radius  .=  ^4 , &if,  r integer 
proxime  minor  quam  V4>  rei- ipse  y4,-  si.  A est  quadratum-  Perinde  sint 
r,  r",  V etc.  integri  proxime  minores  quam  ^(4—  l),  ^(A  — 4),  y/(4- — 9)  etc. 

usque  ad  ^(4 — r r).  Tunc  iquititudo  quaesita  erit 


= U r— (— t -|— 2 (2  r t)  — |— 2 (2  r — |—  1)— [-2(2r  — (-4)4"  etc. 

= 1 -)-  4 r-f-  4 r-f-  4 r"— 4 r"-f-  etc.  -f-  4 rM 

Urevior  erjt  in  hoc  etemplo  methodus  sequens.  Sit  q integer  proxime  minor  quam 
y+4  (vel  huic  aequalis.,  quoties  est  integer),  atque.  /?+l;.  r^+J\  etc.  in- 

tegri proxime  minores  quam  ^{4  — (tf-M)*),  ^(A — (y+2)1),  y(4 — (54-3)’) etc. 
usque  ad  y (4 — re),  Tunc  erit  multitudo  quaesita 


= 4 7^4-14-4r-|-8(r(,+  l)4-r(*+,)4-rt*+,,4-  etc.  4-r^) 
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Far  bono  formulam  eruta  est  multitudo 


A 

| 

A 

! ' A ’ i 

100 

3 } 7 i| 

1000 

3119 

10000 

| 31417 

200 

633  \ 

2000 

6293  j 

20000 

62845 

300 

949  i| 

3000 

9425  | 

30000 

94237 

400 

1257  1 

4060 

12581  | 

40000 

125629 

600 

1 5S 1 | 

5000 

i'  15705 

50000 

157093 

600 

' 1995  'j 

6000 

18853 

60000 

18S453 

700 

2209  | 

7000  . 

21993 

j 70000 

219901  1 

600 

2521  j 

SOOO 

25137 

sooeo 

251305 

900 

2821 

9000 

. 28269  j 

90000 

282697 

1000 

3 1 46  * 

10000 

3 i 4 1 7 1 

1 100000 

314197 

4. 

Ad  propositum  nostrum  non  requiritur  determinatio  exacta,  sed  potius  in- 
dagatio expressionis , quae  ad  multitudinem  exactam  quam  prope  veHs  accedere 
potest,  dum  limites  in  infinitum  ampliantur.  . Sed  ante  omnia  quum  haec  aliquid 
vagi  involvant,  rem  exactius  explicare  oportet  • 

Supponemus  itaque,  functiones  P,  Q,  R etc.  praefor  variabiles  J,  y impli- 
care elementum  constans  A\  ita  ut  aingUlae  P,  Q,  R etc.  sint  functiones  liomoge- 

neae  trium  quantitatum  k.g,  k.  Hoc  pacto  figura  per  aequationes  0,  Q — 9, 

m * 

R=r  o etc.  determinata  pendebit  a k,  ita  ut  valoribus  diversis  ipsius  k respon- 
deant figurae  Similet  et  respectu  initii  coordinatarum  similiter  positae,  dimensio- 
nesque lineares  similes  valoribus  ipsius  k,  areae  valoribus  ipsius  kk  proportiona- 
les erunt.  Denotetur  iam  multitudo  punctorum  intra  figuram  per  M,  area  per  V, 
patetque  M et  V,  crescente  k,  crescere  debere;  crescente  vero  k in  infinitum. 
St  et  V-  ad  rationem  aequalitatis  quam  proxime  velis  accedent,  vel  si  dementa- 
rem claritatem  postulas,  proposita  quantitate  quantumvis  parva  X,  semper  assig- 
nari poterit  terminus  talis,  ut  pi*0; quolibet  valore  ipsius  k hunc  terminum  su- 
perante  certo  "f.  iacere  debeat  inter  1-“^X  et  I-+-X.  Secundum  morem  suetum 
hoc  ita' indicare  licet : fieri  lf=s  V pro  valore  infiuitd  ipsius  (ha-"  •*  • »./. .. .“«* 
In  exemplo  norti i?  conditio  requisita  locum  tenet,  statuendo  k a*  y'A.  eur- 
vaque  fit  circulns,  cuius  area  = x 'A,  denotante  k scmicircumfeventium  circuli 
pro  radio  = 1.  Numeri  supra  traditi  ton vergentium  luculenter  addigitant. 


4 
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Ceteram  si  operae  pretium  esset , facile  demonstrationem  illius  theorematis 
antiquo  rigore  absolvere  possemus , quam  tamen  hocee  quidem  loco  supprimere 
maluimus  ad  difficiliora  properantes.  « 

5. 

In  hacce  commentatione  limes  per  unicam  aequationem  talem  exprimetur 
axx-\-7bxy~\-cyy  — A,  ita  quidem  ut  a,  b,  c sint  integri,  atque  bb  — ac  nu- 
merus negativus  quezn  statuemus  = — D.  Manifesto  curva  figuram  definiens  erit 
ellipsis , patetque  facile , quadrata  semiaxium  esse  radices  aequationis 

(ac—bb)qq—.(a+c)Aq-\-AA±=0  sive  = 

Productum  harum  radicum  fit  af^yk  — ‘-j- . proin  area  ellipsis  = ^ . Hiuc 
itaque  eolligitur , multitudinem  omnium  combinationum  valorum  integrorum  ip- 
sarum x,y,  pro  quibus  axx  -f-  2 bxy  -f-  cyy  valorem  A non  superet,  crescente 
A continuo  magis  appropinquare  ad  , et  pro  A infinito  huic  valorem  aequa- 
lem statui  debere.  Ceterum  manifestum  est,  hocce  respectu  nihil  intereese,  utrum 
combinatio  » = 0 , y = 0 reliquis  annumeretur,  an  inde  excludatur.  Hoc  ita- 
que modo  multitudo  quaesita  (in  ratione  posteriori)  niliil  aliud  est,  nisi  aggrega- 
tum multitudinum  repraesentationum  singulorum  numerorum  1,  2,  3, . . A per 
formam  binariam  secundi  gradus  axx-{-2bxy-\-cyy\  et  quum  inter  illos  nume- 
ro* alii  omnino  per  hanc  formam  repraesentari  iiqqu^ant,  alii  plures,  alii  pau- 
ciores repraesentationes  admittant,  quantitas  ' consideranda  erit  tamquam  va- 
ior  medius  multitudinis  repraesentationum  numeri  positivi  indefiniti  per  formam 
quamlibet . cuius  determinans  = — D.  . 

Antequam  quae  hinc  sequantur  generaliter,  perscrutentur,  ut  modus  argu- 
mentationis facilius  penetrari  possit.  Casus  quosdam  singulares  evolvere  visum  est. 
Resumamus 'itaque  primo  formam  xx-\-yy,  pro  qua  itaque  multitudo  repraesen- 
tationum numeri  indefiniti  valorem  medium  = tt  nanciscitur.  Multitudo  vero 
repraesentationum  actualium  numeri  dati  haud  difficile  e principiis  generalibus  in 
Disquisitionibus  Arithmeticis  stabilitis  determinatur.  Designemus  per  f A mul- 
titudinem repraesentationum  numeri  Ay  quae  erit  = 4 , «i  A =*  1-  vel  2 vel  po- 
testas biuarii;  = S,  si  A est  numerus  primus  formae  vel  productum 
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talis  numeri  primi  in  potestatem  binarii ; = 0,  si  A est  numerus  primus  formae 
4n-|-3,  vel  per  talem  numerum  primum  divisibilis,  neque  vero  per  ipsius  qua- 
dratum ; denique  generaliter 

vel  = 4(tt  + 1)(6+0<r+t)  • • • 
vel  = 0 

prout,  reducto  numero  A ad  formam  i^Sa^b^c1 . . .,  designantibus  a,  b,  rete, 
numeros  primos  inaequales  formae  4 n -f- 1 , S autem  productum  e numeris  pri- 
mis formae  4 n -f-  3 , si  qui  inter  factpres  numeri  A semel  pluriesvc  occurrunt, 
numerus  S est  vel  quadratum  vel  non  quadratum.  Patet  itaque,  f A unice  pen- 
dere a modo;  quo  numeri  primi  3,  5,  7,  1 1,  13  etc.  inter  factores  numeri  A re- 
periuntur , ita  ut  generaliter  statuere  oporteat 

/VI  = 4(3). (5). (7). (II). (13)  ..  .. 

si  valores  characterum  (3),  (5),  (7)  etc.  ita  acceptos  supponimus,  ut  denotante 
p numerum  primum  sit 

primo  [p)  = 1 , si  p ipsum  A non  metitur 

secundo  (p)  = a -|-1 , si  p est  formae  4#+l,  atque  p®  potestas  summa  ipsum 
A metiens 

tertio  (p)  = 0,  si  p est  formae  4 « + 3,  atque  exponens  potestatis  altissi- 
mae  ipsius  p ipsum  A metientis  est  impar;  denique 
quarto  (p)=l,  si  p est  formae  4«-|-3,  atque  exponens  potestatis  summae 
ipsius  p ipsum  A metientis  est  par. 

Manifesto  casus  primus  sub  secundo  et  quarto  continetur. 

Hoc  itaque  modo  termini  progressionis  /I,  /2,  /3,  /4  etc.  valde  irregu- 
lariter  procedunt,  etiamsi  quo  maior  multitudo  sumatur,  eo  accuratius  valor  me- 
dius = r.  inde  surgere  debeat.  Aggregatum  /l -)-/2 -)-/3-|- . . -J-/.1  deno- 
tabimus per  FA. 

'*  » • , ' • * ’ •*  * V . * *%>'»•  *« 

7. 

Statuamus  iam  generaliter  fm  +/3  m = fm . perspicieturque  facile,  fieri 


f‘A  = 4(5).(7).(M).(13)  . . 
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i.  e.  f'A  a relatione  ipsius  A ad  divisorem  3 erit  independens , unde  seriei 
f\,  f' 2,  f' 3,  f' 4,  /' 5,  /6  etc.  irregularitas  tum  serius  incipiet  tum  longe  minor 
erit.  Porro  si  statuimus  , 

/'l+/2+/’3+/'4  + etc.  +/'».  = Fm 
erit 

F‘3A  = F34+/3+/6+/9  + . . +/94 
= F3  4+F4  ' 

% 

I liuc  facile  concluditur  crescente  A in  infinitum,  statui  debere 

F3A  = 4kA' 

sive  valorem  medium  terminorum  seriei  /' l,  /' 2,  /'3,  /' 4 etc.  esse  . 

= f b 

SimiH  modo  statuendo  generalitet  — /’m+/'5»t  = /"«,  fiet 
f'A  = 4 (7) (1 1) (1 3}  . 

sive  c serie  nova  /"1,  f % etc.  abeunt  vacillationes  a relatione  ad  numerum  5 
pendentes.  Statuendoque  aggregatum 

fi+f"*+r  +r*  = 

= -F’»+Fs™ 

unde  concluditur  crescente  m in  infinitum , statui  debere 

F"o  m = | r.  4 m 

sive  valorem  modium  terminorum  seriei  esse  — J . | 

Si  eodem  modo  ulterius  procedimus,  progressiones  novas  formando,  dum 
deinceps  factores  (7),  (11),  (13),  (17)  etc.  tollimus,  hae  continuo  magis  ad  inva- 
ria  bili  talem  appropinquabunt,  voloresque  medii  deinceps  novos  factores  ? , f f. 

+1 . f I etc.  nanciscentur , ubi  denominatores  erunt  numeri  primi  serie  natu- 
rali/numeratores vero  unitate  vel  maiores  vel  minores,  prout  illi  sunt  formae 
4 n — 1 , vel  4 n + 1 . Quare  quum  hoc  processu  in  infinitum  continunto  valor  con- 
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productum  facile  evolvitur  in 

1 — 1 + i — + +1  — tV  + i’r  • • • • 

% 

cuius  seriei  summam  esse  — vulgo  notum  est.  Revera  via  inversa  olim  iam 
hinc  aequalitas  inter  f-  et  productum  infinitum  } . } . ? . . ab  ili.  Ecler  erutum 
fuerat  ( Introd . in  analys.  inf.  T.  I.  Cap.  xv.  art.  2S5). 

• # 

S. 

Consideremus  secundo  loco  formam  x x -\-2yy,  pro  qua  multitudo  reprae- 
sentationum numeri  indefiniti  valorem  medium  = ~ habebit.  Designando  per 
f A multitudinem  repraesentationum  numeri  dati  A per  istam  formam,  haec  erit 
= 2 pro  A = 1 vel  4 = 2,  vel  quoties  A est  potestas  binarii ; porro  /4=4, 
quoties  4 est  aliquis  e serie  numerorum  primorum,  quorum  residuum  quadraticum 
est  — 2,  sive  qui  sirnt  formae  8 A'  — 1 , SA-j-r3,  puta  4=  3, 1 1, 17,  19, 41 ,43  etc.; 
denique  /4  = 0,  quoties  4 est  numerus  primus,  cuius  non-residuum  quadrati- 
cum est  — 2,  puta  e serie  5,  7,  13,  23.  29,  31  etc.  sive  vel' formae  8A-f-o, 
vel  formae  8i-f-7.  Generaliter  vero  statui  debet 

vel  /4  = 2(a-)-l)(6-H)(Y+l)  . . . 

vel  /4  = 0 

prout  reducto  numero  4 ad  formam  2|1iSa,l/i*cT  . . .,  designantibus  a,  b,  c.  etc. 
numeros  primos  inaequales  formae  8 Xr  — |—  1 , 8 A'-)- 3,  contra  -S?  productum  e nu- 

35* 
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stans  4 valori  medio  continuo  propior  fieri  debeat , habemus 
4 = r-i-  M-H  H • • • in  inf. 


3+1  s — I 7+1  ll  + l 13  — 1 ■ ‘ 


Si  singulae  fractiones  evolvuntur  in  series  infinitas 

. r=i  = ‘+7+51+15»+  ••  • 

. iTi  = T+A  — + • • • 


!>■  1 
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meris  reliquis  (formae  8 A-f-  5,  SA-j-7),  si  qui  inter  factores  numeri  A habentur, 
prout  <S  est  quadratum  vel  non  quadratum.  Hinc  per  ratiocinia  prorsus  similia 
ut  in  art.  praec.  a serie  /i,  /2,  /‘i,  /4,  /5  etc.  puta  2,  2,  4,  2,  0,  '2  etc.  dein- 
ceps ad  alias  continuo  longius  constantes  progrediemur,  quarum  valores  medii  sint 


deinceps 
ad  aequationem 


Vj'  » 


y'  2 3 


7i  • T ’ T ‘ T etc‘  ’ I)r°gretiiemur  ita,  ut  deducamur 


9  _*  * » 

Vi  ■ 3 • 3 


10  It  1«  13 

11  1 1 ' 17  ’’  1» 


ubi  denominatores  constituunt  seriem  naturalem  numerorum  primorum , numera- 
tores vero  unitate  minores  sunt,  quoties  denominatores  sunt  formae  8A-(-!,  vel 
8A-4-3,  contra  unitate  maiores,*  quoties  denominatores  sunt^formae  b A-  — j—  5 vel 
8*+7. 


[II.] 

DE  NEXU  INTER  MULTITUDINEM  CLASSIUM,  IN  QUAS  FORMAE  BINARIAE 
SECUNDI  dRADUS  DISTRIBUUNTUR,  EARUMQUE  DETERMINANTEM. 

COMMENTATIO  PRIOR 
SOCIETATI  REGIAE  EXHIBITA  1837  . . . 

1. 

• Triginta  sex  elapsi  sunt  annni,  ex  quo  principia  nexus  mirabilis  in  hac  com- 
mentatione tractandi  detecta  sunt,  uti  iam  in  fine  Disquisitionum  arithmeticarum 
annuntiatum  est!  Sed  aliae  occupationes  per  longunl  tempus  ab  hac  scrutatione 
detraxerant,  donec  recentiori  tempore  ad  eam  reverti,  et  per  novas  curas  eam 
ampliare'  contigerit.  Attamen  quum  ambitus  huius  novae  Arithmeticae  Sublimio- 
ris partis  limites  unius  commentationis  transgrediatur,  haecce  prior  formis  deter- 
minantium negativorum  dicata  erit:  formae  autem  determinantium  positivorum, 
quae  tractationem  prorsus  peculiarem  requirunt , commentationi  alteri  Tcservatae 
manebunt. 
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Ad  propositum  nostrum  opus  erit  theoremate  per  se  quidem  arithmetico, 
cuius  tamen  indolem  commodius  et  clarius  per  considerationes  in  forma  geome- 
trica exhibendas  ob  oculos  ponere  licet. 

Proposita  in  plano  indefinito  figura  per  lineam  qualemcunque  terminata,  il- 
lius area  approxim&tive  assignari  poterit,  si  plano  in  quadrata  dispertito  multi- 
tudo tum  eorum  quae  integra  sunt  intra  figuram,  tum  eorum  quae  ambitus  figurae 
secat,  numeretur,  manifestoque  area  justo  minor  vel  maior  prodibit,  prout  qua- 
drata posteriora  vel  omittuntur  vel  prioribus  adnunierantur : si  vero  quadrata  poste- 
riora in  limine  sita,  ad  normam  qualiscunque  principii,  partirn  excludere  partim 
adnumerare  placuerit,  error  modo  positivus  modo  negativus  esse  poterit,  necessa- 
rio tamen  minor  quam  aggregatum  cunctorum  quadratorum  in  limine.  Quo  mi- 
nora quadrata  accipiantur , co  exactius  hoc  modo  arca  determinabitur,  talemque 
approximationem  in  infinitum  producere  sive  quadrata  tam  parva  accipere  licebit, 
ut  error  quavis  quantitate  data  minor  evadat.  Quod  quamquam  iam  per  se  evi- 
dens esse  videatur,  tomen  demonstratione  rigorosa  munire  non  aspernabimur. 

Bina  quadrata  vel  unum  punctum  angulare,  vel  duo,  vel  nullum  commune 
habere  possunt;  in  casu  primo  et  secundo  contigua,  in  tertio  disiuncta  dicentur. 
Manifesto  quadrata,  quae  omnia  inter  se  contigua  sint,  quaterna  tantum  exstant, 
adeoqne  inter  quina  quadrata  diversa  duo  ad  minimum  disiuncta  inveniri  debent. 
Iam  quum  distantia  inter  duo  puncta  in  quadratis  disiunctis  sita  nequeat  esse  mi- 
nor quam  latus  quadratorum,  quod  per  a designabimus,  patet,  si  punctum  a 
quocunque  alicuius  quadrati  loco  profectum  deinceps  quadratum  secundum,  ter- 
tium , quartum  traiecerit,  tandem  ad  quintum  pervenerit,  longitudinem  viae  certe 
non  esse  minorem  quam  a.  Et  quum  simili  ratione  si  linea  continuo  alia  qua- 
drata permeat , pars  inter  quadratum  quintum  et  nonum,  nec  non  inter  nonum 
et  decimum  tertium  etc.  non  possit  esse  minor  quam  a , facile  colligimur , lineam 
quamcunque  in  se  ipsam  redeuntem , quae  omnino  n quadrata  diversa  attigerit, 
certo  non  posse  esse  minorem  quam  OLzilf.  Vice  versa  itaque  linea  clausa, 
cuius  longitudo  est  = /,  certo  plura  quam  4-f-  — quadrata  diversa  attigisse 
non  potest.  Quorum  area  = Aaa-{-\al  quum  decrescente  a in  infinitum  qua- 
vis quantitate  data  minor  fieri  possit,  idem  a potiori  valebit  de  errore  quadraturae, 
de  qua  supra  diximus. 
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3.  • 

Principium  admissionis  vel  exclusionis  quadratorum  in  limite  figurae  posir 
tomm  multis  modis  diversis  condi  posset:  simplicissimum  tamen  videtur,  tantum- 
modo situm  centri  cuiusque  quadrati  respicere,  ita  ut  admittantur  quadrata,  quo- 
rum centra  sunt  intra  figuram,  excludantur  ea,  quorum  centra  sunt  extra  figuram, 
denique  arbitrio  relinquatur,  utrum  centra,  quae  forte  in  peripberia  ipsa  sunt,  in- 
terioribus vel  exterioribus  adnumemrc  malimus.  Iadco  centrorum  etiam  quaevis 
uliu  puncta  in  singulis  quadratis  similiter  sita  adoptare  possemus. 

Hoc  pacto  res  eo  redit,  ut  in  plano  puncta  aequidistantia  et  in  rectis  ae- 
quidistautibus  ita  disseminata  concipiamus,  ut  quadrata  offerant:  quo  facto  per 
theorema  art.  praec.  affirmare  possumus,  multitudinem  punctorum  in  figura  con- 
tentorum in  quadratum  distantiae  binorum  punctorum'  proximorum  multiplicatam  ' 
arcae  figurae  quam  prope  velis  aequalem  evadere,  si  modo  distantia  ista  sntis  parva 
accipiatur,  sive  ad  instar  vulgaris  loquendi  modi,  productum  illud  aream  exhibere, 
si  distantia  sit  infinite  parva. 


4.  \ 

Curva  per  aequationem  inter  coordiuatas  orthogonales  p,  q hancce 
app+Zbpq+jqq  = 1 

expressa,  est  sectio  conica,  et  quidem  ellipsis,  si  a,  c atque  ac — bb  sunt  quan- 
titates positivae:  area  hac  ellipsi  circumscripta  invenitur  — sZ)  • • Valor 
quantitatis  app-{-2bpq-\-cqq  extra  ellipsem  ubique  fit  maior  quam  1,  intra  el- 
lipsem minor  quam  1 , negativas  nullibi. 

Concipiatur  systema  punctorum  per  plunpm,  in  quo  ellipsis  sita  est,  ita  dis- 
seminatorum, ut  forment  quadmta,  quorum  latera  = X axibus  coordiuutarum 
sint  parallela,  ubi  nihil  refert,  utrum  initium  coordiuatorum  sive  centrum  ellipsis 
cum  aliquo  horum  punctorum  coincidat  necne.  Sit  multitudo  punctorum  intra 
ellipsem , adnumeratis  si  quae  sunt  in  ipsa  peripheria , = m , critqut'  per  theo- 
rema art.  praec.  v ^mes  quantitatis  /«XX,  ad  quem  quam  prope  velis  ac- 
cedit,. decrescente  X in  infinitum. 

Si  initium  coordinatarum  cum  aliquo  systematis  puncto  cornei  dire  suppo- 
nimus, statuendo  p — \x,  q = \y , manifesto  pro  singulis  puncthnsyate matis  x 
et  y erunt  numeri  integri,  et  vice  versa  quaevis  combinatio  valorum  integrorum 
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quantitatum  ,r,  y respondebit  alicui  systematis  puncto.  Hinc  numerus  m nihil 
aliud  est,  nisi  multitudo  omnium  combinntionum  valorura  integrorum  quantita- 
tum x,  y pro  quibus  F non  fit  maior  quam  M,  si  brevitatis  caussa  functionem, 
seu  formam  secundi  ordinis  axx-\-2bxy-\-cyy  per  F,  atque  quantitatem 
per  M denotamus.  Determinans  huius  formae  estg  bb  — ac,  pro  quo  scribemus 
— D.  Hoc  pacto  theorema  nostrum  iam  ita  emmeiandum  erit. 

. ^ Theorema  I.  Multitudo  m omnium  eombinationum  calorum  integrorum  inde- 
terminatarum x ,y,  pro  quibus  ralor  formae  determinantis  negativi  — I)  limitem  M 
non  egreditur , Jit  = proxime  quidem,  sed  approximatione  in  infinitum  crescente, 

dum  M crescit  in  infinitum.  Vix  erit  monendum,  appro  limationem  infinitam  hic  {et 
perinde  in  sequentibus)  non  ita  inteUigendam,  ac  si  differentia  inter  et  m ipsa  in 
infinitum  decrescat,  sed  ratio  inter  has  quantitates  ad  aequalitatem  in  infinitum  appro- 
pinquabit, sive  — 1 in  infinitum  decrescet. 


Ad  dinumerationem  reapse  efficiendam  ita  procedi  potest,  ut  pro  singulis 
valoribus  integris  ipsius  x inter  limites  — y atque  +V77  sitis  bini  valores 
ipsius  y aequationi  F^=  M respondentes  computentur,  unde  multitudo  inte- 
grorum inter  hos  iaccutium  sponte  habetur.  Quqm  haec  multitudo  eadem  sit  pro 
valoribus  oppositis  ipsius  x,  laboris  dimidia  fere  parte  liberamur.  Res  ita  quo- 
que perfici  potest,  ut  valores  ipsius  x dinumerentur  singulis  valoribus  ipsius  y 
inter  limites  — atque  +^77  respondentes.  Pfer  combinationem  idoneam 
utriusque  methodi  labor  amplius  sublevari  potest , quod  tamen  fusius  hic  non  ex- 
sequimur : sufficiat  de  casu  simplicissimo  quaedam  adiungere. 

Sit  forma  F — xx-\-yy,  sive  curva  circulus,  designentque  r,  r' , r“  ,'r"' . . . 
numeros  integros  proxime  minores  quam 


\/M.  \/{M—  1),  \J(M—  4),  \/{M—9)  . . . \J{M—rr), 

, H,v  * 

vel  si  quaointor  has  quantitates  suntintegri,  hos  ipsos.  Tunc  erit  multitudo  quaesita 

*rf 

2 (a/+,)+ 2 (2r'+‘)+ 2 (*"+!)+  etc.  + 2(2rW+l) 
UG^4r+4  r’ 4 r 4-  4 etc.  + 4 i-M 

Kxpddi  itius  autem  idem  assequimur,  denotando  per  q integrum  proxime 


J 
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minorem  quam  \J i M (vel  hanc  quantitatem  ipsam,  si  fit  numerus  integer)  adiu- 
mento  formulae 

m =,  4y</-f-l-|-4r-(-8 (r(y+1^ -f- r^+’) -(- rt&*) -j-  etc.  +r^) 
floc  modo  eruta  sunt  sequentia: 


M 

m 

M 

m i 

_J*_| 

m 

100 

317 

1000 

3148  ; 

10000 

31417 

200 

633  ; 

2000 

6293 

20000  | 

62845 

300 

.949  ; 

r 3000 

9425 

30000 

94237 

tioo 

1257 

4000 

12581 

! 40000 

125629 

500 

1581 

9000 

15705 

50000 

157093 

600 

1885 

6000 

1 8853 

60000 

188453 

700 

2209 

7000 

21993 

70000- 

219901 

800 

2521 

8000 

25137 

. 80000 

251305 

900 

2821 

9000 

28269  j 

: ‘90000 

1 282697 

1000 

3149 

10000 

31417  , 

100000 

! 314197 

. 6. 

Theoremati  art.  4 maioren\  generalitatem  conciliamus  sequenti  modo. 

Theorema  II.  Si  non  omnes  combinationes  valorum  integrorum  quantitatum  x.g 
pro  quibus  F non  egreditur  valorem  M,  colligendae  sunt,  sed  tantummodo  per  saltus, 
puta  eae,  ubi  x congruus  est  numero  dato  G secundum  modulum  datum  g,  atque  g 
congruus  numero  dato  H secundum  modulum  datum  h , harum  combinationum  multi- 
tudo m'  exprimetur  proxime  per  approximatione  i»  infinitum  aucta  , dum  M 

in  infinitum  crescet. 

Ite  vera  statuendo  x = gx'-\-G,  g ==  hg'^- H,  patet,  m' esse  multitudinem 
omnium  combinationum  valorum  integrorum  quantitatum  x',  g,  pro  quibus 

agg  (*'+  j )*+  2 bgh{x+ ~ ) {g'+  f)  +cAA(y’ -f-f)* 

valorem  M non  egrediatur.  Manifesto  igitur  si  in  plano  systema  punctorum  per- 
inde quidem  ut  in  art.  4 disseminatum  supponimus , attamen  ita  ut  non  initium 
coordinatarum  sed  punctum,  cuius  coordinatae  sunt  p = ~ , q = , cum  ali- 

quo systematis  puncto  coincidat , m'  exprimet  multitudinem  punctorum  intra  el- 
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lipsin,  cuius  aequatio  est 

• m 

“ffffPP-i-Zbghpq  + e/ihqq  — 1 

iacentium  semper  adnumeratis  si  quae  sunt  in  peripheria  ipsa.  Cuius  ellipsis  area 
= gi^nc  _Tt)  = fh\  D er't  ^raes'  a(l  quem  productum  mXX  = ”.  in  infinitum 
appropinquabit,  decrescente  X vel  crescente  M in  infinitum. 

Ceterum  manifestum  est,  theorema  nostrum  complecti  casum  ubi  alterutra 
indeterminatarum  x,  g sola  per  saltus  progredi  debet,  dum  alterius  valor  nulli 
conditioni  subiicietur.  Patet  enim,  hoc  idem  esse,  ac  si  vel  h vel  g statuatur  = 1 . 

• * , 

* » 7. 

Quae  hactenus  ex posita  sunt,  ab  indole  coCfficientium  formae  axx-\-1bxg-\-cgg 
sunt  independentia:  abhinc  vero  supponemus,  hosee  co^fficicutes  esse  integros. 
Ita  quaevis  combinatio  valorum  integrorum  quantitatum  x,  y ipsi  formae  valo- 
rem  integrum  conciliabit,  sive  repraesentationi  alicuius  numeri  integri  per  istam 
formam  respondebit.  Hinc  patet,  complexum  omnium  combinationum  valorum 
integrorum  quantitatum  ,r,  g,  per  quos  forni»  F axxA-2bxg  cgg  valorem 
non  maiorem  limite  M nanciscatur,  esse  idem  ae  complexum  omnium  repraesen- 
tationum numerorum  integrorum  limitem  M non  egrediendum,  sive  usque  ad 
hunc  limitem  incl. , si  ipse  est  numerus  integer.  Quodsi  itaqUe  brevitads  grada 
muldtudin.cm  repraesentationum  diversarum  numeri  determinati  integri  n per  for- 
mam F per  F(n) , vel  quatenus  ambiguitas  non  metuenda  simpliciter  per  Fn 
denotamus,  numerus  supra  per -w  expressus  erit  4-^’2  + ^ + etc. 

-{-FM,  theoremaque  primum  sequentem  induit  forman». 

Theokema  III.  Aggregatum  f’0 -(-  Fi  -)- Fi  + «te.  -} -FM  proxime  expri- 
mitur per  . approximatione  in  infinitum  crescente , dum  M in  infinitum  augetur. 

8. 

Tbeorcmad  terdo  repraesentationes  omnium  numerorum  spectanti  aliud  ad- 
iungere  convenit,  solos  numeros  impares  spectans.  Manifesto  per  formam  F nu- 
meri impares  repraesentari  nequeunt . si  a et  o simul  sunt  numeri  pares : qua- 
propter disquisido  ad  tres  reliquos  casus  restricta  erit.  , ■ • • «■'"'T 

I.  Quoties  a est  impar,  c par,  numerus  ihipar  repraesentatur,  tribuendo 
ipsi  x valorem  impurem , valore  ipsius  g arbitrario  manente.  Theorema  II.  ita- 

36 
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que , statuendo  g z=  2 , G = 1 , A — 1,  docet , multitudinem  omnium  combi- 
nationum  valorum  talium  ipsorum  .r,  g,  qui  formae  valorem  imparem  limite  M 
non  maiorem  concilient,  approximatione  infinita  exprimi  per  crescente  M 

in  infinitum. 

II  Quoties  a est  par,  c impar,  ad  repraesentationem  numeri  imparis  re- 
quiritur , ut  g sit  impar , unde  statuendo  g —■  1 , A — 2 , H — 1 , ad  eandem 
conclusionem  deferimur. 

III.  Quoties  tum  a.  tum  c impar  est,  vel  valor  impar  ipsius  x cum  valore 
pari  ipsius  g combinari  debet,  vel  valor  par  ipsius  x cum  valore  impari  ipsius  g, 
ut  prodeat  valor  impar  formulae.-  Multitudo  omnium  combinationum  tum  prio- 
ris generis  tum  posterioris,  pro  quibus  valor  formae  limitem  M non  egreditur,  ap- 
proximatione  infinita  per  exprimitur,  quapropter  multitudo  omnium  com- 

binationum,  quae  formae  valores  impares  limitem  M non  egredientes  producunt, 
etiam  hic  approximatione  infinita  per  exprimitur. 

Iam  quum  complexus  omnium  talium  combinationum  nihil  aliud  sit,  nisi 
complexus  omnium  repraesentationum  omnium  numerorum  1,  3,  5,  7 ...  M,  quo- 
ties M est  integer  impar,  vel  1,  3,  5,  7 M — 1,  quoties  M est  par,  habemus 

Theokema  IV.  Aggregatum 

Fl-\-F2-\-Fb  + FT  . . +FM  vel  Fi +F2+Fb-\-Fl  . . +F{M~l) 

, .#  • 

(prout  M impar  est  vel  par)  approximatione  infinita  exprimitur  per  siquidem 

F est  forma , in  qua  alteruter  coeffkientium  a,  c vel  uterque  est  impar. 


i.  IU-]  • 

. Es  sci  C der  Complexus  der.ReprSsentauten  sammtlicher  Classen  der  for- 
mae proprie  primitivae  fflr  den  Determinant  — D.  Wir  bezeiclmen  dureh  (») 
dic  Anzahl  aller  Darstcllungen  der  Zaid  n dureh  F ornum  aus  dem  Complexus  C. 
Iis  sci  p eine  ungerade  Primzahl.  Dana  ist 
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l.  (pn)  = (n)  wenn  p ei»  . Di  visor  von  D 
7.  (pn)  = (m)+(A)  | 


(Divisor  von  xx-\-D 


. . ......  wenn  p Nichtdivisor  von  D j ....  , _ 

3.  (pn ) = — (n) -(- (A) ' r 'Nichtdivisor  von  xx-\-D 

wo  n = hp **,  (i  beliebig  und  A niclit  durch  p theilbar. 


Im  Fall  l.  ist  (A)  = (p A)  = (pph)  — (p*h)  etc. 

2.  (ph)  = 2{A).  (pph)  = 3 (A),  (p'h)  = 4 (A)  etc. 

3.  (ph)  = 0 , (pph)  = (A),  (/>’ A)  = 0 , (pih)  = (A)  etc. 

* # 

* 


Aus  jeder  Classis  pr.  pr.  f&r  den  Determinans  = — D,  deren  Anzahl  — X, 
sei  eine  Form  ausgewfihlt,  und  der  Complexus  dieser  Formen  sei  L. 

Man  bczeichne  durch  /A  die  Anzahl  s&mmtlicher  Darstellungen  der  Zahl 
A durch  Formen  aus  L. 

FiS  sei  ferner  f[A\  p)  = f wenn  p 1 die  hSchste  Popmz  der  Primzahl  p 
ist,  welche  A misst;  ferner  f(A\  p,  q)  — . wenn  q eine  andere  Primzahl, 

deren  hSchste  A messende  Potenz  = q,J  und  so  ferner  f(A ; p,  q,  r)  = f 
wenn  r eine  drittc  Primzahl,  deren  hochste  Potenz  A messend  rT  ist  u.s.  w. 


[IV.] 

Man  bezeichne  durch  (n)  die  Anzahl  der  Werthe  x aus  dem  Complexus 
0,  1,  2,  3,  4 pn  — 1 

fttr  welche  xx — D — x x — ap^  durch  p"  theilbar  ist. 

1)  p ungerade  z.  B.  ==  7.  2}  p gerade  z.  B..  '=?  6 

(1)  = 1 aNp  aRp 

(2  )=p  (0^1  (0.=  1 

(*)=/»  (2  )=p  {2  )=P 

(i)=zpp  ’(Z)—p  (3  )=P 

(5)  = pp  (4)  = pp  (4)  = pp 

3G  * 
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Man  mache  nun 


Es  ist  folglich , 

r±}  j 

p 

Also  T—\ 


(6)  = 

y 

(5) 

—pp 

i»  — PP 

(7)  = 

y 

(6) 

=/ 

(o) 

(9)  = 

0 

m*.  -u 

(7) 

■=  0 

(7)  = 2 f 

(9)  = 

j» 

— 0 

(8)  = 2/ 

ctc. 

etc 

-M  _ 

etc. 

ist 

(1)- 

(>) 

P 

(1)’ 

w 

fp  = 

6)' 

(2)- 

0) 

p 

(2/ 

/pp  = 

' + (2)' 

(3)- 

(0  _ 
p 

(3)' 

fp3  = 

0)’+(3)' 

(•»)- 

(») 

p 

W 

fpK  = 

1 (4)’ 

etc. 

* 9 

etc. 

(!+■&+■ 

p v ' p — 

/PP  i fp' 
PP  P' 

+ etc.)  — : 

r gesctzt, 

= > + 

WiW  , 
p 'pp  ' 

= 1+W  = 

p 

l+- 


* *v 

* -fcv 


[V-J 

Multitudo  classium  mediocris  *)  circa  determinantem  negativum,  — D est 
proxime 

!H/Z> 

' i(i+iV  + ,+,+  «UO 

Multitudo  vera  exprimitur  sequentibus  formulis,  ubi  brevitatis  caussa  scribitur  m 
pro  multitudine  mediocri,  M pro  vera;  p,  q exprimunt  omnes  numeros  impares 
primos  ipsum  D non  metientes , ille  divisores , hic  non-divisores  ipsius  (D-f-X); 
r numeros**)  primos  ipsum  D metientes: 

*)  [Vergi.  Duquiit.  Arithm.  art.  502  i dic  dorjige  Fbrwei  wcicht  um  einc  Construite  t von  der  hier 
ira  Text  vorkommcnden  ab.] 

••)  [impares.] 
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I. 

II. 

M = *—  Prod.  ex  *±i  ■ *— 

' Pvi  > rt  • 

m.  nb. 

M = Prod.  ex  4-  -4- 

IV. 

'M  = V !t  • Prod.  e*  { 

V. 

etc.| 

NB.  Die  Formel  III  wird  unmittelbar  aus  der  Vcrglejfhung  der  beiden  Ar- 
ten , die  darstellbaren  Zahlen  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  zu  zfihlcn,  altgeleitet. 


[VI.] 

Theorema.  Multitudo  classium , in  quas  omnes  formae  binariae  proprie  pri- 
mitivae determinantis  negativi  — D*)  aequalis  est 

7 X X Prod.  ex.Z^  X r~~ 

-J±  0 4 * P 1 . Tr 

designantibus 

f 

p omnes  numeros  primos**)  quorum  non-res.  est  — D 
q omnes  numeros  primos**)  quorum  res.  — D 
r omnes  numeros  primos**)  ipsum  D metientes 


• i* 


it  ,nn  . rr— I 
— ^ D P/od.,e* 


ubi  in  denom.  signum  posit.  praeponitur  fraett.,  quarum  denum,  sunt  in  forma  non 
divis.;  negat,  iis,  quarum  denom.  sunt  in  forma  divisorum  ipsius  xx-\-D,  eae 
vero,  quaroin  denom.  ad  D non  forent  primi,  omnino  omittuntur  ***). 


*)  [distribuuntur.] 

**)  [impare*.] 

*••)  [Boxeichnet  man  mit  m alie  poaitiven  ganzen  Zahlen,  die  relative  Primaahien  zu  iD  sind,  und 
benuUt  man  das  durch  Jaconi  verallgemeinerte  Symbol  von  Lkokndbb,  so  iat  die  obige  Ucgel  fQr  die  Zei- 
chenbeatimmung  in  folgender  Weise  iu  bcrichtigcn : * in  der  vorhergehenden  Formel  iat  der  Ncnner 
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* 

i y/?(i  + 1 + t • • •)  cotjt 8 + colg »9  + eolgsQ  . . ■ + cotgnS 

t.  T ^ tTx^J)  . 

ponendo  G = ^r,  2V=|jjD  et  ponendo  pro  n omnes  numeros  ad  D primos 

signo  ut  supra  determinato  *).  . ' . « 

Pro  determ.  pos.  erit  mult.  Classium  **) 

_ >v'J>(i  + t±t.  ■ •) 

— log.r+tyfl 

Designantibus  T,  U valores  minimos  quantitatum  t,  u aequationi  tt  — Duu  — 1 
satisfacientes  \ 

__  log  sin  | 9 + log  *in  } 9 + log  sin  J 9 etc. 

— ToK  r+  uJd 


[VII. 


Pro  determinante  negativo  — p,  qui  ***)  est  numeris  primus  formae  4*-4-V 
multitudo  classium  est  f)  = (o  — 6),  ubi  a multitudo  residuorum  quadratieorum 


in  quadrante  primo 


6 multitudo  non-residuorum 


1.2.3 ^(p — 1) 


& * 


' i i i i <tc> 


wo  das  olere  oder  untere  Zcichen  zu  nehratn  ist,  j«  nachdem  die  Zahl  m e in  Produci  aus  einer  geraden 
oder  ungeraden  Anzahl  (gleicher  oder  ungleicher)  Primzahlen  ist;  dagegen  ist  im  Z&hler  der  nachfolgen- 
den  Formel  . • 

• • i 

i±t±»-. - = 2(^)1] 

• tn  m • 

*)  [8iche  die  weiter  unten  fglgeade  Note  xu  diesem  Frngmeitt.] 

•*)  (In  der  nachfolgenden  Formel  bedeutet  D den  positiven  Determinanten  , und  cs  ist 

i+»±*...  = 2(£)-M 

•••)  [d.  h.  wenn  p eine  positive  Primzahl  von  der  Form  i«+l  ist.] 
f)  [multitudo  classium  est  = 2 («-*-€).} 
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[vm.] 

b = 2«  + tf — 1 (wod.  8) 

wo  m die  [halbe]  Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  —p 


p 

M 

a | 

b 

/ 

Im  + fl  — 1 — b 

a 

b' 

17 

2 

+t| 

— 4 

— 4 

+1 

3 

2 

41 

4 

+ 5 

4-  4 

+ 9 

+1  . 

3 

4 

73 

2 

— 3 

— 8 

+ 27 

+ « 

1 

6 

89 

6 

+ 5 

— 8 

+ 34 

+'3 

9” 

i 

97 

2 

4-  9 

+ 4 

+ 22 

+ » 

5 

6 

113 

4 

— 7 

+ 8 

+ 18 

— 1 

• 9 

4 

137 

4 

— 11 

+.  4 

+ 37 

— 1 

3 

8 

193 

2 

— 7 

+12 

+ 81 

— 2 

1 1 

6 

' 233 

6 

+ 13 

+ 8 

+ 144 

■+2 

15 

2 

241 

6 

+ 15 

+ 4 

+ 64 

— 1 

13 

6 

257 

8 

+ 1 

+ 16 

+ 16 

0 

15 

4 

281 

10 

+ & 

— 16 

+ 53 

+ 5 

9 

10 

313 

4 

+ 13 

— 12 

— 25 

• +» 

5 

12 

^ 337 

4 

+ 9 

+ 16 

— 148 

0 

12 

|*3 

8 

+ 17 

+ 8 

+ 42 

+ 3 

15 

8 

5 

1 

■+  1 

+ 2 

+ »2 

0 

• ' « 

1 

— 3 

— 2 

+ & 

0 

»9 

3 

+ 5 

+ 2 

+ 12 

+ > 

* t 

+ 1 

— 6 

— 6 

+ 4 

& 5* 

3 

— 7 

— 2 

+ 23 

0 

61 

3 

+ 5 

— 6 

+ >1 

+ 2 

101 

7 

+ > 

— 10 

— -10 

+ 3' 

109 

3 

— 3 

+ 10 

+ 33 

— 1 

149 

7 

— 7 

— 10 

+ 44 

+ 2 

157 

3 

— 11 

,—  6 

— 28 

0 

173 

7 

+ 13 

+ 2 

+ 80 

+ 3 

181 

5 

+ 9 

+ »<> 

— 19 

+ 1 

197 

5 

+ 1 

— 14 

— 14 

+ 3 

229 

5 

— 15 

+ 2 

— 107 

— 1 

269’ 

1 1 

+ i3 

+ 10 

— 82 

+ 3 

277 

3 

+ 9 

+ 14 

— 60 

0 

293 

9 

+ 17 

+ 2 

+ 138 

+ 4 

317 

5 

— 11 

+ 14 

+ 114 

— 2 

349 

7 

+ 5 

+ 18 

— 136 

0 

373 

. 5 

— 7 

+'»8 

+104 

— 2 

389 

11 

+ 17 

— 10 

— 115 

+ 6 

397 

3 

— 19 

— 6. 

+ 63 

— 1 
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KACHLASS. 


[JX.] 

Vertheilung  der  quadratischen  Reste  in  Octanten. 

p Primzahl ; (r)  AnzahI  der  quadratischen  Reste  von  p , welchc  zwischen 
(r  — 1)~  und  r j liegen. 

Erster  Fall;  p = 8n-|-l. 

2 1 AnzahI  der  Classen  fflr  den  Determinans  — p ; 1 
2 w AnzahI  der  Classen  fttr  den  Determinans  - — dp. 
ii)  = \8)=\in-\-t+u  . 

(2)  = (4)  = (5)  = (i)  = i (2  H+t-u) 

(3)  = {«)  = *(*»— 9t+u) 


JL_ 

2n 

i 

* 

(>) 

(?) 

(3)1 

P 

2« 

t 

(«)  1 (2) 

W 

17 

2 

2 

2 

1 

0 

233 

58 

G 

T 

17 

15 

1 1 

41 

10 

4 

2 

4 

3 

0 

24  1 

60 

G 

10 

19 

14 

13 

73 

18 

2 

8 

7 

3 

. 5 

257 

64 

8 

8 

20 

16 

12 

89 

22 

6 

4 

6 

G 

2 

281 

>■  70 

10 

4 

21 

19 

It 

97 

24 

2 

10 

9 

4 

7 

313 

78 

4 

18 

25 

16 

21 

113 

28 

4 

4 

9 

& 

337 

84 

4 

12 

25 

19 

21 

137 

34 

4 

G 

11 

8 

7 

353 

88 

8 

12 

27 

21 

19 

193 

49 

2 

10 

15 

10 

13 

401 

100 

10 

G 

29 

2G 

19 

Zweiter  Fall;  p = bn-f-5- 

2/  AnzahI  der  Classen  fflr  den  Determinans  — p; 
2«  AnzahI  der  Classen  fiir  den  Determinans  - — 2 p. 

(1)  = (3)  = (6)  = (8)  F(2*  ~ t+u) 

(2)  = (7)  = *(2#l  + 3l~ « + *) 


P | 

2»  1 

(4 

JJ\ 

0 = 

u j 

(5)  = |(2» 
(1)!(2)|{4) 

II  P 

«-M 

in 

\ 

i 

t 

« 

1(1)  | 

[ (2)! 

(4) 

5 : 

0 ) 

1 

i ; 

0 

1 

0 

181 

H 

,5 

9 

12 

13 

& 

13  i 

2 

1 

3 1 

1 

1 

0 

197 

4'8 

5 

12 

15 

10 

29  1 

6 

1 3 

t 

1 

» 4 

1 

229 

56 

5 

13  1 

16 

1-5 

10 

37 

8 

1 

i 5 

3 

2 

1 

269 

66 

11  i 

6 1 

15 

24 

13 

53 

12 

i 3 

t 3 

1 3 

1 3 

, 2 

i'.  277 

68 

3 

11  ; 

19 

17 

14 

61 

14 

' 3 

5 

1 4 

i 5 

i 2 

293 

72 

■9 

9 i 

18 

23 

14 

101 

24 

7 

3 

5 

1 1 

1 4 

317 

79 

1 5 

7 

20 

22 

17 

109 

26 

3 

5 

1 7 

: 8 

1 5 

'1  349 

! 86 

7 

18 

29  i 

24 

17 

149 

36 

7 

3 

' 8 

| 14 

; 7 

373 

i 92 

i 6 

13 

25 

24 

19 

157 

, 3S 

i 3 

1» 

12 

i 9 

1 6 

389 

397 

1 96 

, 1» 

7 

23  | 

i 31  | 

| 20 

173 

42 

1 2 ' 

1 5 1 

10 

1 15 

1 9 

1 98 

3 

21 

29 

22 

1 19 

Digitized  by  Google 


DE  NEXI'  INTER  MILTITEDINEM  ( LASS1L.M  ETC. 


289 


Dritter  Fall;  p — Sw  + 3- 

t Anzahl  der  Classen  fQr  den  Determinans  — p 
2«  Anzahl  der  Classen  fAr  den  Determinans  — 2 p, 

(1)  = (4)  = (7)  = 1(2  n + t-u) 

(2)  = (5)  = (8)  = i(2*i-f+«; 

(3)  = 1(2  » + #•+*» +2) 

(0)  = ^ (2  » — t — u 2} 


P 

l2w 

; t 

U 

(1)|(21I(3)I(6)  ! p I 

2n 

t i 

il 

(0! 

(*) 

(3) 

(6) 

3 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 03 

40 

3 

77 

~ 8 

12: 

14 

7 

It 

2 

3 

1 

•1 

o ! 

2 

0 

179 

44 

t 5 

3 

14 

S 

16 

7 

1 9 

4 

3 

3 

1 

i 1 

3 1 

0 

21  1 

52 

9 

5 

14  • 

12 

17 

10 

43 

10 

3 

5 

2 

3 1 

. 

a 

1 

227 

56 

15  : 

7 

16 

12 

20 

9 

59 

14 

9 

3 

5 

2 

7 | 

1 1 

251 

62 

21 

7 

19 

12 

23 

9 

ti7 

16 

3 

7 

3 

5 

7 

2 

283 

70 

9 

15 

16, 

19 

24 

12 

83 

20 

9 

5 

6 

4 

9 

2 

307 

76 

i 9 

17 

17 

21 

26 

13 

107 

26 

e 

3 

8 

i 5 

10 

4 

1 331 

82 

1 9 

11 

20 

21  ! 

26 

16 

1 3 1 

32 

15 

3 

1 1 

5 

13 

4 

347 

! 86 

15 

5 

24 

19 

27 

17 

139 

34 

9 

7 

9 

1 8 

' 13 

5 

379 

1 94 

1 9 

1 1 1 

23 

24  ' 

29 

1 19 

Vierter  Fall;  p = 8n  + 7. 

t An/.ahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — p ; 

2 u Auzald  der  Classen  fflr  den  Determinans  — 2 p. 
(t)  =i(2»  + 2t-«) 

(2)  = (3)  = (5)  ■=•  | (2n  +«+ 2) 

(4)  = (0)  = (7)  = f(2n  -tt+2) 

(5)  — I (2«  — 2 <+«) 


/>. 

2« 

t 

u 

ji) 

.(2) 

w 

(1») 

i £- 

2 >i 

t 

U 

(1) 

(2) 

(4)  I (6) 

7 

0 

1 

2 

0 

1 

0 

0 

191 

46 

13 

4 

17 

13 

1 1 

6 

23 

4 

3 

2 

2 

2 

1 

0 

199 

48 

9 

10 

14 

15 

10 

10 

31 

6 

3 

* 

2 

3 

1 . 

1 

223 

54 

7 

16 

13 

18 

10 

14 

47 

10 

5 

4 

4 

4 

2 

1 

239 

58 

15 

4 

21 

16 

14 

8 

71 

16 

7 

2 

7 

5 

4 

1 

263 

64 

13 

6 

21 

18 

15 

1 1 

79 

1$ 

5 

4 

6 

6 

4 

3 

271 

66 

11 

12 

19 

20 

14 

14 

103 

24 

5 

10 

6 

9 

4 

« 

311 

76 

19 

6 

27 

21 

18 

1 1 

127 

30 

5 

8 

8 

10 

e 

7 

359 

88 

19 

6 

30 

24 

21 

14 

151 

36 

7 

6 

1 1 

U 

S 

7' 

367 

90 

9 

20 

22 

28 

18 

23 

167 

40 

1 1 

6 

14 

12 

9 

6 

1 3S3  i 94 

17 

12 

29 

27 

21 

18 

37 


I 
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NACHLASS. 


[X.] 

Vertheilung  der  qmdratischen  Reste  in  ZwSlftel. 

p Primz&hl;  (r)  Anzalil  der  quadratischen  llestc  von  p,  wclche  zwischen 
r~p  und  ~p  liegen. 

Erster  Fall;  p = 24«+l. 

It  Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — p 
4«  Anzahl  der  Classen  filr  den  Determinans  — 3 p 

(1)  = (12)  = 4(6»+3/+2«) 

(2)  = (4)  = (6)  = (7)  = (9)  = (!!)=  1(6»- 3^+2«) 

(3)  ==  (5)  = (8)  (1 0)  = *(6n  + 3f— 4ll) 


P 

n 

t 

u 

|(1) 

(2) 

(>) 

73 

3 

2 

~T 

5 

3 

2 

97 

4 

2 

3 

6 

4 

3 

193 

8 

2 

6 

11 

9 

5 

241 

10 

6 

3 

14 

8 

1 1 

Zweiter  Fall ; />=24n-f-13. 

2 1 Anzahl  der  Classen  fur  den  Determinans  — p; 

4 u Anzahl  der  Classen  fur  den  Determinans  — 3 p. 

(1)  = (3)  = (10)  = (12)  = *(2»+l  + f) 

(2)  = (6)  = (7)  = (t1)  = i(2»-H-0 

(4)  = (9)  = 1.(2»  + l-^+2«) 

(5)  = (8)  = *(2»-fH-f-2«) 


P 

» 

t 

U 

(«) 

(2) 

(4) 

(5) 

13 

1 

T 

T 

1 

0 

1 

0 

37 

1 

i 

2 

2 

1 

3 

0 

61 

2 

3 

2 

4 

1 

3 

2 

109 

4 

3 

3 

6 

3 

6 

3 

157 

6 

3 

4 

8 

5 

9 

4 

181 

7 

5 

3 

10 

5 

8 

7 

229 

9 

5 

3 

12 

7 

10 

9 

DritterFall;  /<  = 24»+5- 

2 1 Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — p ; 

2 u Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — 3 p. 
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(I)  = (2)  = (6)  = (7)  = (11)  = (12)  = » 

(3)  = (10)  = *{2«  + l-W) 

(4) =  (9)  = i(2»-/  + u) 

(5) =  (9)  = i(2«+l-«) 


1 


Vicrter  Fall;  p — 2 4 ji -}- 1 7 . 

2 1 Anzahl  der  Classen  fur  den  Determinans  — p; 

2 u Anzahl  der  Classen  fUr  den  Determinans  — 3 p. 

(1)  = (2)  = (6)  = (7)  = (11)  = (12)  = i(6«+3+«) 

(3)  = (10)  = i(6»4-6-(-31— 2ll) 

(4)  = (9)  =i(6»  + 3-37+«) 

(5)  = (8)  = l(6n  + 6 — 2«) 


P 

n 

t 

Ii 

(1) 

(3) 

(4) 

(5) 

17 

0 

2 

3 

1 

1 

0 

0 

41 

1 

4 

3 

2 

3 

0 

1 

89 

3 

6 

3 

4 

6 

1 

3 

113 

4 

4 ■ 

9 

6 

4 

4 

2 

137 

5 

! 4 

9 

7 

5 

5 

3 

233 

9 

< 6 

15 

12 

8 

9 

5 

257 

10 

1 8 

9 

12 

12 

8 

8 

37* 
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liKMF.RKUNGEN  ZUR  ABHANDLUNG 

DE  NEXU  INTER  MULTITUDINEM  CLASSIUM,  IN  QUAS  FORMAE  BINARIAE 
SECUNDI  GRADUS  DISTRIBUUNTUR,  EARUMQUE  DETERMINANTEM. 


Zu  I.  und  II. 


Die  zweitc  Formel  fOr  die  An/.ahl  der  innerhalb  des  Kreises  liegcnden  Punkte  (1.  art.  3 and  11. 
art. :.)  ergicbt  nich  aus  der  Hetrachlung  des  in  dcnselben  cingeachricbencn  Quailrates,  des»en  Seiten  den  Coor- 
dinatenaxen  parallel  sindj  die  Vergleichung  beider  Formeln  fhhrt  zu  dem  auch  arithmetiach  leicht  xu  hewei- 
senden  Satze 

r-+  r"+  . . . .+  r(«)  = « j + rt*+')  + r(*+')  + ...+A’) 
au»  welchem  sich  wieder  die  Kichtigkeit  der  ersten  von  den  beiden  folgenden  Kegcln  ergieht,  die  sich  auf  ei* 
nem  besondem  Blatt  vorfanden : 

,,Auilo*ungcn  der  Glcichung  xx  + yy^A\  formula 

[y/{A  — ni»)  — n ) 

wo  bei  jeder  Wurxel  der  Hruch  wpggela*8en  und  von  n = I bis  n = ^ A ,,(&oll  heiwen  v’  summirt  wird. 
Andre  Formel 


» 3 3 7 U 11 


wo  bei  jedem  Theil  der  Bnich  weggelassen.44 

I)iesc  lctxlcrc  Formel  folgt  au*  dem  sp&ter  (1.  art.  u)  zur  Anwondung  kommenden  Satzc  Uber  dic  An- 
xahl  oller  verschiedencn  Darntellungen  eincr  bostimmten  Zahl  durch  die  Form  xx  + yy  (vergi.  Pi»qq.  Arithm. 
art.  lsJ,  Note) , welche>  leicht  in  den  folgenden  umgeforrat  werden  kunn:  die  Anzahl  der  verechtcdcnen  Dar- 
stellungen  ciner  positiven  ganzen  Zahl  m durch  die  Form  xx+yy  ist  = wo  a,  b die  Anzahlcn 

der  Divisoren  von  m bedeuten,  welche  resp.  von  der  Form  i n ■+■  l , tn  + 3 sind.  Aus  der  Vergleichung 
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die*er  arithmeti&chen  Forroel  rait  der  (in  I.  ari.  5 oder  11.  art.  i)  durch  geomctrUche  Bctrachtungen  gewonne- 
nen  mittlern  Dur»tcllung*aiuahl  erhalt  man  leitfht  und  in  aller  Strcnge  das  bekannte  Resultat 

Y = '-*+*-*+ • • • 

wetches  in  der  Abhandlung  (I.  art.  7)  durch  cine  Ahnliche  Vcrgleichung,  aber  rait  Hiilfe  unendlicher  Producte 
abgeleitet  wird. 


/u  III.  und  IV. 

f»t  C der  Complex  aller  positi  von,  nicht  eigentlich-ftquivalenten  forraae  proprie  primitivae  von  nega- 

tivem  Determinant  — />,  und  legt  raan  den  Variabeln  dieser  Formen  je  zwei  Werthc  bei,  welche  relative 

Prirazahlen  *u  einander  sind , so  ist  die  Anzahl  aller  Daratellungen  einer  positiven  ganzen  Zahl  m gleich 

wo  c dic  Anzahl  der  Aufli>*ungen  der  Gleichung  1 1 + Duu  = 1,  und  {«(m)  die  Anzahl  derjenigen 

Wurzeln  n der  Congruenz  n n -f-  D = 0 (mod.  w«)  bedeutet,  far  welche  die  drei  Zahlen  m,  2»  und  - — * 

m 

ohne  gemeinschaftlichen  Divisor  sind  (DUqq.  Arithm.  art.  » so).  l)er  Factor  c Ut  =4  flir  Z>  = I , in  allen 
andern  F&llen  = 2.  Ist  fernor  w = pP  pm'  p,m"  t wo  p,  p',  p".  . . von  einander  vcrschiedcne  Primzah- 

len  bedeuten , *o  i»t  t^(m)  = 4>(y*)d>  (//*') 4» ••• » bedeutet  !&(»«)  die  Anzahl  aller  Wuneln  n der 
Congruens  nn*f  i)  = 0 (mod.  m),  und  bedient  man  sich  des  von  Lkoekoke  cingefuhrtcn , von  Jxcou  ver- 
allgeraeinerten  Zeichen»,  »o  Ut  ty(pn)  =z  i&(pn)  = i+( — — ) , wenn  p nicht  in  2 />  aufgeht,  sonst  aber 

= ® {p?) die  Anzalil  M(p*)  lAa&t  sich  immer  leicht  bestimmen  (Disqq.  Arithm.  art.  1 0 «),  fdr 

die  Folge  reicht  aber  die  Hemerkung  au»,  dass  immer  von  r.  unahhflngig  wird,  sohald  r.  eine  gewisse 

Grtt&se  tkberschreitct. 

Legt  man  den  Variabeln  der  in  dem  Complex  C enthaltenen  Formen  alie  ganzzahligen  Werthe  ohne 
Ausnahme  bei  (Disqq.  Arithm.  art.  181),  so  wird  die  Anzahl  (m)  aller  Darstellungen  der  Zahl  m glcich  c/(m), 
wo  /(m)  — ) Ut,  und  das  Summenzeichen  sich  auf  alie  quadratischen  Dmaoren  pp  der  Zahl  m be- 

zieht.  Hierau*  folgt  unmittelbar 


/(«)  - /(p3 1**-*.  • •) = • 


und 


/(p”)  = ♦(jO+4»(iO++(#^*>  + . . . 

welche  Reihe  so  lange  fortxusetzen  Ut,  ais  die  Kxponenten  n,  r. — 2,  r. — 4. 
Wenn  p nicht  in  2 1)  aufgeht  , so  folgt  hicraus 

und  allgemein , wenn  m relative  Primzahl  zn  2 1)  Ut , • 

/W  = £(=^) 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alie  Divisoren  n der  Zahl  m bezicht. 


nicht  negati v werden. 
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BEMEK  KUN OEN  ZUB  ABHANDLrXG 


Aui  diesen  Bemerkungcn  ergiebt  sich  unmittelbar  dic  Kichtigkeit  der  im  Text  (111,  l,  2,  3)  aufge- 
ntclllcn  SAt2c  Qbcr  dic  Anzahl  (m),  wenn  mati  fur  den  ersten  derselben  noch  die  Bedingung  hlnzufiigt, 
duas  D nicht  durch  pp  thcllbar  scin  darf  (die  Bustimmung  der  Closscnanzahl  Ut  schon  in  den  DUqq.  Arithm. 
art.  250  auf  den  Fall  zurttckgcfOhrt , in  welchem  7)  durch  kein  Quadrat  thcilbar  ist).  Zugleich  findet  man, 
auch  ohne  KQcksicht  auf  diesv  Beschrankung , das*  die  unondliche  Reihe 

, , f(p) , f(pp) , /(p‘) , 
p pp  p' 


uder  . — 

i l D.t 

I l l - ( )- 

P P P P 

hat,  jc  nachdcm  iD  durch  die  Primzahl  p thcilbar  oder  nicht  thcilbar  ist. 


Die  *u  der  Formel  111  hinzugefugte  Bcmerkung  gibt  den  Wcg  an,  auf  welchem  der  Ycrf.  sur  Bestim- 
mung  der  Anzahl  k der  in  dem  Complex  C enthaltencn  Formen  gclangt  ist.  Au»  geomctrischen  Belrachtun- 
gen  (vergi.  1.  art.  5 und  11.  art.  4)  ergicbt  sich,  dasa  der  Grenzwerth,  welchem  sich  der  Quoticnt 

(0  + (*)+(»)+ «•*+(») 

* tn 

mit  unbcgrenzt  wachsendum  m nihert,  d.  h,  die  mittlere  Anzahl  der  Darstellungen  einer  unbestimmten  po- 
sitive!» ganzen  Zahl 

Ut;  ein  zweiter  Ausdruok  fttr  denselben  Greniwerth  lisst  sich  auf  vcrschiedcnc  Arten  aus  der  Natur  der  im 
Vorhergehcndcn  bestimmten  Anzahl  (m)  = t/(m)  der  Darstellungen  der  Zahl  m ableiten.  Der  zu  di  e se  m 
Zweck  von  dem  Verf.  zunAchst  eingeschlagcne  Weg  scheint  nach  den  vorhandenen  BruchstQcken  (I.  artt.  t>; 
111  und  IV)  folgender  gewesen  zu  scin. 

Ist  9(m)  irgend  einc  Punction  der  positiven  ganzen  Zahl  m,  und  p irgend  cine  Primzahl,  so  kann 
man  aus  9(m)  immer  eine  neue  Functio»  9'(m)  ableiten,  deren  Wcrth  unabhftngig  davon  ist,  ob  und  wie 
ofl  p ais  Factor  in  m enthallcn  Ut,  und  wclche  fur  alie  durch  p nicht  theilbarcn  Zahlcn  m mit  6(m)  uber- 
einitimmt;  eine  solche  Function  erh&lt  man,  wenn  man  9'(m)  = aetzt,  wo  p n die  hdchste  in  m auf- 

gehende  Potcnz  von  p bedeutet;  und  man  kann  zagen,  dans  die  Function  9’(m)  aus  9(m)  durch  Elimi- 
nation  der  Primzahl  p entsteht.  Bildet  man  auf  diese  Wcise  aus  /(m)  eine  ncue  Function  /'(m)  durch 
Klimination  der  Primzahl  2,  aus  dieser  dic  Function  /"(m)  durch  Elimination  von  3 u.s.f. , so  wirdjede 
folgundo  dieser  Functionen  einen  regelmAssigem  Verlauf  habe»,  ais  die  vorhergehcndcn ; eliminirt  man  eine 
Primzahl  nach  der  andern,  wie  sie  ihrer  Grosse  nach  auf  einander  folgen,  so  wird  eine  solche  Function 
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9(»n)  fttr  unendlich  viele  Werthe  von  w den  Werth  /(i)  = l habcn,  und  namcntlich  far  alie  dicjenigen 
Werthe  von  m,  arelche  klciner  aind  ala  die  zulctzt  climinirte  Primiah).  Durch  unendliche  Fortsetzung 
dieses  Procesaes  nahert  man  sich  immer  mehr  der  Function  /a{» i),  vrelche  ftlr  alie  Werthe  von  w den 
Werth  i hat,  und  deren  mittlerer  Werth  folglich  ebenfalla  = 1 Ut.  Gelingt  ea  nun  den  miltlern  Werth 
irgend  einer  Function  9 (m)  durch  denjenigen  der  nAchstfolgenden  9'(wi)  auazudrocken , so  wird  man  auch 
den  mittlem  Werth  der  Function  f{m)  durch  cine  unendliche  Xette  von  Operationen  finden  kOnnen. 

Ist  p die  Primzahl,  durch  deren  Elimination  9’{m)  ous  ®(*)  entsteht,  jio  iat  0(m)  = V(»)/{pB)i 
wenn  pn  wieder  die  hfichate  in  m aufgehende  Potenz  von  p bedoutet.  Fflr  den  Fall,  dass  p nicht  in 
2D  aufgeht,  findet  man  hieraus  leicht,  daas 

V(m)  = 

Ut;  setzt  man  zur  AbkQrzung 

H(m)  = 9(i)  + «(!)+•  ..  + «(*>) 

+«•(»> 

io  ergiebt  aich 

d'(mp)  = H (mp)  - (~-)  8 (m) 

und  hieraua,  wenn  man  mit  cu,  ®'  retip.  die  mittlem  Werthe  der  Functionen  9(m),  9'(m)  bezeichnet , 

w' 


Wenn  abor  die  Primzahl  p in  2 D aufgeht,  so  findet  zwar  zwischen  den  Functionen  9(m)  und  9'(mi)  ini 
Allgemeinen  keine  so  einfache  Bezichung  mehr  Stati;  indesaen  ergiebt  sich  auf  ahnlichu  Art  leicht,  dass  in 
diesem  Fall  <u  =s  a»’  Ut.  Ein  anderer  Wcg,  die  Bezichung  zwischen  « und  «'  in  beiden  Fftllen  abzulei- 
ten , ist  folgender.  Setzt  man 

»(m)  = 29(,z} 

wo  daa  Summenzeichen  sich  auf  alie  Zahlen  p bezieht , die  nicht  durch  p theilhar  und  auaserdem  nicht 

grosse  r ais  m sind , und  bezeichnet  rifein  mit  m',  m".  m'\  . . resp.  die  grftsaten  in  enthal- 

P P P 

tenen  ganzen  Zahlen,  so  ist 

«(»)  = »(«)  + Hm')f{p)  + Hm")/[pp)  + »(m"')fW)+  . . . 

«W  = »(•*»)  + »(«')  + #(»")  + »(«•'■)  + . . . 


und  hieraua  folgt 


_±\  j ,+/W  +SSpp)  +/(p'J 
p . p pp  p’ 


+ •••} 


was  mit  dem  eben  ge  funde  nen  Resultat  ubereinstimmt  (vergi,  dic  Note  zu  III  und  IV). 
Der  mittlcrc  Werth  der  Function  f[m)  ist  daher  gleich  dem  unendlichen  Product 


II 


% 


4 
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in  welchcm  p alie  in  2 1)  nichi  aufgehenden  Primzahlen  durchlaufen  miiH,  und  hieraus  folgt 

_ 1(7) , 


* = 


II 


,:rv 

V p )p 


Hinsichtlich  der  Strengo  die*cr  Deductiori  bleibt  abcr  ein  Bcdcnkcn  Obrig,  welche»  sich  auf  dic  Me- 
thode berieht , den  mittlem  Werth  der  Function  f{tn)  durch  successive  Klimination  aller  Primzahlen  zu 
bc  stimmcn ; denn  wcnn  es  auch  einleucht4»t , daas  der  Wejrth  der  durch  Elimination  der  crsten  n Primzah- 
len  crhaltenen  Function  /\")(»i)  mit  dem  der  Function  /x(m)  = l iibereinstimnit , so  lange  m kleiner 
bleibt  aU  die  zuletzt  eliminirte  Primzahl,  und  das»  ul&o  durch  die  Wahl  eines  hinreichend  grosRen  Werth  e* 
»i  (licse  Uebereinstiinmung  bw  zu  jeder  vorher  vorgesehriebenen  Grosse  der  Zabl  m getrieben  werden  kann, 
*o  ist  hiormit  allcin  doch  kcineswegs  erwiesen , dass  mit  unbcgrenzt  wachsendem  n der  mittlere  Werth  der 
Function  /“(“)(»«)  *ich  dem  mittlem  Werihe  der  Function  /x(m),  d.  h.  dem  Werthe  i unbegrenzt  nfthert. 
In  welcher  Weise  der  Vcrf.  diese  LUckc  auszufilllen  beabsichtigte , lAsst  aich  aus  den  vorhandenen  Papie- 
reu  nicht  mit  Sicherheit  erkennen;  doch  fOhrt  die  schon  oben  (in  der  Note  zu  I)  mitgetheiltc  Fornici 


l + i \A  — ~ 


a-.±+±.±:.a 

u 7 9 11  I 


fur  dic  Anzahl  der  Paare  von  Zahlen,  deren  Qundtutsumiiic  den  Werth  A nicht  ttbertriffl,  zu  der  Yer- 
inuthung,  das»  der  Verf.,  mit  fmgehung  des  unendlichcn  Productes,  fur  den  mittlem  Werth  der  Function 
f{n i)  unmittelbar  die  unendlichc  lieihe 

2{— )- 

gcfuudcn  hut,  in  woleher  w der  Grosse  nuch  allc  positiven  gunzcn  Zahlen  durchlaufen  mus*.  die  relative 
Primzahlen  zu  2 D sind.  Die  einfachste  Alt,  diesen  Uebergang  anzudcutcu,  scheint  die  folgende  zu  sein. 

Ist  fi  der  gnlsste  aller  derjenigeif  DieUorcn  einer  Zahl  m , welche  relative  Primzahlen  zu  2 I)  *ind, 
uud  setzt  nmn  fJ(rn)  —f(p) , so  ist  Q(m)  diejenige  Function,  welche  durch  Klimination  aller  in  tl)  auf- 
gehenden Primxahlen  aus  f{m)  entsteht , und  deren  mittlerer  Werth  nach  dem  Obigen  mit  demjenigen  der 
Function  /(iw)  Ubereinstimmt.  Da  nui»  ist,  wo  n alie  Divisore»  von  p.,  d.  h.  alie  die- 

jenigen  Divisoren  von  m durchlfluft,  welche  relative  Primzahlen  zu  2D  sind,  so  ergibt  sicli  die  der  obi- 
gen analoge  Formel 


H(w)  j 


«(0 +*(»)+■.. -HiM  = £(=—)^ 


wo  in  der  Summe  rechter  Hand  der  Buchstabo  n alie  rclativcn  Primzahlen  xu  2 D durchlituft,  und  von 

den»  Quotienten  tmnicr  nur  die  grbsste  in  ihm  enthaltenp  ganze  Zahl  beizubehalten  Ut.  Ordnct  man 

die  Glieder  dieser  Reihe  so , dius  die  Zahlen  n ihrer  Oritae  nach  wachsend  auf  cinnnder  folgen , so  nimmt 

der  Faetor  **  fortwAhrend  ah  oder  doch  wcnigstens  nie  zu,  und  die  Keihe  bricht  ab , nobald  i»>m  wird. 
n 

Au-sserdem  ergicht  sicli  aus  dem  Fuiidnnichtaltheorem  in  der  Theorie  der  tjuadratischen  Reste  und  Eli»  der 
Verallgemeincrung  desselben,  duas  die  Summe  von  jc  cp(i D)  auf  eiuander  folgenden  Werthcn  dea  Factor* 
£ — - ) verschwindet , woraus  folgt . das»  die  Sumine  von  nocli  so  vielen  auf  einander  folgenden  Werth  en 
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dcsselben  ihrem  absolutcn  Worth  naeh  dic  endliche,  nur  von  dem  Determinant  D abh&ngige  GrOase 

A = 9(2  D)  nieraal*  abertrifft.  Verbindet  man  diesc  beiden  Bemerkungen  mit  einander,  »0  findet  man 

leicht , das*  die  Summe  alier  auf  das  Glicd  ( — — ) — folgcnden  Glicder  absolut  genommen  kleiner  ais 
tn  s n ' n 

A — Jst,  und  das*  folglich  der  Quotient  0 («*):»*  bei  unendlich  wachsendem  m die  in  der  angugcbencn 


Art  geordnete,  convcrgirende  unendlicho  Keihc 


l(  — )- 

V n • n 


sum  Grcnzwerth  hat.  Nachdem  »0  der  gemeinschaftliche  mitti  e re  Werth  der  Functionen  0(m)  und  f(m) 
gefunden  iat , erhftlt  man  unmittelbar 

r.  ' n • n 


Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden , dass  die  Artikcl  6 und  8 der  Abhandlung  II  auf  eine  in  man- 
cher  Beziehung  cinfachere  und  auch  leicht  ouszufQhrende  Behandlungsweise  des  Problema  kindeuten,  bei 
welchur  nur  die  Parstellungcn  ungerader  oder  sugar  nur  solcher  Zahlen  betrachtet  werden,  die  relatire 
Primzahlen  zu  2 D sind. 


Zu  VI  und  VII. 


Die  Art,  wie  der  Verf.  die  Summation  der  Keihc  £ ausgefQhrt  hat,  ergiebt  aich  aus  ei- 

nigen  speciellen  Beispielcn , welchc  sich  auf  einzelnen  Blftttem  vorfinden. 

Ist  2)=  3 (mod.  4),  so  folgt  aus  dem  Fundamcntalthcorem  in  der  Theorie  der  quadratischen  Keste 
mit  BenuUung  der  Keihc 

1.1,1,  t , 1 

6 u <*  — r # + z u-2r  u -4-  2 it 


dass 


VTt 

n> 


ist,  wo  v alie  relativen  Primzahlen  zu  2/),  durchliuft,  die  kleiner  ais  D sind;  setzt  man 

, , . ir.  ...  iit 

v/-l  = I,  cos  £ -P  I«tn  = r 

und  bezcichnel  mit  p alie  relativen  Primzahlen  zu  D,  welchc  nicht  grftsscr  ais  D sind,  so  Iftsst  dio  vor- 
stehtmde  Summe  sich  leicht  in  die  folgende  umformen 

' n > n kD'  t*  + i 

wendel  ninn  nun  dic  fur  jedc  Wurzel  » der  Gleichung  ^ = l giiltige  Formcl 

38 
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— ' = 2 (_,)—«,« 
to-fl  v * 

an,  in  vclchcr  a dic  Zalilen  t,  2,  J..,(D-i)  durchlaufen  mtiM , ao  erhftlt  man  durch  Umkchrung  der 
Sumraationsordnung 


Die  ftuf  (x  bezQgliche  Summation  l&sst  irich  bekanntlich  mit  Iliilfe  der  in  der  Abhandlung  Summati#  qua- 
rumdam w-ierum  $in$u'u rium  bewicpenen  Satie  ausJuhren;  beschrankt  man  »ich  auf  den  Flll , in  welchem 
D durch  kein  Quadrat  theilbar  Ut,  »o  findet  man  allgemein 

("=!)* 

2(£)*-(i)'  5 

w°  (^)  = 0 gesetzt  werden  muss,  falis  » keinc  relativo  Primzahl  in  D ist.  In  dem  Fall  IJ=  i (mod.t) 
erhalt  man  daher 

,-Ds  i 


S(^)^  = ^(5)2<-1>*(5)  = jTS£(b) 


vro  a'  olle  relativen  Primzahlcn  zu  D durchlauft,  die  kleiner  ais  | 7)  sind;  da  cndlich  1 = 1 ist,  ao  wird 
die  Anzahl  der  Clas&cn 


Ist  dagcgcn  l (mod.  l),  ao  erhftlt  man  mit  Denutzung  der  lleihe 


cosee  m - -i  — * J ^ l ^ i_ 

u u — it  « + it  ~ — 2 it  n + 2 it 


auf  fthnliche  Weisc 

,-/>x  I 


1 V/  l n V/  t\  2 t * \ vr  * v/  P \ r 

2(  n ) n - { '*  } (/j)CMeci,o.-  2j)1^ + l 

wo  die  Buchstabeti  v und  fx  die  friihere  Bodeulung  haben;  schliesst  man  den  evidenten  Fall  D = I aus 
und  wendet  die  fur  jede  Wurzel  m dor  Gleichung  in^  = l (mit  Ausnahme  von  « = l)  gultigc  Formel 


— 

oo«  +1 


' + SoD-4®” 


an,  in  welcher  a”  die  Zahlen  l,  2,  — l)  durchlaufen  muss,  sr>  ergiebt  sich,  wieder  unter  der 

Beachrftnkung,  dass  D durch  kein  Quadrui  theilbar  ist, 


und  hicraua,  da  c = 2 ist, 


2(^=^2(£) 


-<) 
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Gunz  fthnlich  wOftlen  sich  die  FftUe  bchindeln  laasen,  in  welchon  D gcrade  Ut.  — 

Wa»  die  Bestimmung  der  Classcn- Anzahl  fur  poniice  I)Bterrainanten  7)  betrifft,  so  findcn  sich 
auasev  der  im  Tert  mitgetheilten  Schlussformel  nur  einzelne  geometrische  Figuren  vor,  welehe  Hyperbel- 
Sectoren  von  endlichen  Dimensionen  darstellen , und  neben  denselhen  Ungleichungen,  durch  welehe  die 
Punkte,  deren  Coordinatcn  die  Variabcln  der  quadratlschen  Fomien  ?ind,  in  das  Inncre  cincs  solchen  Hy- 
perbel- Soctors  gedrSngt  werden.  Diese  Hyperbel-Sectoren  treten  an  die  Stelle  der  FUipsen,  welehe  den 
quudrmtischen  Fomien  von  negativen  Determinante»  entsprecben,  und  durch  die  Bestimmung  ihres  Fl&chen- 
inhalU  orgiebt  sicli  wicder  die  mittlere  Darstcllungsanzahl , wcnn  nftmlich  nur  solche  Darstcllungcn  zuge- 
lasscn  werden , bei  wclchen  die  Variaheln  den  eben  erwfthnten  Ungleichungen  GenUge  leisten.  Anderer- 
seit*  dienen  diese  Ungleichungen  dazu,  aus  den  unendlich  vielen  Darstellungen  einer  Zahl  m,  welehe  alie 
zu  einer  und  derselben  Wurxel  n der  Congruenz  »n  — D = o (mod.  gehdren  und  welehe  den  saromt- 
lichen  Auflfisungen  der  Gleichung  tt — Duu  = i entaprechen  (vergi.  Disqq.  Arithra.  art.  205),  eine  ein- 
zige  zu  isoliren  und  alie  andern  auszuachliesse».  Die  Anznhl  siler  zugelassenen  Darstellungen  der  Zahl  m 
durch  den  Complex  aller  nicht  eigentlich  fiquivalenten  formae  proprie  primitivae  ist  dann  gleich  dem  Werth 
der  Function  /(m),  in  welcher  nur  — D durch  D zu  ersctzcn  ist,  und  aus  der  Betrachtung  der  Eigen* 
achaflcn  derselben  ergiebt  sich,  wie  frtiher  bei  negativen  Determinanten,  ein  zweiter  Ausdruck  ftlr  dic  mitt- 
lcre  Darstellungsanzahl ; die  Vergleichung  derselben  mit  dem  vorher  durch  geometrische  Betrachtungen  ab- 
geleiteten  Wertlie  ftthrt  dann  unmittelbar  zu  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  Classon. 


Zu  VIII. 

Hier  bedeutet  p eine  positive  Primzahl  von  der  Form  i»  + i;  die  Bexeicfmung  stimmt  mit  der  in 
der  Abhandlung  Theoria  residuorum  hiqu adru i iront m I.  art.  13  angewondeten  Qberein ; es  ist  also 
/ = 1.2.3...  . { (/>  — 3>  - i (/>  — 0 (mod.  jj) 
p = aa  + bb%  a = 1 (mod.  4);  b = a/(mod.p ) 

die  mit  a,  6 hezeichneten  Zahlen  sind  durch  die  Zerlegung  p = * 26?  bestimmt.  Die  Columnc  / ist 

den  beiden  vorgefundenen  Tabellen  hinzugefQgt;  ausserdem  sind  einige  LUcken  in  denselhen  ausgefUllt. 

Der  im  Text  aufgestellte  Satx  hAngt  mit  dem  biquadratischen  Charakter  der  Zahl  2 zusammen  j da 
mimlich  (vergi.  Theoria  re*id.  liqu.  1.  art.  2l) 


ist,  so  folgt  aus  der  Congruenz 
dic  andere 


2 1 s /^(nolp) 


b = 2 m -f  a — t (mod,  $) 


38  * 
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t 


p-t  _^a- 1 • * 

2 4 =/  2 (raod./>) 

und  umgekehrt  jene  aus  dieser.  Der  Beweis  dioser  lctztern  Congruum  crgiebt  sich  leicht  auf  folgende  Art. 
Ist  (x  dic  Anzahl  der  quadratUchcn  Reste  at  , welche  nrischen  0 und  {p  liegen,  so  ist  (nach  VII) 

m = 2js  — i(p  — t) 

und  die  Anzahl  der  quadratUcheu  Reste  «B  , welche  zwischen  l/>  und  \p  liegen,  Ut  = | {/» — l)  — j*.  Ist 
nun  p = i (moti,  s),  also  die  Zuhl  2 quadratischer  Rcst,  so  stimmen  dio  Zahlen  2 a,  und  p — 2 a,  im 
Complex  mit  den  Zahlen  u,  und  of*  uherein,  und  bozeichnet  man  das  Product  dieser  Zahlen  mit  A,  so 
ergiebt  sich 

p-i 


und  folglich 


2 4 d = fmod.p) 


da  femer  in  diesem  Fall  b = o(mod.  4),  und  folglich 


Pj~J.  = 

4 


, , ,a  — I , bb  a — I a — 1.  , . 

(O  +1)  — + — S 5 — — ~ — (moti-  0 


ist,  so  erhAlt  man  die  zu  boweisende  Congruenz 


= / 


(mod.  p) 


Ist  dagegen  p = & (mod.  b),  .also  die  Zahl  2 quadratischer  Nichtrest,  so  stimmen  die  Zahlen  2», 
und  p — 2 a,  mit  den  «ftramtlichen  zwiscben  a und  \p  liegrndcn  quadratischen  Nichtresten  ubercin;  be* 
zeichnet  man  ihr  Product  mil  B , und  das  Product  der  Zahlen  a,  und  *t  wieder  mit  A , so  ist 


Pi % £1 

/SAB,  t’—  l)  4 l"  A ='M{mod.p) 
erhebt  man  diese  beiden  Congruensen  zum  Quadrat,  indem  man  berQckdchtigt,  dass 


PZ 1 

ff=- i.  1 1 s -i(mod.p) 

ist,  so  erh&lt  man 

— 1 = AABB,  — A A 5 B B 

und  hiemus  A*  = Hh  1 1 da  nun  A ein  Product  aus  quadratischen  Resten , also  A A cin  Product  aus  bi- 
quadratischen  Resten  und  folglich  selbst  cin  biquadratUchor  Rosi  Ut,  so  mus*  AA^  -pi  sein,  weil  — l 
cin  biquadratischor  Xichtrest  Ut.  Ilieraus  folgt 
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. und 


ei.p  ti 

(—1)  4 2 4 = A Ii  =/ (mod.  p) 


ti 

* ' I * =/  ' 4 (mod.,.) 

da  endlich  in  diesem  Fall  6=2  (mod.  4) , und  folgtich 

p — 5 . , .o-l  . 66—  4 a — l _ a — \ . . 

isi,  so  erhAlt  mun  wiedcr  dic  zu  bcweisende  Congrucnz 

p-l  o- 1 

- — m+-— 

2 4 =/  2 (mod.p) 


Zu  IX. 

Ea  «ei  p eine  positive  ungeradc  durch  Jvfein  Quadrat  theilbare  Zahl , und 

wo  9r  alie  relativen  Primzahlen  zu  p durchlaufen  mus* , welche  zwischen  (r  — l)  ^ und  r ^ liegcn ; be- 
zcichnet  tnan  dic  Anzablen  der  nicht  eigentlich  iquivalenten  formae  proprie  primitivae  fiir  die  Doterminan- 
ten  — p und  —2 p reap.  mit  Ct  und  Ct,  so  Ut  (vergi.  Dibiculbt  Kecherches  aur  divertes  applications  etc. 

).  II  in  Cbxllk’s  Journal  XXI) 

C4  = l(*t  + S,). 

oder 

c,  = &\  + st  + sM  + s€t  Ca  «)(*,  + *,) 

je  nachdem  p=  i oder  = a (mod.  4)  ist.  Bcdenkt  man  ferner,  dass  die  Zahlen  st  und  «,  im  C-omplex 

mit  den  Zahlen  2sf  und  p—2i%,  und  cbenso  die  ZaKlen  und  im  Complex  mit  den  Zahlen  Js, 

und  p— 2*t  ilbereinstimmen , und  dasa  im  Falle  p=  t (mod.  i)  die  Summe  4"  5g  + Hh  = 0 **L 

so  ergebon  «ich  in  beiden.  Ftdlcn  noch  zwei  neue  Rclationen  zwischen  den  vier  Summen  St,  St,  *5?ff  f 

so  dans  jede  dersclben  durch  C%  und  C%  aungedrQckt  werden  kann.  Man  erhAlt  auf  diese  Weise , wenn 

p S t (mod.  i)  ist. 

s.~s.  = i{j)c,  + 1C, 

s,  = s.  = -i(j  + (l))c,+tc, 

* r 
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und , wenn  p = 3 (mod.  4)  Ut 

s.  =_s.  = *(,  + (!))  c.-tc, 

s,  = -a,  = - i(, -(!))<?, +tc, 

i'  % 

= j(i-  £))  f.+ic. 

P 

Ist  j>  erae  Primzahl,  so  findet  man  hierau*  unmittclbar  die  im  Tcxt  angegebencn  Formein  fur  die 
Anzahlen  der  quadratischen  Keste . welche  in  den  einrelnen  Octanten  enthalten  sind. 


Zu  X: 


Es  aei  p eine  positive  und  dureh  kein  Quadrat  tlicilbare  Zahl  von  der  Forni  «s  + l,  und 


«r 


wu  tr  alie  relativcn  Prixneahlen  zu  p durehlaufen  muss , welclie  ztfUchen  (r— l)  - und  r ^ liegcn;  be- 
zeiehnet  man  die  Anzahlcn  der  nitht  eigentlicft  ftquivalenten  formae  proprie  primitivae  fttr  die  Determina»* 
ten  — p und  — ip  mit  Ct , Cg,  so  findet  man  leicht  (vergi.  Djbiculft  Kecherches  etc.  §.  ii  oder  die 
Note  zu  VI  und  VII) 

C\  = 2(S#+S#  + S.\  CM  = J(St  + S.-S.  T s%) 

oder 

e.  = st  + 6*f  4-  SM  + s . + 5.  + 5, , Ca  = 2 (5,  + 5,  + S.  + 6*,) 


• jc  nachdem  p2  I oder  = 3 (mod.  4)  ist.  licruckaiditigt  man  femer,  dass 

die  Zahlen  st  und  a,  mit  dbn  Zahlen  ltt  und  p — 2 a, 

»*  M #a  und  a,  u ,,  • „ 2«,  und  p — isi 

t*  t*  und  st  ,,  „ ,,  2«a  und  /» — 2«t 

und  ebenso 

die  Zahlen  i|t  st,  a,  rait  den  Zahlen  3#g,  3«g— />,  — as, 

» t M «,#  *,t  a€  M ,,  3 a#,  35a—  p,  p—ix$ 


bbcrcinstimmcn  t und  dass  ira  Falle  p = i (mod.  i)  dic  Sutfime  if,  + ^,  + ^a’+  Sg  + JS,  + 5,  = o Ut, 
so  erhull  man  ausscr  den  beiden  obigen  noch  vier  neue  Kelutionen  zwischen  den  seclis  Sumrncn  St,  St ..  ,.Vgr 
so  dass  dicaelben  summtUch  aus  Ct  und  C\  bestimmt  srerden  kflnnen.  Man  erhAlt  auf  diese  Wcise,  verm 
p = i (mod.  l)  Ut , 
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8, 


*('+(*-))*.  +*(■+{-))<?, 

-i(*+(j))e.+*(»+r|})c. 

-i  <\+*(»-£)K. 


*.  = *.  =-iO+(^))c.+.v(.+{|))c. 


und,  wcnn  p ~ 3 (mod.  4)  i*t. 


s.  = -Sl.  = lV(,+)(l)_(|)+(i))Ci_tC> 
-l(-,+(i)+(I)_(i))  e. + |C< 
= *(_(2.)+(±))c, 

s-  = -s.  =»(*-«£)-$)<?, 

=*(i-'-(J)+(J)+$))c.+ic. 


lst  p eine  Prinu&hl,  ro  findet  man  aus  dem  eraten  System  die  im  Text  angent* bcncn  Formeln ; fur 
die  andera  Falle  erliilt  man  ahnliche  Formeln  aus  dem  swciten  System. 


K.  Dsi»kkim>. 


* - 


I 
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Ein  Punkt  wn  Kaume  (0)  se  i ais  Anfangspunkt  angcnommen.  Der  Uebcr- 
gang  von  da  zu  drci  andern  Punkten  P,  P,  P,  die  mit  jenem  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  sei  resp.  t,  t',  t";  wo,  so  oft  keine  Verweclislung  moglich  ist,  die  Punkte 
P,  P,  P"  selbst  durcli  (/),  {t'),  [t")  bezeichnet  werden  mCgcn. 

Es  sei  ferner  allgemein  (A,  t')  das  Product  der  Lange  der  beiden  Linien 
t,  t’  in  den  Cosinus  ihrer  Neigung  etc. 

Man  liat  allgcraein  tit/-)- 1>  . ,)  wenn 

man  die  Multiplication 

(a  t-\-  . .)  x (du  + 6V  + 6 V-f-  . .) 

ausfahrt  und  statt  tu,  tu,  tu",  t'u,  t'u. . u.  s.  w.  (f, u),  ( t,u '),  ( t,u "),  ( t',u' ),  {t\  «”)u.s.w. 
schrcibt. 

Jeder  Punkt  im  Raume  wird  durch  ein  Trinomium 
{xt-\-xt‘-\-xt") 

dargestellt  werden  konnen. 

Fflr  alie  Punkte,  die  in  einer  bestimmten  Ebene  liegen,  wird  dann  eine 
Gleiehung 

k.r4-k'. r'4-XV.=  L 


39 
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statt  finden,  wo  X,  X',  X",  L bestimmte  Zalilen  bedeuten.  FQr  eine  Ebene  dureli 
die  drei  Punkte  (i/,  yif,  (x "t"  ist 

Ifi  = X'|i'=  XV=  J‘ 

Schreibt  man 

(f,  t)  = a,  (f\  t')  = «'.  (t”,  t")  = a\  (f\  t")  = b.  [t.  f)  = b\  { t , t')  = b" 

I 

und 

a'a’’ — bb  — A,  a a" — bb’  — Al,  ad — bb" — A” 
b'b" — ab  ■=*  B,  bb'—~ab'=  B',  bti —a" b*  = B' 

D = ada"+2bbb"—abb  — dbb—dbT 

so  ist 

T = At  B't”  senkrccht  gegen  t'  und  t“ 

T = B"t-\-At'-\-J)t'<  t und  t" 

• T"  = B 't  + B t + A"t"  i und  t' 

und  allgemdtn,  wenn 

Xx  + Xx'-|-‘X"j:”=:  L 

die  Glcichung  einer  Ebene  ist,  so  wird  dic  Linie 

IT+XT+VT' 

gegen  dieselbe  senkrccht  scin. 

Es  ist  dann  ferner 

aT+VT'+bT=  Dt 
VT+dT  + bT  —Dt' 

J'T+4f+aT=  Df" 

und  die  Linicn  t,  t',  t " sind  senkrecht  gegen  die  Ebenen , dereu  Gleickunge» 

cix  + b"x'-\-  bx"  — Const 
b"x  -f-  dx'  -\-bx"  — Const 
bx  -f -bx'  a" x"  — Const 
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Der  doppelte  Fliickeninhalt  des  Dreiecks  darch  die  Punkte  m t,  m 't\  m"t“ 
ist  aequal  der  Quadratwurzel  aus  dem  Werthe  der  Form 

• p ,A,A',A'\ 

’ • • 'B,  B\  B">  * 

wenn  substituirt  wird  X = irim",  X'  — m m" , X"  — mm,  wahrend  der  sechs- 
fache  Cubikinhalt  der  Pyramide , die  sicli  dadurch  mit  dem  0 Punkte  bildet, 
= m wird . folglich  ist  das  Perpendikcl 

D 


= \/ 


-V,) 

mmm 


T,  T,  T" . bezielien  sich  ebenso  auf  die  Fofm  wie  t,  t',  t " auf 

to,  a\  fl",  ’ * 

[b,  b\  b"> 


Die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

0 =>’— pp{a-\-a  + a)+p{A-}-A-\-  A")—  D * 

stellcn  die  Qnadrate  der  drei  Hauptaxen  eines  in  dasjenige  Parallclcp^pedum  ein- 
bescliriebenen  Ellipsoids  vor,  auf  wclches  sich  die  ternfire  positive  Form 

C »•''*«)  mit  Adjuncte  (^’  und  Determ.  ==  — D 

bezieht 


Beziehung  der  Raumverhaltnisse  auf  ein  gegebenes  Tetraeder 

Es  seien  (0),  (1),  (2),  (3)  die  vier  Ecken,  gegenttbcrstehenden  Flacheu  und 
Perpendikcl.  Es  kommen  dann  jedem  Punkte  des  Raums  P gegen  einen  belic- 
bigen  Anfangspunkt  M vier  Coordinatcn  zu  x,  jf,  x" , x",  unter  welchen  aber 
die  Relation 

Statt  findet.  Es  bedeutet  nemlich  x den  Quotietiten,  wenn  man  die  Distanz  des 

39* 
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* « 


% 

Punktes  P voji  einer  durch  M mit  dem  Planam  (0)  parallcPgjelegten  Ebene  mit 
dem  Perpendikel  (0)  dividirt  u.  a.  f. 

Allgemcin  ist  danti 

™ * ; 

— {PMf  = .r.r'(0  l/-j-  .r  .r"(0  2)*-f-  .r  £”'(03)’+  jfjf(  1 2)’+4;V"f  1 3)’+y j?*(23)‘ 


* 


Das  G nmdgesetz  der  Crystallisatiuii  iSsst. sicli  ain  kflrzesten  so  dussprechen: 

Zwischen  jc  fiinf  Ebencn,  welclic  dabei  vorkommen,  gibt  es  follende  Re- 
lation : 

Sind  ihre  Normalen  auf  der  Kugelflaclie  (0),  (1),  (2),  (3),  (4),  so  sind  aiie- 
zeit  dic  Producte  sin  102. sin 304,  sin  103  .sin  204,  sin 203. sin  104  in  einem  ra- 
tionalcn  Verhiiltnisse ; ist  dies  wie  a:  d : y , so  ist  (1  — a +y. 

Sind  die  Coordinaten  der  5 Punkte  auf  der  Kugelflaclie 

a b c 
^ tib'  c' 

a b"  c" 
d"b‘"c^ 

0 0 1 

in  rationalem  Verhiiltnisse  steheu. 


Allgemcin  scien  1,  2,  3,  4,  ! 

i die  5 Punktc  anf  der  Kugelflaclie,  U der  Mittel- 

punkt; 

dann  stehen,  wenn  12 

den  kiirperlichen  Inhalt  des  Tetraeders  0345  bc- 

deutet 

23.45] 

• 

| . . 

24.53 

f in  rationalem  Verhiiltnisse 

25. 341 

1 

ebenso 

12.34 

1 

* 

1 3 . 4 2 J 

' u.  s.  £. 

14.23] 

1 

so  miisseu  rflh’  ~ba')  (o”i" — b*am) 
[ab"—  t«*).(a"7i'  — bma) 
{aW—ba).[*bn  -b'a) 
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Tranxformatitfnen  der  Forni  (*_'•  _+  _J)  Det  = 108  •*/  \ 


bonatae 


/ 24»  21»  2i»v  / 10  10  M\*i  /•'Saniaxi- 

' + i«s +i«. +i8i/  V+7  4-^// 

2»«.its«i  f 7, 


/ i i tw  u 1}  is\ 
1+l  + l+l/i— 3— > — 3/ 


dC!.3 


inverse 


, + 2 + 1 + 1,  / 20  20  2IIW  10  10  10W  31  it  H\ 

} + I + 2 + 1 [ 1+11  + 11  + 11/1+7+7  + 2/1—31—21  — 21/ 
' + 1 + 1+2'  H.IOS  210  132.108 


(• 


17  17  17\ 

"7  — 7 — 7/ 
IS. 10» 


coutrastante 


-+I-+2+2  / 2«  20  2»\ 

+ 2 + 1+2  V+-  23  + 23  +-  13/ 

1 +2  + 2 +-  I 25.10» 


/ 312  312  31 2\  / 52  52  52\ 

\—  13*  — |3S  — 1 J«»/  V—  23  — 13  — 23/ 
8f300.10S  33730 


mixte 


Setzt  man  die  ursprungliclie  Form  allgemein  = {Jj  *'  *) 

und  cine  abgeleitete  (*;  % £) 

so  ist 


1, 

T —it  — 2 u ’ 

U = — 7+  2 u 

2, 

T — 27+  2n 

U= 1 7+3« 

3, 

T = 67+  11)il 

U — 5 7+11« 

4, 

1^=  9 7+16« 

U — 87+17« 

Die  Form  (J'  J’  *)  gelit  durch  die  Substitution 

x =±=  u + w' — 2u"  umgekehrt  61*^  .1'  + 3 jf  + 2 r 

y — u — u'  6 u—  x — 3_y+2r 

: = 6«“= — 2j?+  2 


x = rfmod.  3) , x = y (mod.  2) 
Sber  in.  (Jj$  J+*  J+*)  ’•*  ’ 

Uni  den  Kalkspath  zu  produciren  ist  k = 0,973103  zu  set/.en. 


Sind  die  complexen  Werthe  der  orthographischcn  1’rojection  von  drei  gieich 
langen  und  unter  einander  senkrechten  Graden  a,  b,  c,  so  ist  <ui  + 66  + cc  = 0, 
allgemein  kann  man  setzcu,  p und  q beliebige  complexe  Zahlen  bedeuteml 
<*  = (/»  — ?)(?—/>«»).  b = (q-qi){pit-^p  i),  c = (qi—p)  (/>»  — ?)* 

/ 1 r 
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Hexakisottaeder. 

Hr 

Gleichung : 

• 

Px+M+r*  = 

* 

. * 

/K 

Coordinaten. 

<w-^r  >i 

1. 

i 

T 

0 0 

i r«  \ 

/ 1 

2. 

«Tt 

i 

r~  0 

0 + 7 

1 l 

*r  Jt*  fjb  > 

3. 

r 

* + £ + T 

.a-ft+7  «+  ® + 7 

«<s<y 

Sechsfacher  Inhalt  ciner  Elemeutarpyramide  • _=  T + 

Alie  [Flachen]  sind  um  eme  Kugel  beschrieben,  deren  llalbmesser  = 

Doppelte  FlSche  cines,Dreiecks  = t+f) 

Kante  1.2  = , ' t J - , 2.3= 

T(«  + T)  ’ T<«  + ' + 0 <*  + 1)(«  + < + t)  • 


Cosinus  Kaiiten  Winkel 
Sinus 


3.1.2  = 


at-f  fA  + TT 


v'iC!  + TT)((,1  + £)'  + ,7W 
tV(b«  + « + TT) 

“ v'(*«  + TT)««+6)*  + >TT) 


Vorkommende  Werthe. 


a 6 y 

a (i  y 

7. 

0.  0.  1 

Hexaeder 

2. 

1.  2.  2. 

Triakisoctaeder 

3. 

0.  1.  1 

Rhombundodekaeder 

4. 

t.  2.  3. 

llexakisoctaeder 

6. 

0.  1.  2 

Tetrakiskexaeder 

t.  2.  4 

0.  1.  3 

2. 

t.  3.  3 

Triakisoctaeder 

0.  2.  3 

4. 

1.3.5' 

llexakisoctaeder 

1. 

1.  1.  1 

Octaeder 

2. 

2.  3.  3 

Triakisoctaedor 

&. 

A-  ' 2 

Trapezicositetraeder 

2.  3.  4? 

i . i : 3 

3.  5.  11 

m 

# 
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Xebcn  den  vorstchenden  Notizen,  welche  die  in  der  Anzeigc  von  Snui,a  Untersuchungcn  der  ter- 
niren  Formen  gegebenen  Gcaichtspunkte  theilweise  Veiter  entwickeln,  sind  in  der  tlandschrift  mehre  eigne 
mit  ei  nem  achtifllligen  RxiciuraBACH^chcn  l*heodolithen  ausgefuhrtc  Cry»talline»*ungcn  aufgezeichnet.  Die 
cinzelnen  Protokollo  enthaltcn  da*  jedesmalige  Datum  der  Beobnchtung,  «roraus  zu  eraehen  ist,  <Ws  diese 
Untersuchung  dem  Monat  Juli  183!  angchdrt. 

Au»  der  Theorie  der  indifferenten  temftren  quadratischen  Formen  findet  *ich  im  handschriftlfchen 
Xachloa*  nur  der  fulgende t wahrscheinlich  in  der  Zeit  der  Ausarbcitung  der  Disqu.  Arr.  aufgezeichnete 
LehrsaU 


'Omne*  transformatione»  formae  ternariae 


in  se  ipsam  exhibentur  per  formulam 


\o,  e»  o/ 


— 7& 

«7 — j(aa-F4& — Kl—  77) 


aS + 7S 

J (na  + 77  — C6  — io) 

|(«a-FCC  + 77  4-^) 


acceptis  a,  6,  7,  ita  et  fiat  — $7  -=  1.’ 

> • 

Es  enUtehen  nemlich  nile  Transfottnationen , in  denen  die  neun  Coefficivntvn  ganxe  Zahlen  sind, 
wenn  fftr  a,  6,  7,  0 sowohl  alie  die  der  Bedingungsgleichung  genOgenden  ganzen  Zahlen  und  zaar  zwei 
gerade  und  zwei  ungerade  gesetxt  werden,  ais  auch  alie  die  ungeraden  Vielfache  von  ♦ welche  dieitelbe 
Bedingungsgleichung  a*  — 67  = I erfullen. 


o 


* 


» 


% 


n 
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Zu  8eite3o0.  Chaux  carbonat£e  equiaxe,  inverse,  contrastante  und  mixte  situi  die  von  Hior  (Trait£ 
de  Mincralogie  iaai  Tome  II  pag.  132,  1J7)  gebruuchtcn  Benennungcn. 

Die  Tafel  der  Transformationen  der  Form  enth&lt  in  der  ersten  Verticalreihe  die  Cofffi- 

cientcn  der  Substitution , in  der  xweiten  die  dadurch  entsfandene  neue  Form,  in  der  dritten  die  der  letz- 
tem  Form  enUprechende  primitive , wenn  diese  nicht  telbst  *chon  eine  solche  Ut,  und  in  der  vierten  deren 
Adjuncta. 

ScHKBIHO. 
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ZUR  THEORIE  DER  BIQUADRATlSCIIEN  RESTE. 


[1.] 

# 

i.  . 

Wir  erweiteru  das  Gebiet  der  hfihem  Arithmetik,  indem  wir  darin  auch  die 
imagin&refn  Grftssen  aufnehmen.  Rei  der  gegeirwilrtigcn  Untersuchung  nennen 
wir  eine  gan/e  imaginare  Zuhl  jede  Grosse  x-j-iy,  wenn  x,  y reelle  ganze  Zah- 
len  sind.  ' ■» 


3. 

Die  uncndliclie  An/alil  imaginiircr  ganzer  Zahlen  lasst  sich  am  bequem- 
sten  durch  Punkte  in  einer  unbegreuzten  Ebene  sjnnlich  darstellen;  wir  nennen 
sclilechthin  denjenigcn  Punkt,  dcssen  Abscisse  x,  die  Ordinate  y ist,  den  Punkt 
x-|-ijr,  alie  Punkte,  die  ganze  Zahlen  vorstellcn , sollen  Ganzepunkte  heissen. 

3 

Um  etwas  bestimmtes  festzusetzen.  sollen  die  Abscissen  inimer  auf  der  lin- 
ken  Seite  positiv,  die  Ordinaten  oben  positiv  sein. 

• 4. 

Die  geradc  Linie  von-dem  Punkte  x~\-iy  zu  dem  Punkte  x'-j-  iy'  gezogen 
soli  schlechtweg  dife  gerade  Linie  (x-f-iy,  sc-\riy)  heissen,  wir  netunen  dabei 
zugleich,  insofem  es  darauf  ankommt , auf  die  Richtung  Rflcksicht  und  unter- 
scheiden  also  die  gerade  Linie  x iy , x'+  iy'  von  der  x’+  i_y',  x + ,y 

40 
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5. 

Der  Kflrze  wegeu  wollen  wir  imaginare  Grfissen  wie  x + auch  durch 
einen  einzigen  Rnelistaben  bezeichnen , wie  z. 

6. 

Die  Figar,  welche  durch  die  geraden  Linien  zz,  zz ",  zz”, . . z”,  z”z  be- 

grenzt  wird,  nennen  wir  schlechtweg  die  Figur  zz'z"z"'.  . z "Wir  schliessen  da- 
bei  den  Fall  nicht  aus,  wo  etwa  cinige  dieser  Linien  einander  sebneiden. 

7. 

Durch  S [z, z,  z" . . . z* ) bezeichnen  wir  allgeniein  die  Summe  von  so  vielen 
rcellen  ganzen  Zahlen , ais  Ganzepunkte  innerhalb  der  Figur  liegen , indem  wir 
far  jeden  Punkt,  um  den  die  Grenzlinie  der  Figur  einmal,  zweimal.  dreimal  u.s.w. 
herumgehi,  dic  Zahl  +1,  + 2,  +3  etc.  setzen;  die  obern  Zeichen  gelten,  wenn 
die  Grenzlinie  den  Punkt  so  umgibt , dass  dieser  auf  der  rechten  Scite  der  Figur 
liegt,  die  unteru  ira  entgegengesetzfcen  Fall.  Schneideu  sieh  also  keine  Seiten  der 
Figur,  so  ist  S(z,z',z" . .)  schlechthin  die  Anzalil  der  Punkte  innerhalb  der  Figur, 
positiv  oder  negativ  genomroen. 


8. 

Offenbar  ist  immer 

S{z,z',z".  ..*")=!  sp, z’,z~. . . zn,z)  = S!z",z\  . z')  etc. 

= — S{z",  r"-'  . . z",z,z)  = — . . i'.z,zT)  etc. 

9, 

Wie  es  hiebei  mit  den  auf  der  Grenzlinie  selbst  liegenden  Punktcn  gehalten 
werden  soli,  muss  noch  naher  bestimmt  .werdan.  Es  gibt  viele  Fitlle,  wo  auf  der 
Grenzlinie  gar  keine  ganze  Punkte  liegen  konnen:  dann  ist  keine  Bestimmung 
nothig.  Liegen  aber  auf  der  Grenzlinie  zz'  solche  Punkte,  so  zeigen  wir  durch 
ein  zwischen  z und  z cingcschobcnes  -f-  an . dass  diese  Punkte  so  betrachtet 
werdeii  sollen , ais  litgen  sie  rechts  von  der  Grenzlinie , so  wie  durch  ein  — , ais 
l&gen  sie  links.  Auoh  werden  wir  wol  ein  0 oder  F einachieben , wodurch  an- 
gedeutet  werden  soli,  dass  sie  gar  nicht  oder  nur  mit  dem  halben  "Werthe  auf  je- 
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der  Seite  in  Betracht  gezogen  werden  sollen.  Falis  einer  oder  dor  andere  der 
Punkte  z,  z,  z etc.  sclbst  ein  Ganzepunkt,  so  wird  er,  wo  nicht  ausdrflcklich 
das  Gegentheil  gesagt  wird,  gar  nicht  mitgezShlt,  ais  insofern  er  zugleich  etwa  ais 
Nicht-Eckpunkt  auch  in  Betracht  kommt. 


10. 

Lehrs&tze.  Wenn  alie  z,  z',  z"  etc.  unr  eine  und  dieselbe  Ganzezahl  ver- 
mehrt  werden,  so  bleibt  das  »S  ungeiindert. 

Wenn  * in  — » und  jedes  Bindezeichen  ins  entgcgertgesetzte  verwandelt 
wird,  so  andert  8 bloss  das  Zeichen. 


8(z,z',»\  .z")  = S[z,u,u.  .tt",r,r",rn)  — S{z,u,u'. . u".z). 

= 8{z, u.  u,  u . . u",  zm,  «"+1 . . s")  — 8{s, u, u 


wo  die  Bindezeichen  correspondiren  mfissen , aber  zwischen  den  rflckwarts  lau- 
fenden  Gliedern  entgegengesetzt  werden. 

Ist  C eine  ganze  Zahl  = o-f-ii,  so  ist,  wenn  die  gegenflberliegenden  Bin- 
dezeichen entgcgengesetzt , • 

S(z.z,  = [bx' — ay'] — [bx — ay} 


Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  bx' — ay'  selbst  eine  ganze  Zahl  ist,  diese 
fur  [bx' — ay'}  angenommen  werde,  wenn  das  Bindezeichen  zwischen  z ,und  z'-\-  J 
ist,  liingegen  1 oder  1 weniger,  wenn  dieses  Bindezeichen  — oder  k ist;  bei 
bx — ay  gilt  das  Umgekehrte. 

Uebrigens  gilt  die  Formel  nur  fflr  den  Fall , wo  a und  b keinen  gemein- 
schaftlichen  Divisor  haben ; ist  ihr  grosstcr  gemeinschaftlicher  Theiler  ==  h , so 
hat  man  dafilr  zu  nehmen 

h f^^']  - h [~p] 


•.  H. 

Wenden  wir  uns  nug  naher  zu  unserm  Gegenstande  selbst.  Wenn  f3r  den 
Modulus  m — a-\~bi  die  Zahlen  f f,  f'  etc.  so  bcschaffen  sind,  dass  sie  erst- 
lich  alie  nach  dem  Modulus  m unter  sich  iheongruent  sind,  zweitens  aber  jede 
ganze  Zahl  einer  von  ilmen  nothwendig  congruent  sein  muss,  so.nenneu  wir  den 

40  * 
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Inbcgriffder  Zahlen  /,  /*,/'  etc.  das  System  der  Primitivrestc  von  m.  Ihre  An- 
zahl  ist  iminer  -=a  aa-\-bb. 


I Si- 

Nl  an  kann  das  System  der  Primitivrestc  auf  vielfache  Ait  bilden;  die  ein- 
fachstc  ist,  die  Punkte  innerhalb  des  Quadrats  0,  tn,  (1  +i)m,  im  zu  wahlen; 
dazu  niussen  aber  noch  hinzugefiigt  wcrden 

I.  der  Punkt  odcr  die  GrOsse  0 

II.  allc  Punkte  auf  zwei  e mander  niclit  gegenflberliegenden  Grenzlinieu. 
Anstatt  auf  einer  der  4 Grenzlinien  alie  Punkte  zu  nehmen.  kann  man  sie 

aueh  auf  mehren  zugleich  nehmen. 

Diese  Auswald  dieser  Punkte  auf  den  Grenzlinien,  falis  welche  darauf  fal- 
len,  kann  auf  mehrfache  Art  geschehen,  so  dass  obigen  Bedingungen  Geniigc  ge- 
schieht.  Am  einfachsten  ist  die  folgendc  Manior. 

Man  nchme  auf  der  Grenzlinie  0 ,tn  alie  Punkte  zwischcn  0 und  1»«  inclus. 
und  auf  der  Grenzligie  fi.im  alie  Pu»kte  von  } i m bis  im  cxclusive  und  auf 
iihnliche  Art  bei  dcn  beiden  audern. 

Man  kann  diese  beiden  Manieren  so  sinnlich  darstellen 


* ' '13.  . 

Schliesst  man  von  den  Primitivpunkten  aus 

I.  Bloss  den  Punkt  0,  wenn  a gerade  und  b ungcrade  oder  umgekehrt. 

II.  Die  Punkte  0 und  4(l-j-i)m,  ,wenn  a und  b beide  ungeradc. 

III.  Die  vier  Punkte  0,  | m,  ( 1 — |—  i ) m , j-im,  wenn  a und  b beide  gerade. 
so  nennen  wir  die  ubrigbleibenden  eigentliclie  Primitivpunkte,  die  ausgeschlosse- 
nen  nneigentliche.  Die  Anzalil  von  jeneu  ist  also 

im  Fali  I = aa-\-bb  — L. 

II-  *=  aa-\-bh  — 2- 
III  «a-J-.M  — 4 

also  immer  dutcli  4 theilbar,-  . * 
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14. 

Diese  eigentliclien  Primitivpunkte  lassen  .sich  in  I Classen  F,  F\  F\  F"' 

theilen . so  dass  *-.••• 

• 

» F = F'  iF'  F"  iF"=F " »F'"=:F 

— F=F”  — F=F”  F’  = F F"'=F' 

— iF  = F"  — iF'  — F — iF"  = F'  . — »F"'=F" 

Hiebei  findet  nun  folgendcs  hfichst  wichtige  Theorem  statt. 

Es  sei  M eine  /ahl,  welche  mit  m keinen  Factor  gemein'  liat.  Von  dcn 
Zalilen  M F gehorcn  in  die  Classe  F eine  Anzahl  von  » 

' F'  n' 

F’  ‘ J n 

f”  * »”  • ; 

und  der  kleinste  Rest  von  «’+  2 n"-\-  3 n”'  nach  dem  Modulus  4 sei  = JV,  also  N 
ciner  der  4 Zahlen  0,  1,  2.  3 gleich:  untcr  dieser  Voraussetzung  ist  N unab- 
hSngig  von  der  Art  der  Vcrtheilupg  der  Primitivreste  in  Classen.  Wir  nennen 
ilm  den  Decident  des  biquadratischen  VerhS.ltnisses  der  Zahl,  Af  zu  m. 


. IS. 

Die  einfachste  Art  der  Vertheilung  ist  allerdings  folgeude 


Inzwischen  kann  in  speciellen  Fallen  eine  andere  Vertheilung  voatheilhafter  sein. 

‘ . v 

• . , I , ^ 

. I*.'/* 

1 * 

. . • >6-  .•  : 

Sind  ff>r  etc.  die  sfimmtliclien  Primitivreste  des  Modulus  m,  so  ist 


Digitized  by  Google 


318 


NACIILASS. 


z'+'. 

1 m ‘ 

'+£- 

etc.) 

+ S(*+m  ' 

«'+£, 

1 m 

*'+£; 

etc.) 

+ *«»+£. 

z'+'~, 

1 m 

*"+£■ 

etc.) 

+ etc. 

= S{m  3,  ms. 

a:’,  etc.) 

17. 

Thetrie  des  biquadratiscke*  Restes  1 i. 


Der  Modulus  soli  mit  dem  Reste  keinen  Theiler  gemein  haben,  wir  nehmen 
also  an,  dass  von  den  Zahlcn  a und  b die  eine  gerade,  dic  andere  ungerade  sei. 
Die  Vertheilung  der  eigentlicheb  Primitivreste  in  die  vier  Classen  stellt  folgendes 
Schema  vor  ’ 


Zu  n sind  zu  rechnen  alie  Zahlen  auf 
det  lanie  0 . . . f m 
Zu  n'  alie  Zahlen  auf 

, > der  Linie  0 : ■. . + 

Zu  n"  aBe  Zahlen  innerhalb 

des  Dreiecka  f m,  m, 

Zu  nm  alie  Zahlen  innerhalb 

des  Dreiedks  0,  { m, 
und  ausserdddfflffe  Zahlen  auf 

dtrUiie  (l  + i»)»»  - 


Anzahl  = g 
Anzahl  — g 
Anzahl  = h 
Anzahl  = A' 
Anzahl  = g" 


Man  hat  immex  /+/  =sg,  aa+bh  — p,  i{p  — l)  — g +/+/+  A + A' 
Der  Decident  iit  alio-  • - .• 
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D = S(0f+),  {m.  (i+l») »•(_)) + !(/»— 1)+2/ 

Man  nehme  nun  an , dass  fflr  den  Modulus  m 1 + » 

g flbergehe  in  G 
9 G' 

9 G" 

h H 

A'  H' 

80  hat  man 

AS(0(+)>  1«.  (++4-1 »)m(_j) 

= 4-  s(0(+.)*  (4  4- !»)»»•  (14-4  ')m +*'(-)) 

— ®(°(+)’  !*"•  1*» 4- 14- +*(—)) 

(14-1»')»».  (+4-+»')«4-‘.  1 »»4-14-1») 

Das  letzte  dieser  8 ist 

— [+(a— 6)]—  [1«]  — S((14-l»)m,  |m,  1»4-1— 1») 
wenn  a ungerade  oder  gerade 

— [l(o  — A)]  [l o]  — S( — 1+1*.  1”»  — 4 +1».  4***4“*) 

= [l(“ — A)]  — 4<,]4-S'(0(+).  lm- 1*  4*14-1' »(_)) 

— S(0(+),  (14-1»)*».  (l4-l*)»»4-*(_)) 

Also 

&D  = — [!(«— A)]4-[+o]-}-2fi((o{+),  (14-1»)»».  (14-1*)*»4-*(-))4-«4-A4-i 

— 2 8(0  4 m,  1»  4*  14-1  •"(—))  — a/4*  2 G' 

Die  Bindezeichen  gelten  alie  fftr  den  Fall,  wo  o — A positiv  ist,  sonst  nimmt 
man  die  entgegengesetzten. 

Wir  zerlegen  femer  S(0(+j,  (1+1»’)*».  (l  + l»)*»+*(_ ))  »n 

S(oM,  (14-1»)»».  (4 4-1*») 4“ !»{-)) 

4-[l(a  — A)] — [l(a  — A)]  , 

— ®((14-l»)»»(-)>  (1-41»)*».  (14-1*)*»  4*(+)) 


Digitized  by  Google 


320 


NACHbAftS. 


» 


Der  letzte  Theil 

— 1 — + ( — + — "t"  1 *•  ( — i — i»)w  + +(+))  m 

— — ®( — 1 — i *(_)•  (I  + i * } m — t — i *•  (i  + l*)m  — l{+\) 

— — S( — f — f *(+).  — H i * ) m — i — d*.  (i  + 1 *’) m — ® 

— ®(°(+y  (H”iOw»  (l +iOm_+"i*{-)) 

— S(0(+),  } »»,  5 m -r  | -f-  J '(-))  9 — ® 

Dadurch  wird  also 

AD  = -}-[+(« — A)]-)-[|a]  — iS( — i — } 1 + 1 •«» — \ — $*•  (1  — 1 (— )) 

— 2[t(a  — 6)]  + a + 6+l 

Ftir  den  Fall  der  Vermehrung  des  Modulus  um  1 — »,  — 1+»,  — 1 — » ist 
keine  besondere  Untersuchung  notlrig,  weil  offenbar  die  Moduli  m,  itn,  — m,  — i ut 
gleicbe  Decidenteu  haben.  Wir  haben  alsa  folgeude  LehrsStze : 


Ist  der  Decident  des  Modulus  a -f-  i i,  = D $o  sind  die  Deeidenten  von 


■+t+P+i)tjl>+«+*+l-H*«]  +[!(«•—*)]  — *[*<«—  *)] 

a-+-l-\-(b—i)i  D+a  — &+!  + [ — +&]  + [ — + — 2[ — t(a  + &)l 
a — 1 -)-(6+1)i  | D — + +[f{«  + i)]  — 2[^(a  + A)] 

a — 1 + (i—  !)•  I D— a—  &+!  + [— +«]-)-[* (6 — «)]  — 2fi(6— a)] 


Hieraus  ferner 


«+2+j,-  |D-2=S=S+a[*«]  — ap=^|— *[==5=S] 

a-2  + bi  I D4-^+i+2[-ia]-2[4-=-B]-2[^±^] 


oder  insofem  a un- 
gerade  ist 
6 — a — i 
i 


D+‘ 
D 


a + (6+2)« 

a-\-(b—‘2)i 


D- 

D- 


_o+^=1_^2[]b]  _2C-±^-2p=5=*l 

-+r-{b} — ]■ — 2 £=*=!} 


D + 


O b — 3 


fl  + 6+  i 


«*  + 2 + 4"  2) » 
( i 2 -j—  (6  — 2)  i 

d — 2 — f-  (b  — |—  2)  i 
a — 2-j-  [b  — 2)« 


2a—  fe  + l + D oder  D-\-b — 1 
— a—  26-H-t-Z)  D+a  — 1 

a-(- 264'1+D  D — a — d 

~r  2a-f-  6-f-l-}—  D D — b — 1 
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a + 4+5» 

D — {—  a -j-  6 a — f-  8 -|—  6 i | D +-  2 

«+{*-f  <)» 

D — a+6 

a — 4 — J—  6* 

D — a — 6 

a + (6  — 4)  t 

D+a  — 6 

a+4+(6+4)< 

D+26 

a + 4 +(6 — 4)t 

D+2a 

a — 4 + (6+4)i 

I>+2a 

a — 4+(6  — 4)» 

Z>+26 

321 


Das  Resultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  jst  also  folgendes: 

Fttr  den  Modulus  m = a + 6i,  wo  a ungerade  b geradc,  wird 

— aa  + 2a6+66 — 86+1)  (und  wenn  a +6«  = l+(2+2i)(a+6i)) 
oder  }(—  aa+2a6 — 366+t)  ==  — (a  — 6)* — 6 
D — J(+aa  + 2a6 — 66 — 85  — 1)  oder  £(+aa+2a6+366 — 1) 

D — — | (—d  a-|-  2d6*j"  66+1)  — 6 ot  u — [-*  2 ? — — 6 -|-  (ct— 6)* 

D—~ = { (+oa  + 2a6 — 66 — 1)  = a + ao — 2 a 6 — 1>6  = — « — (a+6)1 
Di  = |«6 

= Kaa  + 66— t) 

= J (aa+66  — 1) 


Allgemeines  Theorem  Uber  die  Decidenten. 

Es  seien  A,  B , C etc.  ungleichc  (unger.  imag.)  Primzahlen,  deren  keiue 
die  Zalil  M misst:  alsdann  ist 

= «D* +«Dr +t*?- + etc- 

D M 

Jfl( = i -+«  mod.  (a+6»)  wenn  a+6i  eine  Priinzuhi 
D'^-  — +— aa+2a6 — 366+1)  :*=  — J (3(a— 6)+l )(«— 6+1)  wenn  a = } 

D~  = 4(+aa+2a6+356  — 1) 

= i(— aa+2a6+66+l)  = |(«  — 6!+l)(a  — 6+3)  wenn  a = + l 

= t(+aa  + 2a6-66_l) 

4] 
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Allgemein  » ==  1 mod.  1,1  + i) 

ili 

,)(W«_|)  _ 


J)l±i  — __ p.  Real.  0±0(^)  _ Qopff.  im_  "*-i. 
m 10  8 + S i 


D‘ 


= +P.  ReaL  m = Cooff.  im.  — 

1 18  8 — 81 


1 -)-»■  (mod.  10) 


b 

2 4 


3 3 0 
3 0 2 
2 0 


$ 10  12  14« 

-- 


1 1 


7 2 0 3 


9 

11 


1 1 


1 1 


13  | £ 

15 


> ' 

• V ‘i- 


;<n*r 


i i 

3 0 

0 2 
0 3 

3 3 

1 1 2 
4^  0 


1 1 
3 0 


, s' 

Theorie  des  biquldfatifchen  Restes  — t — 2 i. 

Der  Modulus  — m — a -\-b  i soli  so  beschaffen  scia,  dass  a uageradc, 
b gerade;  auch  setzen  wir  voraus,  dass  dersclbc  eine  1’rimzalil  sei. 

Der  Decident  wird  durch  folgende  Schemata  vorgQstellt,  von  deren  Identitat 
man  sich  leicht  dberzeugt : 


rr 


f 


Der  Kllrze  wegen  bezeichnen  wir  S(x,  x -f-  a,  x-\-a-\-f>,  x +6)  durcli 

[x,  o,  6]  so  dass  . . . 

«i 

[*,  a,  0]  = — [*,  0.  aJ  = 0,  — aj.  — — [•*  + <*•  — a.  6] 

= [j:  + a+f>.  — — 6]  = t-  [i»— (— ci— 6,  — 6,  — o] 

Setzt  man  ferner 


— a — 2b 


-i+ld 


»=  Q 


Digitized  by  Google 


Zl'S  THEORIE  DES  MQtLA WLATISCIIKN  RESTE.  I.  323 

• * 

so  besteht  der  Decident  aus  folgenden  acht  Theilen  . 

I = [0.  J,  ^iQ} 

— 211  '=S  — 2[0,  f,  Q] 

. . m =+[Q,  f — i Q]  . 

. s IV  =+[—  iQ.  h Q] 

-3V  = -3 [Q,  f Qj 

— 3VI  = — 3[2Q,  I,  — iQ] 

-)-2VH  = — }—  2 [(1  — t)  Q,  },  Q] 

4-  \ m = 4-  [o,  4.  i • *•! 


Ljt  F indefinite  ein  Elemcntarrest  des  Modulus  — 1 — ? »,  so  hat  man 

4 vi 


S[2Fg,  4.  * Q]  ==  [Oflrfrjt—  ».  *»'«]. 


*,  T-t  ti 

Setzt  man  also  fttr  F.  0,  1,  «,  — i,  — i so  hat  man 

‘ V V « .34** 

o=  [0,  I,  iQ]  ?=IX 

+[2Q,  b iQ]t  =X 

+ [2tQ,  },  iQ]  = XI 

+[ — 2 Q.  1.  » Q]  = XII 
+ [— 2<Q.  »Q]  = XIII 

— [0.  — 4 — i,  4«»]  = — XIV 


Man  setze  dies  zu  dem  vorigen  Werth  des  Decident  hinzu.  Aus  dieser  Vereini- 
gung  fliessen  folgende  Resultate. 

(t)  Da  ( 1 -f-  2 • ) Q — -J-  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird 

XI  = [— Q — I.  J,  iQ]  = -[-Q/ -4.  iQ)  = -[<W. -iQj  . 
also  III 4-  XI  = 0 


(2)  Wir  ziehen  zusammen  IV, — 3V,  X.  XIII  auf  folgende  Weise 

IV  =+[-2Q+4-.-,  4,  Q]  =[-2.Q— 4.  #»  iQ] 

V = -[2Q..+4.  - Q]  = - [—  2 « Q,  — A i,  «QJ 
X = [4r*Q  — it.  i,  iQ] 

= [— «Q+Ji.  -J.  — tQ  = [-2.Q-4  + I»,  f,  «Qj 
XIII  = [■—  2 i Q,  h iQ] 

41  * 


t 
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r 

. t 


Also  die  ganze  Ausbeitfe  aus  diesen  Theilen 

+ R (-  2 1-  Q)  - i ?(-<«)-  - a,,4-  ip * Q) 

Uuadr.  * 

(3)  I, — 211, — 3 VI,  4-2  VII,  +IX,  4-XII  zusummengezoRcn  geben  fol- 

«”4“  itSjS  r- 

U = — .0]  . - . 

VI  = [»Q-*.\  *.  - iQ}=  [*— H -*.  iQ}= 

VII  = [-  Q-*i,  *.  Q)  = f-i+fi  - i — Q]  - [- 

IX  = [0,  -*»-« Q]  jc-i  ^ 

xn= [-»Q+i.\  *, « q]  = ti+iV-l.  _ 

= +4l  — 4 II — 4VI  + 4XII  * A . 

— /(*»')+/(—  »'Q+t*)-h/o  — /(—  .Q)  — 1»0  + 2«(—  i«) 
4-2Quadr.  ( — iQ  + H-t1’) 

= 4 1 — 4 II  — 4 VI  -|-  4 XII 

+ fl(_l_2{)Q-IJ(-2.Q)  — J(-.Q)  + 2fl(-«Q) 

+ 2Quadr.  ( — 2i'Q4-I  + I») 

Dies  Alles  zusammen  gibt  folglich 

+ 41  — 411—  4V  — 4VI-f-4XU++{«  — 1)  — +6 

4-Quadr.( — 2t'Q-{-I — Ii)-(-2  Quad*.  (—  2iQ-|-H-l  i)— Quadr.  (—  2»Q—  |+J-») 

Endlieh  gibt  VIII  — XIV  = *(«  — 1)  + 1 b 

Also  da  die  diei  Quadrattheile  dem  Decident  von  zzfz~i~-  gleich  sind,  so  wird 

W.  /.  B.  W. 


Dec.  + — — = a — 1 + Dec. 


Wahrscheinlich  wird  der  Beweis  noch  sehr  dadurch  vereinfacht  wcrdcn  komien,  dass 


Dec. 


i + i<  _ 


= -#M" 
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Durch  Induction  ist  folgendes  gefunden 

a — 1 ^,od 

* « ■ + b • - 1 (mod  2-1-2»  ; 

Hiermit  Iteht  Folgendes  in  Verbindung: 

1:1  aa -1- 6 b — p (Primzahl)  « = 1 (mod.  -i)  ■ ' 

' k» 

. • 1.2.3 .,-J  (/»  — !)  = a mod.  P 

i (/>+•*)•  i(/>+?)  i*  ■ » 0' — o = ® 

f(/,+  ,)-i(/'  + 3)*;,-  '0^  T 

l(3»  + 0 / ...  />  — 1 32  6 > 


Es 


▼r 


a = 8,  6 = y , w 


•j- 


« = —8,  6 = 


,enn  J 6 gerade 
-y  wenn  J b ungerade 
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4 -aS  = 


t. 


+ 66  = 15.  = 2<i,  ~t  = \'a,  (6(1  — a6)  = ya 


F.s  wird  dcmuach  nur  darauf  ankommen  die  Decidenten  bei  rcellen  Resten  zu 
bestimmen’ 


a1**. h1'""  = 1 (mod. («a +66))  si  a = 1 (mod. 4)  6 par  aa+ 66  primus 

Will  man  bloss  mit  reellen  Zalilen  zu  thun  haben,  so  kommt  cs  auf  folgendes 
llaupttheorem  an.  Es  sei  a — 1 durch  4,  6 durch  2 theilbar;  'a  und  6 ohne 
gemeinschaftlichen  Divisor,  * bedeute  die  Z&hlen  I,  2,  3 . ..  aa  + 66 — t. 

Es  sei 

a die  Zahl  aller  Werthe  von  k,  \vo  die  kleinsten 

Reste  von  ak,  bk,  aak,  abk  alie  zwischen  0 und  Jfna  + 66)  liegeu 

6 ak,  bk,  aak,  — abk 

y ak,  bk,  — aak,  — abk 

C,  ak,  bk,  — aak,  abk 

* * ’ • • 

alsdanu  ist  6+2y  + 3c — J [a a — 1)  durch  4 theilbar. 


* 


It 
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VORBEREITUNGEN  ZUR  ALLGKMEINEN  THEORIE 
DER  BIQUADRATISCHEN  RESTE, 


(*■) 

Es  sei  P — x-\-iy,  wo  weder  ,r  noch  y eine  ganze  Zahl  ist.  Wir  bczeich- 
nen  die  Zahl  +1  durch  LF,  L'P,  LT,  L"T,  je  nachdem  P im  erftexx.  zwei- 
ten,  drittcn  oder  vierten  Qradranten  liegt  (im  crsten  und  zweiten  Quadranten  ist 
[y]  gerade . im  dritten  und  vierten  ungeradc ; im  ersten  und  vierten  ist  [*]  ge- 
rade,  im  zweiten  und  dritten  ungerade).  In  allen  Filllen,  wo  diese  Zeiclxen  nicht 
= 1 sind,  werdcn  sie  = 0 vorausgesetzt.  Man  hat  dann  folgende  24  Relationen 


L(P±  1)  = L'P 
L'{P±  1)  = LP 
L"{P±\)  = LT 
V{P±l)  = L"P 


L(P±i ) =L"T 
L'(P±i)  = LT 
V{P±i)  = IIP 
L~{P±i)  = LP 


L{P±l±i)  = UP 

r(P±i±»)  = vp 

Z,"(P±l±»)  — LP 
V(P±l±i)  = LT  . 


LiP  — LT 
LiP  = LP 
Vi  P — LP  . 
ViP  = LT 


L(—  P)  = LP 
L'( — P)  = LT 
L"( — P)  = LP 
Lm{ — P)  =r  LP 


L(—iP)  — LP 
L'( — *P)  = LT 
V{ — iP)  = LP 
V{—iP)  = LP 


(*•) 

Durch  PP'  oder  : bezeiohnen  wir  eine  Linie,  die  von  P aniangt  und  in 
P'  endigt.  Sic  braucht  nicht  gerade  zu  sein.  Wir  legen  allen  geraden  Linien 
von  2x-p  2 iy  naclx  2.r-(-  (2y-(- 1)  i gczogen  (wo  <r,y  indefinite  alie  ganzen  Zah- 
len  bedeuten)  eine  positive  und  eine  negative  Scite  bei;  fur  jene  wiihlen  wir  die 
rechte,  fur  diese  die  linke.  Durch  T ; bezeiclxnen  wir  dic  Anzalil  aller  Schnitte 
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der  lanie  z mit  den  eben  gedachten  Linien,  ais  positiv  gez&hlt  diejenigen,  wo  z 
von  der  negativeu  Seitc  auf  die  positive  Ubergeht,  ais  negativ  die  andem.  Fer- 
ncr  setzen  wir 


Tz—  T(z—i)  = Sz 


(s  — 1 ist  eineder  z parallele  lanie,  die  von  dem  Punkte  P — 1 nach  P' — 1 geht). 
Offenbar  brauchen  wir  nur  dem  obeli  gedachten  System  von  Linien  nock  die  von 
nach  2 j?— (— I — (— (2^  — |— 1 )*  gezognen  beizuftigen  und  deren  linke  Sei- 
ten  positiv  und  die  reehten  ais  negativ  zu  betraehten  um  in  Sr  die  Anzahl  aller 
Schnitte  von  z mit  diesem  zweifaehen  System  von  Geraden  zu  erkcnnen.  Wir 
haben  nun  fenier 


» • a 

T(-z)  = ~T(z+i)  * 

r(2)+r(*+»)  = M-[^’] 

S(z+l)=-8z 

S(z+i)  = — 8t  + LP+LmP— LP  — L“P' 
S(s+l+i)  = Sz—LP—LT+LF+VP' 
Siz  = Sz  — LP+LP' 

S{—z)  = Sz  — LP—  IPP+  L P'+  LP' 
S{—iz)=  Sz+LP—LP' 


t. 

Wir  betraehten  in  der  Ebene  zwei  Gattungcn  von  Punkten;  eiumal  die,  de- 
ncn  ganze  Zahlen  entspreclien ; dann  diejenigen,  welche  durch  Producte  aus  gan- 
zen  Zahlen  in  die  Gr6ssc  Q = bestimmt  werden.  Wir  kfinnen  dieselben 
durch  dic  Bonennungen  Punkte  der  ersfen  und  Punkte  der  zweiten  Ordnung  un- 
terscheiden. 


2. 

Indem  wir  jeden  Punkt  der  zweiten  OrdnUng  mit  seinen  vier  Nachbam 
durch  gerade  Linien  verbinden,  die  wir  Ligaturen  nennen  werden,  theilt  sich  die 
ganze  Ebene  in  unendlich  vielo  Quadrate.  Die  Punkte  der  ersten  Ordnung  lic- 
gen  theils  innerhalb  dieser  Quadrate,  theils  auf  den  Ligaturen  innerhalb  der  Gren- 
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zea  derselben,  theils  anf  den  Grenaen  der  Ligaturen . das  letzte,  wenn  sie  zugleich 
Punkte  der  zweiten  Orduung  sind.  Ist  k Q ein  solcher  1’uakt,  so  nause  insofern 
m,  M ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  und  beide  ungerade  sind,  k durch  M 
theilbar  sein. 


3. 

Bei  den  Ligaturen  konnen  wir  zugleich  cinen  Unterschied  zwisfchen  dem 
Anfangspuukte  und  Endpunkte  maehen,  also  P Q von  QP  unterscheiden,  oder 
auch  in  einigen  Fallcn  diesen  Unterschied  bei  Seite  setzen  Wir  nennen  zwei 
solche  Ligaturen  entgegengesetzte.  Bezeichnen  konnen  wir  Qberhaupt  am  be- 
quemsten  die  1 .igaturen  durch  ihren  Anfangs-  und  Endpunkt,  die  man  allepfalls 
in  eine  Klammer  einschliessen  mag.  Eincr  Ligatur  entgegengesetzte  aoll  durch 
das  doppelte  Ueberstreichen  angedeutet  werden  QP  — PQ. 

4. 

Jedes  der  gedachten  Quadrate  wird  von  vier  solchen  Ligaturen  eingeschlossen 

|AQ,(*+1)Q|,  j(*+l)Q.(A:+l+»}Q|,  { (*-{- 1 -h») Q, Q J , j(*-H)Q. kQ\ ...Q 

denen  es  zur  rechten  liegt.  Es  ist  wiclitig  hiebei  auf  dic  Form  der  Zahl  k zu 
sehen,  und  wir  unterscheiden  in  dieser  Bezichung  viererlei  Quadrate,  je  nachdcm 
£==  0,  1,  1+i,  » (mod.  2)  ist,  und  bedienen  uns  dann  der  Zahleu  0,  1,  2,  3,  die 
wir  resp.  die  Lntensoren  der  Quadrate  nennen. 

5. 

Den  Ligaturen  legen  wir  dieselben  lntensoren  bei , welche  die  ihnen  zur 
rechten  liegenden  Quadrate  haben. 


6. 

Wir  haben  nun  ein  anderes  grSsseres  Quadrat  0'  zu  betrachtcn , nemlich 
dasjenige,  welches  entsteht,  wenn  das  in  4 angezeigte  fur  k = 0,  init  M mul- 
tiplicirt  wird : dies  wird  also  durch  die  geraden  Liuien  p,  p’,  p",  p"'  begrenzt 

>0,  1 m),  |fm,  J-(l+»)«),  jf  (t  + i)w,  }iw|,  (iim,  0{ 

Es  besteht  aus  ganzen  Quadraten  Q und  Stucken  solcher  Quadrate;  man  zahlc 
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i*  ' 


alie  Punkte  der  ersten  Ordnung  innerhalb  desselben  zuwimmcn  , indem  m6n  fflr 
jeden  Punkt  den  Intensor  des  Quadrats  Q,  worin  er  liegt,  nimnit,  diese  Summe 
oder  deren  kleinster  Ilest  nach  dem  Modulus  4 heisst  der  Decident  von  M filr 
den  Modulus  m,  und  bostimmt  die  biquadratische  Modalitat  von  M inBezichung 
auf  diesen  Modulus. 


i.  i 

Wir  zerlegen  das  Quadrat  11'  in  5 Stflcke  auf  folgende  Art.  Man  verbinde 
den  Punkt  0 mit  | ( 1 -)- i ) (m — I)  durch  die  Linie  X,  dic  durch  lauter  l.igaturen  ' 

innerhalb  Q'  gehe.  Es  sei 

= 1(1  — f-  *’)*»*  — X = X",  \im  — iX  = X” 

diese  4 Linien  gehen  also  von  den  Ecken  des  Quadrats  aus  ins  Innere  und 
endigen  sich  an  den  vier  Ecken  des  innersten  Quadrats,  desseu  Intensor  0 sein 
wird,  wenn  m = 1 (mod.  2 -(-2 i);  die  Ligaturen  dieses  Quadrats  seien  v,  v,  v",  v". 

Die  5 Stflcke  werden  also  begronzt  sein 

I.  ...  (A.  X\  v,  X 

•II.  . . . ji,  X",  7,  X' 
m (*’,  x",  7,  r 

IV.  . . . (T,  X.  v”,  X~ 

V.  das  innere  Quadrat  v,  v'.  v”,  v” 

Der  Decident  ist  also  die  Aufzahlung  aller  Punkte  erster  Ordnung  in  I.  II.  III.  IV. 


8.  ■* 

Der  Kiirze  xvegen  soli  Intensor  irgend  eines  Punkts  der  Intensor  des  Qua- 
drats sein,  in  dem  er  liegt,  und  durch  vorgesetztes  V ausgedruckt  werden. 


Der  Decident  ist  also 


9. 


s r p + s r [♦'-f- e r 1 r r v” 

wo  P alie  Punkte  in  I.  u.  s.  w.  bedeuten. 


42 
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* 10. 

Wir  betrachten  nun  nooh  den  Kaum  VI  = — i IV,  welcher  ausserhalb 
Q'  liegt , sich  aber  durch  p an  I anschliesst  und  mit  ihm  zusammen  den  Kaum 
o>  ausmacht,  der  aus  AA-\-Bli  voUstiiudigcn  Quadraten  besteht.  Bedeutet 
11  alie  ganz&n ; II'  alie  um  |»  vermehrten  ganzen  Punkte  dieses  Rnumcs,  so 
lasst  sich  leicht  bewcisen , dass  der  Decident 

= 2YI1 — i!  Y 1 1 Anzahl  aller  ganzen  Punkte  inncrhalb  VI 

— Anzahl  aller  lialben  Punkte  innerhalb  VI. 


11. 

Man  denke  sich  von  jedem  ganzcu  Punkte  k nach  k -f- 1 « gerade  Linien 
gczogen,  deren  rcchtc  Scite  ais  positiv,  die  linke  ais  negativ  angeschen  wird.  Es 
sci  / eine  Linie,  und  SI  bczeichne  die  Summe  aller  Sehnitte  der  l mit  jenem 
System  von>  I.inien,  diejenigen  ais  positiv  angesehen,  wo  / von  der  negativen  auf 
die  positive  ubergeht,  dic  entgegengosetzten  Sehnitte  ais  negativ.  Man  hat  dann 
fiir  den  Decidenten  folgenden  Ausdruck 

wo  l alie  Ligaturen  der  Quadrate  in  u>  bedeuten  (immer  so  genommen,  dass  die 
Quadrate  ilincn  zur  rcchten  liegen)  und  wo  l'  diejenigen  Ligaturen  bedeutet,  die 
auf  dem  Umfange  der  Figur  u>  zwischcn  0 und  f m liegen,  also  ausserhalb  Q'. 
Alie  Ligaturen  l bestehen  aus 

»)*'_• 

2)  l"  dic  innerhalb  Si’  liegenden  Grenzligaturen  also  X',  v,  X. 

3)  /”  die  im  Innern  von  <«  liegen. 

Verstiinde  man  unter  l indclin.  alie  Ligaturen.  die  sich  innerhalb  u>  oder  auf  den 
Grenzen  diescr  Figur  befinden,  insofern  sie  vou  Punkten  ausgehen,  so  dass 
k durch  1 + * theilbarist,  so  wiire  der  Decident 

= Sa-Sl-S? 

wo  a = 1 fiir  alie  Ligaturen  im  Innern  von  u> 

a Y /— (—  1 fur  alie  Grenzligaturen  ausserhalb  Q',  deren  Richtung  in  der 

von  0 nach  J m gehenden  Grenze  liegt 


k 
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a — — (YX  + I)  = — Y / fflr  alie  auf  dieser  Grenze,  die  in  entgegengesetz- 
tem  Siime  laufcn 

a = Y/  fflr  alie  G ren /.ligatu  ren  inuerhalb  0'.  deren  Riehtung  auf  0 zugeht 
• a = — Y/+1  fur  alie  Grenzligaturen  innerlialb  L>',  deren  Kichtung  von  o 
abwflrts  geht. 

« • 

12. 

Wir  konnen  nun  die  sSmintlichen  vorkomtnenden  l (nach  der  let/ten  ,Ma- 
nier'  zu  zweicn  combinircn,  ncmlicli  l mit  \ m — /,  welche  wir  verbundene  Liga- 
turen  nenneu  wollen;  einc  einzige  ist  hiervon  ausgenommen,  welche  isolirt  steht 
oder  mit  ihrer  verbuudenen  Ligatur  identisch  ist,  nemlich  diejenige,  welche  von 

+ nach  1(M+I)^  lSuft 

fur  verbundene  1 .igaturen  ist  das  a immer  cinerlei. 


* ' [in.] 

THEORIE  DER  BIQUADRATISCHEN  RESTE. 


1. 

Klcinste  Reste  des  Modulus  m = a bi  heissen  die  ganzen  Zahlen 
(i  = a-j-fJt,  fur  welche  — *=  x-\-y  i so  beschaffen  ist,  dass  x und  y positiv 
und  kleiner  ais  1 sind.  Es  kommt  noch  dazu  der  ltest  0 *).  lhre  Anzahl  ist 
= aa-\-bb. 


2. 

In  sofcrri  au-\-bb  ungerade  ist.  wird  a a -\-bb  von  der  Forni  4 « — 1 
Den  kleinsten  Rest  0 ausgeschlossen,  theilen  sich  die  flbrigen  in  vier  Clas- 
/ur  ersten  Classe  f zahlen  wir  diejenigen,  wo  x utld  jt  kleiner  ais  f sind. 

*)  und  wenn  a und  b etwa  den  ffemeinschaftlichcn  Divinor  e haben,  die  Zfthlen  — , , — - . . - 

• ree  e 

Jedoch  wollen  wir  dteaen  Ftll  vorent  von  der  l ntersuchung  auswhliesven. 


sein. 

sen. 
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Man  erhSlt  alie  Reste 


dic  zweite  f wo 
drittc  f . 
vierte  f’ 


*>*.  y<\ 
•*•>*.  y>'\ 
•r<|,  y>\ 


f'  aus  »/+»• 
f aus  — /-t-(t-M)»» 
aus  — i f-\-  i m 


t 


. • 3. 

Es  sci  M eine  andere  Zahl,  die  mit  m keinen  Factor  gemein  hat,  so  wird 
Maa+bi~'  = i (mod.  m) . 

sein:  folglich  3/’11'""”1'*6  entweder  = 1,  oder  = «.  oder  = — 1,  odcr  = — i 
d.  i.  = »*,  wo  t eine  der  vier  Zahlen  0,  1,  2,  3 vorstcllt.  Im  ersten  Fall  wird 
M biquadratischer  llest  von  m sein , mithin  aucli  quadratischer.  Im  dritten  ist 
M quadratischer  aber  nicht  biquadratischer  Rest;  im  zweiten  und  vierten  sowohl 
quadratischer  ais  biquadratischer  Nichtrest.  Wir  ncnnen  dies  e , wovon  die  bi- 
quddratische  Modalitat  der  Zahl  M in  Bezichung  auf  den  Modulus  m abhangt, 
den  Dccidenten  von  M beim  Modulus  m.  Die  Induction  lehrt  folgenden  scho- 
nen  Lehrsatz.  ,,Sind  .1/  niul  m ungerade  1’rimzahlen  von  der  Form  I — (— (2— f— 2j  ) jj. 
so  dass  (i  eine  ganze  Zahl  ist,  sO  ist  die  Differeuz  der  beiden  Decidenten,  von  M 
beim  Modulus  m,  und.  von  m beim  Modulus  M entweder  — 0 oder  — 2 ; das 
erstere,  wenn  wenigstcns  eine  der  Zahlen  m,  M von  der  Korm  1 -f- 4 A*  ist;  das 
andere,  wenn  beide  von  der  Form  1+ 2t-j-4iV  sind.“  Dies  Theorem  der  Rc- 
ciprocitat  ist  dem  bei  den  Quadratischen  Resten  bei  bloss  rcellen  Zahlen  analog. 


4. 

Man  multiplicire  alie  Zalilen  f mit  M , 
nach  dem  Modulus  m.  Es  seien  darunter  a zu 


•' 


6 -f-  2 y — f-  3 C (mod.  4). 

t 


f? 

r 

8 


und  suche  deren  kleinste  Reste 
f gehSrig 

f 

r 

r 


n 
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Bcwcis.  Dor  Inbegriff  derjcnigcn  Zahlcn  aus  f,  deren  Producte  mit  M 
Reste  zu  f gehorig  geben,  sci  g\  der  Inbegriff  derjenigen,  dcrcn  Producte  Reste 
aus  f geben , sei  g' , und  ebenso  g",  gm\  so  werden  die  kleinsten  Reste  von 


— ig'M,  — g“M,  ig  "M 


alie  in  f enthalten,  und  sowohl  unter  sich  ais  von  den  kleinsten  Resten  der  Pro- 
ducte gM  verschicden  sein,  folglich  das  Product  aus  allen 

• gM,  ~rig‘M,  —g"M,  + ig"M 


dem  Producte  aller  / congruent  sein,  mithin  auch  dem  Producte  aller  g,g',g“,gm. 
Jenes  Product  ist  aber  glcich  dem  Producte  aus  allen  g,  g',g",  g"'  in 


also  dies  letzte  Product  = 1 


folglich  ' 

oder  3f.+«+7+«-s  ,•*(_ 

woraus  der  Lehrsatz  von  selbst  folgt.- 


Die  Entscheidung , ob  der  kleinste  Rest  einer  /.ahl  N nach  dem  Modulus 
m zur  Classe  /,  f,  f oder  f"'  gehure,  ist  leicht.  Ist  nemlich  u>  die  in  - ent- 
haltcne  ganze  Zahl , so  wird  jener  Rest  =N  — tom  sein,  und  also  zu  ff.f" 


gehOren,  jc  nachdcm 

, 

m 

- — to  — 

♦ 

gesetzt 

*<*.  y<\ 

% ** . 0^  t ' • 

J?>  1 • 

4i  • * r 

ist.  In  diesen  4 Fallcn 

*>i.  J^>4 
*<1. 

wird  der  Reihe  nach  die  in 

enthaltene  ganze  Zahl 

folgende  sein 

% A 

• i 

♦ 

t 

■v* 

% % • 
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2 <0  • 

2u>-f-l  • 

. 2 u>  — 1 — |—  *" 

2(0  + 1 

Hieraus  ist  klar,  dass  der  kleiustc  Rest  von  N liach  dem  Modulus  m zu  f f',  f',/" 
gehOren  werde,  je  naclidem  die  in  ~ eutlialtene  ganzc  Zahl  = £ + v gesetet 

£ gerade  tj  gerade 
i ungerade  i)  gerade 
i ungerade,  tj  ungerade 
£ gerade  »)  ungerade 


6. 

Hiernach  findet  sich  der  Decident  von  M uach  dem  Modulus  m auf  fol- 
gendc  Art.  Man  suclic  die  ganzen  Zahlen,  die  in  allen  einzelnen  ! enthaltcn 
sind.  Diesc  allgeraein  durch  x-\-yi  bezeichnet,  lasse  man  ganz  aus  der  Acht, 
diejenigen,  wo  x und  y beidc  gerade  sind,  rechne  fOr  jedc  derjenigen,  wo  x un- 
gerade und  y gerade  ist,  eius . eutnehme  fOr  jedc  deijenigen,  wo  x und  y beidc 
ungerade  sind,  zwei,  und  drei  fttr  jedc  von  denen,  wo  x gerade,  y ungerade  ist. 
Von  der  Summe  aller  dieser  Zahlen  nelime  lnan  den  kleinsten  Rest  nach  4,  wel- 
cher  der  verlangte  Decident  sein  wird.  Wir  drfickett  dies  so  aus 


■ . Dec.  — = -n 

* • m 

wo  [2  /'V]  = j-+_y  i,  « = o zu  setzen  ist  wcnn  x gerade  y gerade 

1 x ungerade  y gerade 

2 x ungerade  y ungerade 

3 x gerade  y ungerade 

Kilrze  balber  wollen  wir  n durch  die  Characteristik  « bezcichnen, 


*)  Um  xu  entscheiden , in  welche  ('lusae  M in  Bcziehung  auf  »i  gehort , wfthlt  man  diejenigen  Wer- 
Ibe  von  k (unterden  Zahlen  l,  2,  — l)  aus  wodurch  [**”  M ] gerade  wird  und  addirt  — 

Ximmt  man  k nur  bi*  \pt  so  hal  man  zu  aummiren 


-«ii^r+r^n 


fUr  diejenigen  Werthe  von  p j die  durch  l-f  i theUbttr  sind. 


% 
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. 7.  8. 

• Diese  Regel  ist  allgemein , was  fur  cine  Zahl  auch  M bedeutc.  FGr  ilcu 
Fall,  der  zuniichst  den  Gegenstand  unserer  Untersuchung  ausmachen  soli,  wo  M 
ungerade  und  von  der  Form  1 — (—  (2  -r|—  2 «)  N vorausgesetzt  wird,  ist  eine  otwas 
abgeiinderte  Vorschrift  zweckmussiger. 

Man  denke  sich  die  Zalilen  f wiederum  in  4.  Classcn  zerlcgt ; in  dic  erste 
setzt  man  die  (A),  deren'  Doppcltes  sich  auch  noch  in  f findet;  in  die  zweite  K 
zahlen  wir  die,  deren  Doppelte  2 K zu  f gehoren,  und  ebenso  A"  und  h"'  bedeu- 
ten  diejenigen,  deren  Doppelte  zu  f"  und  f"  gehoren.  Es  ist  also  der  Decident  t 

g V W * ^ i V y 2 h'M  | V 0 * A"  3/  | v ^ 2 A M 

" m ” “ *mi  ■ ~ mi  ~ “ im  t 

Den  Complexus  aller  2A  und  — 2 A"-|- (t  — (—  *) m nennen  wir  H 

den  von  allen  — i(2A' — m)  und  «{2  K" — im)  nennen  wir  H' 

H und  H'  umfassen  also  alie  f,  jene  sind  die  geraden,  diese  die  ungeraden. 
Ferncr  sind  folgende  Relationen  in  Anwendung  zu  bringen 

‘ BiN  = 1+ttJV 
H ( — N)  = 2 + H1V 
iN)  = 'i+BN 
H(JV+i)  = I—  BN 
H (iV  — (—  1 —ft-  s‘)  = 2-fBiV 
B(iV+»)  = 3 — BN 

folglich 


. „ (— *A-i+mi).l/' 

■i ii 

- lAVJf 

m 

i)  n 

m 

m 

^ (— lA"+M»{|  + 0)Jf 

2-f  e 

— 2 h"M 

_ «i™ 

rn 

m 

m 

^(lA-i+mhV 

1 —9 

'1  h"iM 

• m 

rn 

und 


Y y i A .V  __  y (—  2A1  + im  i)  .V  . y ( — iA"+w(l  + i))3/ y [1  A‘"i  + mi)  M 

m m • m m 

V ^ II M y 0 n' Jf 

m m 


♦ 
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1 


¥ 


oder 


ubi  signum  superius  accipiendum  pro  paribus  f,  inferius  pro  imparibus. 


9.  . 

Es  sci  uuu  aligcmcin  f — £ -|- 1) i.  Die  Zahlen  £,  r,  sind  dureli  die  Bedin- 
gung.  dass  f ein  kleinster  Rest  von  m sein,  oder  — .r-f-.y»  gesetzt,  x und  y 
zwischen  den  Grenzcn  0 und  j liegen  mflssen,  inucrhalb  gewisser  Grenzen  be- 
schr&nkt , wofilr  sicli  durch  Unterscheidung  der  verscbiedenen  Fftlle  leiclit  be- 
stimmte  Regelu  goben  liessen.  Ertheilcn  wir  rj  einen  bestimmtcn  Werth,  so  wird 
wiederum  £ seine  bestimmten  Grenzen  haben.  Z.  B.  wenn  wir  annehmen.  dass 
u negativ , b positiv  ist . so  muss  , da 


„ ai  + bT, 

aa-\-bh 

_ «i(-  bi 

& aa-fbl/ 

I.  damit  .r  positiv  werde  £<. — --»] 

f ..  K • ' 

II.  damit  y positiv  werde  £<^ij  • 

« -III.  damit  werde  ' * £ > ^ 2 4 '' 

IV„dpmH‘y<l  werde  — 

'ife,  •,  *■«* 

fiir  positive  tj  «chliesst  die  ewelte  Bedingung  bereits  die  erste  ein . fflr  negative 
ij  hingegen  ist  es  umgekchrt:  cbenso  ist  die  dritte  Bedingung  schon  in  der  vier- 
ten  enthalten. 


wenn  j {«  — t—  A) 

und  urngekehrt , wenn  + b) 

Wir  haben  indessen  nicht  nothig  alie  acht  FSlle,  die  hier  eintreten  kflnnen,  beson- 
ders  zu  betrachten , sondern  bezeiclmen  nur  fflr  einen  bestimmten  Werth  von  ij 
die  kleinere  Grenze  von  £ durch  £°,  die  grossere  durch  £“  und  bemerken  nur. 
dass  bei  diesen  Grcnzwerthen  immer  entweder  ,r  — 0,  y — 0,  x = {,  y = } ist, 
und  zwar  dass 

J.V 

\ 

..  « * 
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wenn  • 
a pos.  b positiv 
a neg.  b positiv 
a neg.  b ncgativ 
a pos.  b negativ 


in  de*  obem  Grenze 
x = f oder  y — 0 
x = 0 oder  y = 0 
x = 0 oder  y — \ 
x = ^ oder  y *=  J 


in  der  untem  Grenze 
X = 0 oder  y = } 
x = + oder  y — j 
x = J-  oder  y — 0 
x = 0 oder  y = 0 


sein  muss.  Wir  werdea  diese  vier  .Falle  Kdrze  halber  so  nntersolteiden,  dass  wir 
sagen,  ira  erstcn  gehSre  m zum  ersten  Quadranten,  im  zweiten  zum  zweiten  etc. 

• 10. 

Wir  wollen  nun  das  Aggregat  aller  + B ■£—  niiher  betrachten , bei  denen 
i]  einen  bestimmten  Wcrth  hat.  Indem  4 nacb  und  naeh  stetig  von  dem  klein- 
sten  Werthe  4°  bis  zum  grossten  i00  wiichst,  wird  sicli 

$+y)"—  x-f  Ft 

m 1 

auch  naeh  dem  Gesetze  der  Ntetigkeit  Sndern,  und  zwar  wird,  wenn  — im  ersten 
Quadranten  liegt,  sowohl  X ais  Y bestiindig  wachsen;  liegt  — im  zweiten  Qua- 
dranten, so  wird  X bestiindig  abnehmen  und  Y zuuehmen;  im  dritten  Quadran- 
ten wird  das  umgekehrte  vom  ersten,  im  vier  te  n das  umgekehrte  vom  zweiten 
Statt  finden.  Allein  dic  in  X+il’  enthaltenc  ganze  Zabl  wird  sicli  sprungs- 
weise  andern,  indem  entweder  {X]  oder  [ K]  sich  um  Eine  Einheit  findert.  Es 
seien  die  Werthe  von  4.  "'0  ein  soleber  Uebergang  Statt  findet,  d.  i.  wo  entweder 
X oder  Y eine  ganze  Zahl  wird , der  lieihc  naeh  folgende 

e\  r.  r’  ...v 

Hier  muss  bemerkt  werden,  dass  weder  diese  Werthe  noch  4°  und  4°®  ganze  Zah- 
len  sein  kOntien,  ausgenommen  ffir  tj  — 0,  wo  entweder  4'  oder  4°*  — 0 wird. 
Es  sei  nun  ’ 

8^  — B — = 5'  (anders  anszudrlicken 

0 ri ^ g» 

m m . 

etc, 

0 (r-t-y)jr  0 __  g » 


. 43 
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so  sieht  man  leicht,  weil  zwischen  £8  und  4'  [i4']‘ — [ 1 4fl)  gerade  und 

[j4'+  }]  — [i 4l>-f~i]  ungerade  ganze  Zahlen  liegen  etc.,  dass  bloss  den  bestimm- 
* ten  Werth  von  tj  betrachtet 

t . * * 

(±1  )20^= j[i?]  - [*c°]  - [*?+*]  +[*4°+i]r  • 

+H1-4")-  [+4']  - [iC+i)  +U  4’+  ili  • <8(£+^"+8'j 
+i[*r]-[ir]-!f4-+i)+[H"+i]! . 

-f-  etc. 

+i[+4w3-tl4"]-[4400+i]4-[44B++]i . |e«M"+ff+c"+..+«"| 

— CU  4°]  — [4-4°  H-  4-] ) ,8  S!±^ii5r 
— ( [4- 4']  -[*4’-Hl).S' 

-([i4i  -[i4'++]),e' 

— etc. 

+([H~j-U4“+^]).8&^ 

% * . 

(wo  das  obere  Zeichen  fur  gerade  ij.  das  untere  fur  ungerade  gilt.) 

Die  Zahlen  8',  8",  $”u.8.  w.  konnen  kcine  aiidere  Werthe  haben  ais  +1 
und  — 1.  Den  Werth  -}-!  bekammt  8'.  wenn  die  Werthe  von  X,  Y.  die  zu  c 
gehbreu,  durch  X'.  Y bezeichnet 


‘V  im  I.  Quadr. 

m 

X'  ganze  gerade  Zalil 
und  i Y}  ungerade 

Y'  ganze  gerade  Zalil 
und  [XI  gerade 

- im  3.  Quadr.  . 

1« 

X'  ganze  gerade  Zahl 
und  [ FJ  gerade 

1"  ganze  gerade  Zahl 
und  [X]  ungerade 


- im  2.  Quadr. 

MI 

X'  ganze  gerade  Zahl 
[F]  gerade 
Y'  ganze  gerade  Zabl 
[X]  gerade 

- im  4.  Quadr. 

»1 

X'  gauze  gerade  Zahl 
[FI  ungerade 
Y ganze  gerade  Zahl 
[X]  ungerade 
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So  oft  flich  eitie  dieser  Bedingungen  in  die  entgegengesctzte  Siidert,  wird 
o — — 1 ; «6  oft  sich  beide  findent , bleibt  ia-)-!. 

11. 

Zur  bequemem  Uebersicht  dieser  Kechnungen  dienen  folgende  Formeln : 

es  ist  m = «+&»’.  aa-\-bb  — d 
M = A+Bi,  AA+BB  = D 

— a -\-€  i,  a ='aA-\-bB,  6 = «J5 — bA 

^ = x+iy,  M(x+ .»  = X + . Y 


Ist  gegeben  rj  und  X.  so  wird 


1. 

£ tij  . dX 

^ * ' a 

2 

y t)  t | 4 X 

a ' » 

Ist  gegeben  tj  und  Y,  so  wird 

- • 

3. 

* — < ' « 

• 4. 

Y Dt,.iY 

X _ g - + x 

Ist  gegeben  i]  und  x,  so  wird 

5. 

e *5_i _i* 

^ a ' a 

6. 

JBrj ax 

. a 1 a 

7. 

y A rt  i 6* 

a ' a 

Ist  gegeben  »)  und  y , so  wird 


• 

*•  s = 

8.  x=^l-¥, 
. 0 & 

0 

II 

1 

e-l'T 

■ ’ . • 12. 

Dit  Rogel  des  10.  Art.  lfisst  sich  nun  so  ausdrilcken.  Itidem  ij  einen  be- 
stimmten  Werth  erhfilt.  ist  » 

= *09(X°+  F°i)  — A°°H(X"°+  F00.}-^* 

43* 
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Hier  ist  Jt°  = .»,  wenn  [4°]  gerade;  wenn  [4°]  ungerade  und  ij 

gerade;  Ar®  = — 1,  wenn  [4°]  ungerade  und  i)  ungerade  ist ;■  kM  wird  eben  so 
durch  [4°°]  und  tj  bestimmt.  Endlieh  ist  -k  ein  Aggregat  von  so  viclcn  Zah- 
len,  ais  es  zwischen  4 = 4*  und  4 — 400  ganze  Werthe  vou  X oder  Y gibt; 
jedesmal  ist  A-  — 0 . wenn  das  entsprecbende  [4]  gerade  ist,  hiiigegen  =4-1. 
wenn  [4]  ungerade  ist.  Das  Zeichen  wird  auf  folgende  Art  bestimmt.  Ist  X 

eine  ganze  Zahl , so  wird  k = I . wenn  zugleich 
• * • • 
tj  gerade  • , ' 

X gerade  ... 

[FI  gerade 

— im  zweiten  oder  dritten  Quadrahten  d.  i.  a negativ 

Ist  eine  oder  drei  dieser  Bedrngungen  nicht  vorhandeu,  so  wird  k — — 1;  feh- 
len  zwei  oder  alie  vier,  so  bleibt  k = 1 . Ist  hingegen  F eine  ganze  Zahl,  so 
wird  k = 1 , wenn  von  den  4 Bedingungen 

tj  gerade 
F gerade 
[X]  gerade 

— im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  d.i.  ti  positiv 
alie  oder  zwei  oder  keine  erfflllt  ist. 

13. 

Jetzt  haben  wir  noch  die  Falle  besonders  zu  betrachten , wo  4°  oder  4"° 
foder  X#,  F°,  X00,  F®")  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  sind  hier  vier  Falle  zu  unter- 
seheiden , indem  wir  a und  A ungerade  sctzcu. 

I.  Liegt  m im  ersten  Quadranten,  so  wird  f&r  x ==■}-,  y — 0;  tj  = J-fc  eine 
ganze  Zahl;  es  ist  dann  F"®  = \ B eine  ganze  Zahl  und  0[X“-|-Fl II."i)  wird 
nur  dann  = H(}44~  1 Bi)  sein,  wenn  6 negativ  ist,  bei  cinem  positiven  f> 
hingegen  wird  dafQr  H ( ,}-  A -f-  (1  -B — 1)  i)  genommen  werden. 

II.  Liegt  m im  zweiten  Quadranten,  so  wird  ftir  x = 0,  j/  = 0;  t)  = 0. 
Hier  wird  fflr  diesen  Werth  von  tj,  X°°=  0,  Y°*  = 0.  Man  hat  dann 
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6 F®°»)  = 2,  je  nachdcm  j?  iin  1. 

3 2. 

0 • 3. 

1 • 4.  Quadr.  liegt,  und  kw  — l 

III.  Liegt  m im  «lrittcn  Quadranten,  so  wird  far  x — i , y = 0 ; rj  = J-6 

eine  ganze  Zahl , woftlr  X°-}~F#»  = Man  sSetzt  diuin 

e(x»+  Vi)  = 0(+^+(+£-i)»> 

T . « 

so  oft  6 negativ  ist. 

* * " . . % * ' • * * , 9 

IV.  Liegt  m im  vicrten  Quadranten , so  ist  fllr  i)  s=  0 , . 

0(X°-f-Foi)  = 0,  1,  2,  3 zu  setzen,  je  nachdem  ~ im  1.  2.  3.  4.  Quadranten  liegt 
A°=0. 


H-  . 

Aus  den  vorhergehenden  Untersuchungen  folgt  nunmehr  folgende  Bestim- 
mung  des  Decidcnten. 

Man  sammle  alie  Werthe  von  x und  y,  die  inner halb  der  Grenzen  0 und  J 
liegen  und  woftlr  entweder  ij  und  X oder  ij  und  F eine  ganze  Zahl  ist,  und  be- 
stimme  fur  jcdes  x iy  nacli  den  Regeln  des  12.  Art.  den  Werth  von  k. 

Man  .sammle  femer  alie  Werthe  auf  den  Grenzen  d.  i.  wo  entweder  x s=  0 
oder  I,  wfihreiid  y zwischen  0 und  J-,  oder  y — 0 oder  = j-,  wahrend  x zwi- 
schen  0 und  I,  die  so  beschaffen  sind,  dass  1]  eine  ganze  Zahl  und  [4]  ungerade, 
und  bestimme  das  zugehSrige  l auf  folgende  Weise.  Es  sei  H M{x-\-yi)  = +0, 
das  obere  Zeichen  ffir  gerade , das  untere  ftir  ungerade  rj 

so  ist  fdr  m im 


flir  1 

1.  Quadr. 

2.  Quadr. 

3.  Quadr. 

4.  Quadr. 

9 ~ 0 

./--0 

1 ±=  — 0 

1 = +0 

1=  +0 

x ==  1 

1=  — 0 

■ / = +0 

*=+0 

l±=z  — 0 

9 = i 

i = +° 

/==  -t-e 

/=  —0 

l = — 0 
% 

X zst  0 

/ = +e 1 

1 = —0 

lr=  —0 

l-z=  -t-0 
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Kflrzer  so  l — +0, 

das  Zeichen  ist  dasselbe  wie  das  von  « wenn  ,r  — 0 
das  entgegenge.se tz te  wenn  x =■  | 

dasselbe  wie  das  von  b wenn  y = 
das  entgegengesetzte  wenn  y = 0 

Zu  kommt  dann  noch  hinzu 


wenn  wi  im  zweiten  Quadr&nten  liegt:  2t  1,  0,  3 ) je  nachdem  ~ im 
wenn  m im  vierten  Quadranten  liegt:  0,  ' 1.  2.  3.  4.  Quadr. 

wenn  m im  ersten  Quadranten  liegt  und  ffa — 1).  ungerade  ist 

»')  wetin  f>  positiv 
wenn  6 negativ 

wenn  m im  dritten  Quadranten  liegt  und  } (o  — ! ) ungerade  ist 

v.  * 


j-  "*  p~1  * ' — 8(f^4  + |J5»)  wenn  6 positiv 

'*■  AT,*  ’ — Q(±A-\-{±B — 1)«)  wenn  t>  n 


*jT 

■'  . 


Biquadratischer  Rest 
Modulus 

m r*  «•  ■+ 
Relationen  . '$f 

* i 

y^  bi+a-^ 

* f-tr 


negativ. 


=&  d 


+BB  = D 


= a A-$- bB , ■ 6 — 


+by,  Dt=  AXf+BY 

-bx+ay  Dt]  --  F 

aa?-f-%  . Dx  = alfc — f>  F 

— Sar+ayi  '%)y  — 63t+a  F 


Ab—Ba 
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64  = — Ex-{-bX  — Ay—aY 
6ij  = — A x-j- a X — By-\-b  Y 

ai  = Ax-\-bY  = By-j-aX 
ai j = — Bx~\~aY  = Ay  — bX 

Diejenigen  it,  wo  4 und  ij  zwischen  0 und  ^ liegen,  sollen  durch  it"  bezeichnet 
werdcn , und  die  entsprechenden  p und  P durch  p°  und  P® ; diejenigen  it,  wo 
ij  = 0 und  4 zwischen  0 und  J,  durch  it';  die,  wo  4 = 1 und  rj  zwischen  0 
und  },  durch  it";  diejenigen  it,  wo  Tj  = j und  4 zwischen  0 und  |,  durch  it"; 
endlich  die  wo  4=0  und  i)  zwischen  0 und  f durch  it'". 

Der  Decident  von  wird  so  gefunden : 

Man  sammlc  alie  yansen  P°,  f(lr  welche  mithin  und  yu  gebrochen  sein 
werden;  die  respectiven  Intensorcn  von  p°  scicn  t°  d.  i.  die  Zahlcn  0,  1,2,  3, 
je  nachdem 

[j/1]  gerade,  ungerade,  ungerade,  gerade  „ ^ 

L^°]  geVadc,  gerade,  ungerade,  ungertide  1 ***  „ 

* ii  ■'  ' 

So  iat  der  gesuchte  Decident  = 2 + <°;  wo  das  obere  Zeichen  far  gerade  P®,  das 
untere  ffcr  die  ungeraden  zu  nehmen  ist.  , -.jj 

Dies  ist  die  erste  Methode.  > - ? : 


Wir  wollcn  nun  die  einzeliu 
ordnen.  Indem  wir  uns  auf  den  1 
ist  der  kleinste  Werth  von  Y° . . ■ 
stimmten  Werth  von  Y°  mfljssen  <3 
zen  liegen , nemlich 

I.  wenn  A — B positiv  ist 
wenn 


ps 

nacli  den  Werthen  von  F®  zusammen- 
1 einschrfinken,  wo  a,  b.  A,  B positiv  sind 

r.  i°dpn  ^ 

Werthe  von  X®  zwischen  bestimraten  Gren 
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II.  Wenn  A — B negativ  ist, 

wenn 

y<iA 

F>  J A nnd  < £ B 
±B 
Y>^B 


zwis^hen 

und 

.jr 

a r* 

A 

B 

a y d 

a r» 

B \B 

B 

AB  — D 

1B 

1 A 

A Y • D 

B 7 B 

! A T 

n 
7 a 


In  den  klcinem  Grenzen  ist  entweder  4=0  odor  tj  = |,  in  den  grSssem 
Grenzen  hingegen  entweder  t|  = 0 oder  i — f.  Es  lfisst  sich  leicht  beweisen, 
dass  nie  die  Grenzen  vori  x ganze  Zahlen  sind. 


3. 

Wir  wollen  nun  die  Partialsummen  fttr  jedes  bestimmte  Y°  auf  eine  andere 
Weise  darstellen.  Auf  den  Grenzen  wird  p bestimmte  Wertbe  haben,  die  durch 
p",  p **  bezeiclinet  werden  raGgen , nnd  wahrend  X stetig  von  der  einen  Grenze 
zur  andern  sich  findcrt,  wird  p stetig  von  p'  zu  p"  flbergehcn.  Allein  die  in 
[p]  enthaltene  ganze  Zahl  wird  hiebei  sprungsweise  geiindert,  indem  immer  ent- 
weder der  reelle  oder  der  imaginare  Theil  sich  urn  eine  Einheit  iindert.  Es  ge- 
schehen  die  Aenderungen  bei  den  Werthen  von  X 

X',  X',  X”.  . .‘X1* 

die  bereite  nach  ihrer  Grosse  geordnet  sind  und  denen  die  Werthe  von  p 

t u m 

p,p  ,p 

entsprechcn. 

Das  letzte  X1*  kanu  auch  mit  X"  idcntisch  sein,  wenn  6 positiv,  oder 
X’  mit  X^^ntifch  etc. 

Die  ii  sind  hier  zunehmend,  also  wenn  x"  eine  ganze  Zahl,  wird  sie  ftir 
.i'“  gezahlt.  ’• 

Die  y sind  zunehmend  bei  positiven  d , da  wird  y"  ganz  mitgczahlt 
abnehmend  bei  negativen  6,  da  wird  y'  mitgezalilt. 
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Die  Intensoren  von  p',  p”  seieu  X'  und  X”  » 

der  Intensor  von  p an  bis  p"  . . X*  — J—  S' 

p bis  P~ . . r+8'+a* 

p*  bis  p ” . . X*-f  8'+8' . . = X” 

so  wird  dic  Partialsumme , in  sofern  F°  gerade , 

= AJ+^+aoty'— iir)+etc.  +r(^_A>‘) 


wo  g die  Anzahl  der  geraden  X°  von  X’  bis  X',  h die  der  ungeraden  bedeutet. 


4. 

Diese  Formel  liisst  sich  auch  so  darstellen : 


X*  |[*X*-*]  -[*X*]| 
+8'  |[£X’-*]  -tiX']| 

+S"  — [*X-1I 

+ etc. 

— X"  HiX-— *]  — [fX"]j 


oder  durch  XV+SY-t-SV-j-  etc.  — X"Y* 

wo  allgemein  e = 0 wenn  [X]  ungerade 

und  = — I wenn  [X]  gerade  ist  und  Y gerade 
l wenn  [X]  gerade  und  ■ Y ungerade. 
Fflr  8 hingegen  hat  man  die  Werthe 


wenn  x eine  ganze  gerade  Zahl , 
x eine  ganze  ungerade  Zahl, 
g eine  ganze  gerade  Zahl, 
y eine  ganze  ungerade  Zahl, 


6 


[y]  gerade 

positiv 
— t 

negativ 
— t 

[yj  ungerade 

+ • 

+ » 

[y]  gerade 

+ 1 

+ 1' 

[y]  ungerade 

— 1 

— t 

[x]  gerade 

— 3 

+ 3 

[x]  ungerade 

— 1 

' +1 

[x]  gerade 

i +3 

— 3 

[x^  ungerade 

+ 1 

— 1 

44 
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5. 

Hicraus  lciten  wir  folgcnde  zweite  Methode  den  Decidcnten  zu  bestimmen  ab. 
I.  Man  sammle  alie  Combinationen  von  ganzen  Werthen  von  Y und  x, 
die  folgcnde  Eigenschaften  haben 

1 . dass  4 = 1 Y zwischen  0 und  I falle , wobei  die  zweite  Grenze 

inclusive  genommen  wird 

2.  dass  i)  = zwischen  0 und  f falle , die  erste  Grenze  inclu- 

sive genommen. 

II  Man  berechne  daffir 

^ Dz+s r 

. a 

tz+dY 

y = ^r- 

III.  Man  lasse  alie  diejenigen  weg,  wo  [X]  eine  ungerade  Zahl  ist,  und 
theile  die  ilbrigen,  wo  [X]  gerade  ist,  in  zwei  Classen; 

in  die  erste  Classe  setze  man  diejenigen , wo  zugleich 
Y gerade,  x gerade,  [y]  gerade 

oder  wo  eine  dieser  Bcdingungen  Statt  findet; 
in  die  zweite  Classe  diejenigen , wo  zwei  dieser  Bcdingungen  oder  gar  kcine 
Statt  hat, 

oder  in  1.  wo  [F-f-x-j-y]  gerade 

II.  wo  [ F+  x-\-y]  ungerade 

und  nenne  den  TTeberschuss  der  Anzahl  in  der  ersten  Classe  tiber  die  in  der 
zweiten  c. 

IV.  Man  sammle  alie  Combinationen  von  ganzen  Werthen  von  1’  und  y, 
die  folgcnde  Eigenschaften  haben: 

1.  dass  4 = * zwischen  0 und  f falle,  die  erste  Grenze  inclusive, 

wenn  6 negativ,  die  zweite  inclusive,  wenn  6 positiv; 

2.  dass  i)  = ~ + * 1 zwischen  0 und  I falle,  die  erste  Grenze  inclu- 

sive bei  positivem  6 , die  zweite  bei  negati  vem. 
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[V-] 

[«•] 

Modulus  M — A-\-B%,  AA-\-BB  = D 

Rest  m as  a-\-bi,  aa-\-bb  =d 

~ = |a  = ct+6»  = aA-\-bB  + (Ab—  Ba)i 
C — J—  *1  *’  — te,  te*»  — p — x-\~yi;  izM  — P — X-J-  Yi 

u>  eine  unbcstimmte  unendlich  kleine  reelle  positive  Grflsse. 

[2-] 

Vorbereitung. 

I.  Man  saramle  alie  te,  wo 

4 nicht  negativ  und  nicht  grOsser  ais  4 
rj  positiv  und  kleiner  ais  J 
Entyvedcr  x oder  y eine  Ganze 
Entweder  X oder  Y eine  Ganze 

und  bcstimme  fflr  jedes  te  die  Grosse  e nach  folgendcr  Regel : 

Es  sei  pa  die  nfichste  Ganze  durch  1 — )—  t theilbare  bei  p 
P 9 die  nachste  Ganze  durch  l-f-i  theilbare  bei  P 

0 

und  setze  e = -h  1 , wo  das  Zeichen  immer  dasselbe  ist  wie  das  Zeichen  des 
imaginuren  Theils  der  GrOsse 

%=£  (a  — 6 i) 

folgendes  sind  die  Specialregeln : Erste  Classe , x nnd  X Ganze 

6 1 = — Bx  -4“  b X 
6?)  = —Ax  -f-aX 
6y  — — a x -f-  d X 
6F=  — Dx-feaX 

44* 
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e — — 1,  wcnn  6 positiv,  x gerade,  [y]  gerade,  X gerade,  [F]  gerade  oder 
wenn  nur  eine  ungcradc  Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 

■ = +«  , wcnn  kcinc  oder  eine  gerade  Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 

Zweite  Classe . y und  F Ganze 

= + Ay-aY 
6t]  — — By  + bY 
Sx  = 4-  «y  — dY 
$X  = '+Dy  — aY 

e = — 1,  wenn  6 positiv,  [a?]  gerade,  y gerade,  [X]  gerade,  Y gerade  oder 
wenn  eine  ungerade  Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 
t = — f— 1 , wenn  keine  oder  eine  gerade  Anzahl  gilt. 

Drittc  Classe,  y und  X Ganze 

ai  = -\-By-\-aX 
ot)  —-\-Ay  — bX 
ax  = — tfy  -f-dX 
aY=  +Dy— 6X 

« = — 1 , wcnn  a positiv , [x] , y,  X,  [ F]  alie  Gerade  oder  wenn  eine  unge- 
rade Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 
e = — 1 , wcnn  keine  oder  eine  gerade  Anzahl  Statt  hat. 

• 

Vierte  Classe , x und  F Ganze 

ai  = + Ax-{-bY 
aij  = — Bx-\-aY 
ay  — ■+■  6x+dF 
aX=  -\-Dx+tiY 

* — -(-1,  wenn  a positiv,  x,  [y],  [X],  F alie  Gerade  oder  bei  einer  unge- 
raden  Anzahl  dieser  Bedingungen. 
t = — 1,  bei  keiner  oder  einer  geraden  Anzahl  derselben. 
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13.) 

II.  Man  sammlc  alie  ic,  wo 

i positiv  und  kleiner  ais  $• 

T)  = 10 

und  entweder  X oder  I'  eine  Ganze , 
und  setze  t = +1  so  dass  das  Zeichen  des  imagin&ren  Theils  von 

M 

P-I” 

zu  nehmen  ist. 

Speeialregel : Erste  Classe , X ganz 

= — J—  X -»|—  B io 
Ax  = -f-  «X  — 6 io 
Ay  = -f-  6 X — a u> 

AY—  -+-BX+Dw 

t = — 1,  wenn  A positi v,  X und  [F]  gcrade  oder  wenn  nur  eine  Bedin- 
gung  gilt. 

e = — f- 1 . wenn  keine  oder  zwei  gelten. 

Zweite  Classe,  Y ganz  . 

Bi  = + F — Au> 

Bx  = -f -a  F — aio 
By  = + b F — 6 to 
BX  — -Jf-AY—Dm 

* = +l.  wenn  B positiv,  [X]  und  F gerade  oder  wenn  nur  eine  Bedin- 
gung  gilt. 

e = — 1,  wenn  keine  oder  zwei  gelten. 

(4.) 

III.  Man  sammlc  alie  it,  wo 

i und  i)  denselben  Bedingungen  unterworfen  sind  wie  in  U. 
entweder  x oder  y Ganze , 

und  setze  t = +1  mit  dem  Zeichen  des  imaginaren  Theils  von 


« 
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Specialregeln : Erste  Classe,  x ganz 

ai  = -(-  x + 6u> 
ay  = + bx  + du) 
aX  = + Ax-\-  6<o 
aY=  +jBx+aa> 

e = — 1,  wenn  a positiv,  x,  [y]  beide  gerade  oder  wenn  nur  eine  Bedin- 
gung gilt. 

e = — |—  1 , wenn  keine  oder  zwei  gelten. 

Zweite  Classe , y ganz 

bt  = + y — au> 
bx  = + ay  — d <u 
6X  = -\-Ay — ao> 
b X—  + By  + 6 u> 

t = +1.  wenn  b positiv,  [x]  und  y gerade  oder  wenn  nur  eine  Bedingung  gilt. 
t = — 1,  wenn  keine  gilt. 


[5.] 

IV.  Man  sammle  alie  it,  wo 

£ = *++<*> 

i]  positiv  und  kleiner  ais  ^ 

X oder  Y ganz , 

und  setze  e — +1  mit  dem  Zeichen  des  imaginaren  Theils  von 

iM 

F-"j» 

Specialregeln : Erste  Classe  X eine  Ganze , 

2Btj  = + A — 2 X + Au> 

2 Bx  = — 6 + 2 bX  — 6io 
2 By  = + a — 2aX  + au> 

2BY=  + Z>  — 2j1X+Z>u> 

t = +1,  wenn  B positiv,  X,  [I7]  gerade  oder  bei  einer  Bedingung. 
t = — 1,  bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen. 
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Zweite  Classe.  F eine  Ganze 

2 At\  — — B-\-  2Y  — Bm 
2 Ax  = -|-a  — 2bY  -\-ato 
2 Ay  — + d + 2aF-(-6o> 

2 XX  — -f-  Z)  — 2 Z?  F-(-  D to 

e = +*•  wenn  A positiv,  [X],  Y gerade,  oder  bei  einer 
e = — 1 bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen. 


[6.] 

V.  Man  sammle  alie  it,  wo 

1.  rj  denselben  Bedingungen  unterworfen  sind  wie  in  IV, 
und  wo  x oder  y eine  ganze  Zahl , 

und  setze  t — +1  mit  dem  Zeichen  des  imagin&ren  Theils  von 

i m 

p^P 

Specialregeln : Erste  Classe  , x eine  Ganze 

2fcrj  — a — 2x 
2 by  = — J—  </ — 2 ax  -f-cfui 
26X= -f  6-f- 2Ui'+6«o 
26F  = -f~a — 2Xx-f-aa> 

e = -f-*>  wenn  b positiv.  x.  [yl  gerade  oder  bei  einer  Bedingung, 
e — — 1 . bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen.  . 

Zweite  Classe , y eine  Ganze 

2aij  = — 6-)-  2 y — b to 

2ax  = -j-d  — 2 by  -|-da> 

2aX—  -\-a  — 2By-\-ao> 

2 aY  — — 1>  + 2 Ay  — 6<u 

c — 1 , wenn  a positiv , [x] , y gerade . oder  bei  einer  Bedingung , 

e = — 1,  bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen. 
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(7.} 

Die  erste  Methode  gibt  nun  folgendcs  Resultat : 

4 Decident  =1.  Se  von  allen 

— 4 Se  von  denen,  wo  y ganz  [x]  gerade 

II.  — Se  von  allen 

+ 4 S e von  denen,  wo  [x]  gerade  [y]  ungerade 
IV.  +4 Se  von  denen,  wo  nicht  zugleich  x]  und  [y)  gerade 

+ Q 


Hier  ist 


fdr  A B 
+ + 
+ - 

— + 


Q — 

— Intens.  + pu>*  + Int.  tm  — pu> 

— Intens. +pu>  + Int  jmi' — fiu>» 

— Intens.  — pu>«  — Int  + pu» 

— Intens. — pu>  — Int  -l-»ii+p.u>» 


folgende  Tabelle  stellt  dies  dar 


a 6 

A B 
+ + 

A B 
+ - 

A B 

A B 
- + 

+ + 

+ 2 0 

0 +2 

— 3 —5 

— 3 —5 

+ _ 

0 +2 

— 2 0 

co 

1 

SfJ 

1 

— 1 —3 

— 

— 3 — 1 

-1  +1 

— 4 —2 

0 —2 

— + 

+ 1 -1 

-1  +1 

0 —2 

— 4 —6 

m — 1 

— — par,  impar 


Pars  prior  ipsius 

2 Q. . — 3 — (a645)+(.Aa)  + (46)+(5a)  — (56) 

Das  ganze  2 Q fur 

impar  —3  + 4 (4)  — (B)  — {6)  + {aA)  + (aB) -f  (6,4)  — (65)  — {at  AB) 

'Hzl  par  _3  + 2(^)+(5)  + (6)  + (a4)  + (a5)+(6A)-(65)  + 2(6^5) 

-{at  AB) 
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Beispiel 

m — + 3 — 2 1 13 

M—  — t — 6«  37 

(a  — "f-  9 — 20  i 


( 1 — | — s ) 3X — ( — 2 + »)»i«  = 1 
mM  = — 15  — 16« 


+ 4 + 13» 

+ 38  + 31» 

+ 1 

— i 

+ 5 + 7 »' 

+ 29  + 11», 

0 

+ 0 

+ 6+ , i 

+ 20—  9« 

0—»' 

— 3 

A 

+ 10  + 141 

+ 58  + 22» 

+ 1 

+ 1 

1 . . 

+ 1 0 

+ 11+  8« 

+ 49+  2»’ 

+ 1 

— 1 

II  . . 

0 —4 

+ 12+  2* 

+ 40  — 18* 

+ 1-.' 

+ 2 

IV., 

0 

+ 16  + 15» 

+ 78  + 13» 

+ 2 

— 0 

Q = 

— 5 

+ 17+  9» 

+ 69—  7» 

+1-» 

+ 2 

— 8 

+ 18+  3» 

+ 60  — 27» 

+i—.* 

— 2 

Gut. 

Decident  = — 2 


I 


X 

X 

20£ 

20?) 

20y 

i 20  F 

€ j 

M 

! Y 

204 

20») 

20x 

20  X 

t* 

+ 1 

0 

6 

1 

— 9 

— 37 

— 1 

0 

i 

— i 

3 

2 

+ 13 

4-  9 

4-1* 

+1 

4 

4 

+ 4 

— 28 

— 1 : 

1 

— 2 

6 

4 

+ 26 

+ 18 

+ i 

+ 2 

2 

7 

+ 17 

— 19 

— 1- 

— 3 

9 

6 

+ 39 

+ 27 

4-1 

-1-2 

+ 1 

10 

5 

— 5 

— 65 

4-i 

— 1 

2 

8 

+ 22 

+ 46 

+i 

+ 2 

8 

8 

+ 8 

— 56 

+i 

+ 4 

— 3 1 

{+') 

y 

1 X 1 

»4 

9l) 

9 x 

9F 

t 

x 

1 Y 

1 H 

9») 

9* 

9 X 

•t 

0 

+ 1 

3 

2 

+ 13 

— 20 

+ 1 

+' 

1—3 

1 

3 

4-7 

4-17 

t 

+ i 

+ 2| 

0 

3 1 

+ 6 

— 3 

— 1’ 

4-2 

| 4 

3 

4-1 

+ 14 

+ 1 

0 ( — 1)  ' I...+1(0)  0 


11 

F 

64  i 

6x 

1 *y 

6 X 

e i 

II 

X 

i 

34  I j 3 X 

3F  i 

— l 

4-i 

j “H*  ^ —f”  9 w 

' —2 

— 1 

— 1* 

-H 

1 | —2  1 —1 

— 6 + 9<o  | 

— 2 ! 

+ 2 

+ 6 + 9co  i 

— 4 

— 2 ^ 

+ 1 

0{-l) 


IV 


X 

12») 

0 

+ 1 

4-1 

4-3 

+ 2 

+ 5 

1 2x 

12  y 

12  F 

e 

V 

X 4 l)  | 4j? 

4 X 

+ 20  + 20« 

— 9 

— 37 

— r 

4-2  +1  1-1 

+ 4- 

— 20 10 

+ 24  + 20(0 
— f-  2 8 — 20« 

— 3 
i + 3 

— 39 

— 41 

4-1*1 

— l 

y 6»)  6 j 6X 

6 F 

— 

1 (0; 

0 + 2 1+1 3l  +9 

— 20 

4F  I t 

— 13  j+1 


+ 1 


45 
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[8.] 

Wir  wollen  nunmehro  das  Resultat  von  I naher  betrachten.  Es  sind  vier 
Combina  tionen 

1°,  wenn  x und  X Ganzc  sind.  Man  hat  hier 

f>l  = —Bx  + bX 
6t)  = — Ax  -f  «X 
6 y = — ax-\-dX  ' • 

6F=  — IXr+aX 

Es  seien  y°  und  F*  die  absolut  klcinsten  Reste  von  — a,r-(-rfX,  — Dr-j-aX 
nach  dem  Modulus  5 und  fiy  = 6 Y = 5 Y'-\-  Y°  und  man  setze 

6«  = — By°+bYa  * /=+„«  — bt 
gf=—  F0=+X«— Bt 

«o  werden  t,  u ganee  Zahlen  sein , ncmlich 

• t 

— a — )“ ti  = 3f(#-|-yt) — it»(X-f-  Y'i)  * 

»(*+«»)  = Mi(y—y)  — mi(Y'—Y) 

und  man  hat  dann  e = < — 1 , wenn 

t-\-u  gerade,  5,  y°,  Y°  positiv,  oder  wenn  zwei  oder  Jccine  Bedingung  gilt, 
sonst  s — -}-1 
Wir  setzen 

/-)-«»  — +0  wenn  y°  und  F°  beide  positiv 

— 0 y°  und  F°  beide  negativ 

+ 0'  y°  positiv  F°  negativ 

— 6'  t/°  negativ  F°  positiv 

jedem  durch  1 -f- 1 thcilbaren  0 entspricht  dann  ein  e 

jedcm  durch  1 t theilbaren  0'  s 

jedem  durch  l-f-i  un theilbaren  0 e 

jedem  durch  1 + » untheilbaren  0'  t 

insofcm  6 positiv. 

Fttr  negative  6 ist  es  umgekehrt. 


— 4*1 
= 4-1 
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X 

A 

/ 

yo 

f+n»‘  | 8 

0' 

+1 

'0 

— 9 

+ » 

0—3» 

0+3» 

+ < 

+ 4 

— 8 

1 — 2 * i 

—1+2» 

+ 2 

— 3 

+ 1 

0 — » j 

0 + i 

+ 2 

+ 1 

— 5 

— 5 

-1  -»  I+1+» 

+ * 

+ 8 

+ 4 

— f—  1 — f—  2 i i 1 — |—  2 1 

2°,  wenn  y und  V'  Ganze.  Es  seien  hier  x\  X'  die  n&chsten  Ganzen  bei 
x und  X,  und 


und  man  setze 

g(t+u.)  = — Mx°+mX°=  — J//  + mP°,  f + «i  = Mp  — mP ' , * . 

d.  i.  V : 

6t  — — 4x°+oX°  x®  — — 6f+au 

Gu=—Bj?+bX°  X°=  —Bt+Au 

Man  hat  dann 

i = — 1,  wenn  6 positiv,  x°  positiv.  A'°  positiv,  f + u gerade 
etc. 


Wir  setzen 

/+m»  — + 0 wenn  x®  und  X°  positiv 
= -*-0  wenn  beide  negativ 
= +6'  wenn  x°  positiv,  X°  negativ 
= — 0’  wenn  x®  negativ.  A'®  positiv 


besser 
+ 6” 

— ff 

—e 

+o 


wo  ftir  e dieselbe  Regel  gelten  wird  wie  oben 


y 

0 


+ 1 


Y 

x° 

x° 

f+u» 

e 

0' 

— 7 

+ » 

+ 1—3» 

— 1 + 3 » 

-2 

+ 6 

— 2 

0 + 2i 

0 + 2i 

— 3 

— 1 

+ 7 

+ 1— » 

-1  4"i 

— 1 

+ 2 

+ 6 

4-i 

4-i 

• 

+ 1 

+ i 

+ 1 


45* 
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sind , unter  einander 


3)  Dass  wcnn  T,  V zwci  der  eben  genannten  Bcdingung  unterworfene  ganze 
Zahlen  sind,  T-f-  Ui  sicli  gewiss  in.  0 findet. 

(wie  denn?  'es  wird  auf  obige  Glcichung  * gegrfindet.) 

4)  Auf  ahnliche  Weise  verhiilt  es  sich  mit  6’,  deren  Complexus  0’  aus  denje- 
nigen  Zahlen  T -(-  Vi  bestehen  wird , fiir  welche 

_ bT+aXJ ' 

} -i-bt+au1) 

positive  Zahlen  kleiner  ais  f t». 

In  unserin  Falle  ist 


Ilier  ist 


6 = — • M -f-  • m 
6’  = — . M — .m 
V — -(-  • M i -(-  • m 
0 = — F • M i — • wi 
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* 

3°.  y und  X fjanzt'.  E*  seien  X , Y’  di<t  nfichsten  Ganzen  bei  .r  und  Y,  und 
x+y  i = //,  A'  + Yi  f . P—  P" = ~ 

und  man  setze 

»■('-+-*»)  = My—mP'  = = — **-  +"7  d.  i. 

i . ->  - &*> 

Ii  * 


Man  hat  dann 


•4  v-  i ^ . 

at  = — i/x#-f-a y*  so  ist  x°  — — bt-j-au 
a u = -)-  A x’"+  b Y°  Y°  = -\-At-\-Bu 


U"+6y° 

*f.  V 


Ai* 


e = — 1,  wenn  a positiv,  x°  positiv,  Y0  positiv.  /+*  gerade  etc. 
Wir  setzen 

hesser 

f-f-ttt  — -f~8"  wenn  x"  positiv,  Y°  positiv  -f-ff 

= wenn  jr°  positiv,  Y°  negativ.  — 0“ 

— 6"  wenn  x°  negativ , Y°  negativ  — 8' 

— 8”  wenn  x°  negativ,  Y0  positiv  +0“  5^ 

Es  wird  also  ftir  jedes  8”  ,,.1  = — 1 

0“...«  = -fl 

insofern  6"  oder  b"  durch  1-f-i  theilbar  und  a positiv. 


+1 
— 1 


y 

. x 

a? 

yO 

f-j-tt»  I 6" 

r 

0 

+ » 

+ 4 

— 2 

+ 2 

+2 

+1 

+2 

— 3 

— 3 

— 3 — |—  *’  1 -f-  3 — i 

(ito 

4te  Classe  x und  Y Ganze.  Nach  ahnlichen  Praemissen  wie  in  3 setze  man 

| .»  \r  ' nf  Mp°  , m P • Miy*  , m X* 

— (/+«»)  = Mp  — mP  = f +—  = f-+  — 

af  — — By° — a A°  y°  = — b t -\-au 

au  = +Ay°—bX°  X °=—At—Bu 

Man  hat  dann 

e = -f*1  wenn  a positiv,  y°  positiv,  A°  positiv,  f+u  gerade  etc. 
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Wir  setzen 

t-f-#»  = -f-fl”  wenn  y°  positi v A°  negmtiv 
-(-6'"  wenn  y°  positiv  A®  positiv 

— 0"  wenn  y°  negativ  A®  positiv 

— 0'"  wenn  y"  negativ  A°  negativ 

fur  « gilt  dann  die  Regel,  dass  (wie  oben  in  3) , insofern  a positiv 


fur  j edes  durch  1-J-i 
fttr  jedes  durch  1 — i 


itheilbare  0” 

^ untheilbarc  6" 
itheilbare  6” 

' unthcilbare  0" 


X 

y i / 

A° 

H— u» 

r 

0”’- 

+ 1 

— 1—2 

— 1 

— 1 

+i 

-3|-M 

— 4 

+ 2 -• 

+ 2 -» 

Der  Complexus  aller  0”  aus  3 und  4,  den  wir  durch  8"  bczeichnen,  besteht  also 
aus  allen  Zahlen  T-j-  Ui,  wofttr 

— ^ ^ T U U ] , . . 

und  -\-A  T-f- BUI  P081^lv  und  kleiner  ak  Ja 

der  Complexus  aller  6'" . . . (0”)  aus  dcnen,  wo 


— bT  + aU) 

-Ar-Bi/fpositlv 


und  kleiner  ais 


[12.] 

Nach  obiger  Vcrbesserung  heisst  also  die  Regel  so. 
Es  enthaltc 


0 alie  Zahlen  T-\-Ui,  wo  -\-bT — aU  positiv 
0'  alie  Zahlen  T-\-Ui,  wo  — bT-\-aU  positiv 
0"  alie  Zahlen  T-\-Ui,  wo  — b T-\- a U positiv 
0”  alie  Zahlen  T -f-  Ui, ’ wo  -\~bT — a U positiv 


— BT-\-AU  positiv  und  <ib 
-\-AT-\-BU  positiv  und  <]ia 

— BT-\-AU  positiv  und  <Ci*5 
+ AT-\-BU  positiv  und  <[  j a 


insofern  resp.  6 oder  a positiv. 
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Fflr  alio  durch  ist  dann 
1 — |—  * tlieilbaren  e = 

6 +1 

& — 1 

0"  —1 

r +i 

e '|  e-  e”  e'" 

0— « — 1 I -|-2  — *'  -+-!  +1  +1—11—1 

0 — 2t  -+1  -+  3i — i | — 1 + l + i —1  —2  j+1 
0 — 3 i — 1 1 1 t — j—  1 ■{"  2 i -+ 1 

+ 1 — * +1  i 

+ 1-2  i —1  ,| 

+ 1 — 3 *'  +1  'I 


wcan 

5 positiv 
a positiv 

6 positiv 
: a positiv 
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* . [13-] 

Ilieraus  fliesst  folgerrdc  Rcgel.  Es  sei  das  Resultat  aus  den  Vorschriften 
II  ...  O,  III  . . .g,  IV  ...  H,  V ...  A 

So  ist 

40  — R = 0 

40'  = — g + G—h  — H+K 
40"=  — 2^  + 2 G + R" 

40"=—  g + G + A+H+JT 

In  unserm  Beispiele  ist 

G = 0,  g — — l.  H=—  i,  A = +2,  R = 0,  JT=  + 2,  R"  = — 2 
40  = 0,  40’  = + l*— 1-(-0  = 0,  40"= +2-)-2  = +4,  40"=+l  + t— 2=0 

und  dic  Correctionen  R,  R etc.  werden  so  bestimmt:  Es  ist 

— (6)+ I(af>)  + +a6a6.4If) 

R = 

I — (6)  — f (a6)  — f(a6abAB) 
+(a)-*(a6)+f(a6aAA.B) 

R=  -*(*)-*  W 
) ° 

1 -*(«)+*(*) 

4 ; +(tf)  + +(“ff)++(a5a&AB) 

j j*_  ) — iW+M-®) 

I +(6)  + H«6)  + i(a6fl6.4R) 

-*{A)  + *(R) 

— (a)— ±{ag)  + f{a6«6.42?) 

-+(i)  + *(A) 

o 

+ *(«)  + i(B) 

wo  die  in  Paranthese  stehendcn  GrSssen  bloss  die  Zeichen  hergeben. 
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Es  ist  also 

-R-f  R-\-  BT+  R”  = 2 {a6  ab  AB)  — 2 [b) + 2 [B)  + 2 («) 


folglich 


0 + e'+0r+e"’=-y+G+i(a6fl^5)+*(6)-+(i)+i(B) 

= -y  + G+8 
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0 

\b 

+ 

4 

li'  a 

— 

4 

— 

I1 

4- 

— 

~A 

B 

a 

6 

8 

ii 

8 

•d 

6 

s 

1 a 

6 

S 

+ 

4 

+ 

4 

4‘ 

,j  — 

4 

+ 1 

— 

— 

-H  i 

4 

— 

+1 

+ 

— 

— l 

i + 

4 

0 

— 

4 

+ i 

— 

— 

0 

— 

4 

+ 

— 

0 I 

1 + 

4 

+ 1 

— 

4 

+2 

— 

— 

4-i 

— 

— 

— 1 

4 

— 

— 1 | 

4 

4 

+i ; 

— 

4 

4« 

— 

— 

— 

— 

—1 

4 

— 

— 1 1 

4 

4 

+1 

— 

+ 

4-« 

— 

4 

-M 

— 

— 

-2| 

+ 

4 

+ 

0 

4 

— 

— 

4 

«j1 

1 — 

— 

4 

0 

+ 

4 

4-i 

+ 

4 

— 1 

i — 

4 

— 1 i 

— 

— 

— 1 1 

4 

— 

— i 

[14.) 

Hiernach  bekommt  nun  die  erste  Regel  folgcnde  Gestalt: 

4 Dec.  = I.  — 4St  von  denen,  wo  y ganz.  [*]  gerade 

II.  + 4.Se  von  denen,  wo  [ar]  gerade,  [_y]  ungerade 

III.  — — e von  allen 

IV.  — f—  4 e von  denen,  wo  nicht  zugleich  [*]  und  [y)  gerade 

•4-Q4-S 

In  unserm  Beispiel 


I . 

0 

II . 

. . . —4  ■ 

IU 

4-1 

IV 

0 

Q 

— 5 

S 

0 

— 8 

Man  denke  sich  nun  in  III  diejenigen  besonders  bemerkt,  wo  y ganz,  [xj  gerade, 
so  ist 
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III.  2 s von  allen 

— 4 2 c der  besondereq 


Intensor  (I  — u>)m  — Intens.  com  — — W 


Hier  ist 


W — 


Also 


a b 
-4-  + 
- + 

« 


— 3—1 

— 2 0 
+ 2 0 
+ 3 ~H 

m — t m — I 
2 1 
par  impar 


4 Deoident  = I.  — 4 2 e y ganz,  [x]  geradc 

II.  +4  2«  [x]  gerade,  [y]  nngerade 

III.  — 4 2e  y ganz,  [x]  gerade 

IV.  +42«  alie  wo  niclit  zugleich  [x] , [jr]  gerade 

+ Q+S+H" 


* 


a b 
+ + 


- + 


Tabellef&r  +Q  + -S+IV) 


A B 

a 6 

«6  AB 

a 6 

+ + 

+ + 

0 

+ + 

— 

9 

0 

+ - 

—i 

0 

4-i 

0 

- + 

+ - 

— i - 

- 1 

h 

-4- 

0 

— 1 

— i - 

-1 

4-4- 

0 

— 1 

— 

— 

— 2 - 

- 1 

— 

4 — h 

0 

— 1 

1“  1 

— 1 - 

-1 

4-- 

— t 

— t 

+ - 

- + 

— 1 

0 

H 

4-  - 

0 

0 

+ + 

— } 

0 

— 

0 

0 

+ 4- 

h 

0 

0 

+-  + + 

4-- 

4-i 

4-i 

-\ — b 

0 

°l 

— 

0 

0 

- + 

+ + 

— t - 

— 1 

- + 

— 

4-1 

0 

+ - 

— 1 - 

— 1 

h 

0 

— 1 

— 

_i_  _ 

— 2 - 

-t  i 

— 

h 

4-i 

0 

— 2 - 

— 1 

4-4- 

0 

— 1 

+ - 

— 

— t 

0 

+- 

4-  + 

4-i 

4-i 

- + 

— 1 

e 

4-  - 

0 

0 
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[15.] 

Die  zwcitc  Methode  ist  folgende: 

Decident  si,  -f  St , wo  }’  ganz,  [X]  gerade 

—42*,  unter  diesen,  wo  noch  y ganz,  [x]  gerade 
II.  + 2X«,  wo  F ganz,  [X]  gerade;  X ist  der  Intenso^  von  p 

II.  ' — 2X'e,  wo  X ganz,  [ Fj  ungerade 

X'  der  Inteqser  von  ip  =1,  2,  3,  0 
wenn  X = 0,  1,  2,  3 

IV.  + 2X*.  wo  Y ganz,  [X]  gerade,  X der  In  tensor  von  p 

IV.  -f-  2X'*,  wo  X ganz,  [Y]  gerade 

X'  der  Intcnsor  von  im — ip  = 0 3 2 1 
, wenn  Int.  p =0123 

+ 9 

Hier  ist  q = 0,  wenn  ungerade  i.  e.  nur  dnrch  1 — |— »,  nichtdurch  2 theil- 

bar,  und  nicht  zugleich  AB-\ , hingegen  flbrigens 


i 

1 

1 a (5 

a 6 

a 6 

A B 

1 + + 

- + 

— 

+ + I 

Int.  l(m  — top)  ! 

+ 3 +1 

+ 3 +‘ 

+ 0 +2' 

- + 

0 

0 

0 

0 

— 

— Int.  |(ffl+tup) 

— 0 —2 

— 0 —2  1 

— 3 —1 

+ - 

— Int.  top 

-0 

— 1 

— 2 

wo  doppelte  Zahlen  stehen , gilt  die  erste  fur  gerade  , die  andere  fflr  un- 
gerade. 


In  unserm  Beispiele : I. 


9 

Y 

20x  i 

20  F 

e 

+ 3 

0 

-i 

|+13  ' 

+ 9 

+»* 

— 4 

0 

— 2 

+ 26 

+ 18 

+1  •_ 

— 1 

* 

+1 

— 1 

+ 22  i 

+ 46 

+ 1 Dec. 

= — 2 

H 

h»(+») 

II.  desunt.  IV.  X 

1 2x 

12y 

1 2 F 

I • 

X | X'| 

0 

— j—  20  + 20u> 

— 9 

— 37 

i —1 

2 2 ! 

+ 1 

+ 24  +”20  n> 

— 3 

— 39 

! +i 

3 i i J 

+ 2 

+ 28  + 20  u» 

+ 3 

— 41 

1 —i 

0 0 

46* 
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Was  aus  II  genommen  ist,  vereinigt  sich  in  folgendes  Resultat 


II.  — Et,  wo  Y ganz,  [X]  gerade 

+ 42*  von  eben  diesen,  wenn  zuglcich  [x]  gerade,  [y]  ungcrade 
, II.  <j-|-  EX'e,  wo  Y gauz , [X]  gerade 

— EX't,  wo  X ganz,  [ K1  ungerade,  I'  der  Intensor  von  ip 

Die  beiden  letzten  Theile  vereinigen  sich  wiederum  in 


III.  + X e,  wo  [X]  gerade,  [Fj  ungerade 

— 4 X e,  wenn  zugleich  x einc  < ronze,  [jfl  ungerade 

\+  + 

wo  r = 0 , wenn  AB j f- 

und  r ==  lnt.  tomi,  wenn  AB  . . ■+■  — * 

s=  — lnt.  (} — (o)rni,  wenn  — — gerade  und  B positiv,  in  allen  andem 

Fallen  — , o 


In  unserin  Beispiele 

III.  Fallt  aus.  r = 0,  s = 0 

Was  aus  IV  genomtnen  ist , vereinigt  sich  in  folgende  Resultate 

IV.  +4 Se,  wo  Y ganz,  [X]  gerade  und  nicht  zugleich  ,x|  gerade,  ,jfJ  gerade 
— EX't,  wo  Y ganz,  [X]  gerade 
-j-EX's,  wo  X ganz,  [F]  gerade 

wo  X'  lnt.  von  im  — ip. 

• . 

Die  zwei  letzten  Theile  vereinigen  sich  wiederum  zu 

V.  -f-  St,  wo  nicht  zugleich  _X  imd  [Fj  gerade 
— 4 St;  wo  zugleich  x eine  (ianze,  y'  gerade 
w 

* Hier  ist  w=0,  wenn  ' gerade  und  A positiv;  in  allen  flbngen  rallen 
— — Intensor  (}  i -)-  ut)  vi 
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In  unserm  Beispielc 


6 x 
+ 13 


V. 

6 X 

+ 9 


61'  £ 

— 20  , +1 


w — — 2 


TafeI  far  q,  r,  s,  «t  uitd  (leren  Summe. 


Ab 

M- 1 

1—  1 

Jf-t 

-1 

lr — i 

m 

__ 

1 

M- 

m—  i 

2* 

gor 

— 

2 

ger. 

j—  ger. 

2 

ger. 

~ 

~2 

- 

IQg. 

2 

un«.  -J- 

ung. 

+ + 

+ + 

+ + 

+ 3 

o 

o 

o 

+ 3 

o 

o 

o 

o o 

+ 1 

o — 

2 

o 

— X 

o 

o 

o—l 

— i 

+ - 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o o 

+ i 

o — 

2 

o 

O 

o 

o 

0—1 

— 2 

l 

+ 

+ - 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

0 

0 * > 

o 

0 — 

2 

— 

2 

^4 

* o 

-O 

0—1 

— 1 

— — 

° 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o o 

o 

O 2- 

2 

— 

2 

— ♦ 

o 

o 

O — 1 

— 1 

— 

— 

-3 

o 

o 

o 

“ 3 

.o 

o 

o 

o o 

— X 

• O 

0 

— 

2 

- 3 

o 

o 

o—l 

— 1 

— -f- 

O 

o 

o 

o 

o 

9 ' 

o 

o 

o o 

— i 

O 

O 

— 

2 

— 4 

o 

o 

o—l 

— 1 

+ - 

- + 

- . + 

I 

o 

o 

o 

+ 

I 

o 

O 0 

-«  + • 

O 

0 

o 

— i -H  i 

o—l 

— 1 

+ + 

O + 

I 

o 

o 

+ « 

o + 

I 

o 

o_  + x 

0-+  * 

O 

O 

+ ■ 

O+I 

0—1 

— X 

— 

+ 

+ + 

— + 

+ 3 

o 

o 

0 

+ 3 

o 

o 

o — 

X ♦ I 

+. 

o — 

1 

o 

— X 

o 

o 

o—  3 

— 3 

+ + 

+ 3 

.o 

o 

0 

+ 3 

o 

o 

o — 

I — I 

+ > 

0 — 

2 

o 

— I 

o 

o 

o—  3 

— 3 

- + 

+ + 

O 

o 

o 

— ■ I 

— I 

o 

o 

o — 

I — I 

o 

o 

2 

— 

3 

— 5 

o 

o 

o — 3 

— 3 

+ - 

o 

o 

o 

— 1 

— X 

o 

o 

o 

I — I 

t o 

o 

2 

— 

3 

— 5 

o 

o 

o — 3 

— 3 

— — 

+ — 

“3 

o 

o 

— I 

— 4 

o 

o 

o 

X — X 

— I 

o 

O 

— 

5 

— 4 

o 

o 

o-  3 

3 

— — 

— 3 

o 

o 

— I 

— * 4 

o 

o 

o — 

I — I 

— I 

o 

O 

— 

3 

“ 4 

o 

o 

0 — 3 

“ 3 

+ — 

— 

-i  + 

1 

o 

0 

o 

->  + 

a 

o — 

1 — I 

— 2+2 

0 

o 

e> 

->  + 1 

o — 3 

“ 3 

- + 

— i + i 

o 

o 

+ « 

-1  + 1 

o — 

1 o 

— 1 + 1 

o 

o 

+ ■ 

— * 

+ » 

o-3 

— i 

— 

— 

+ + 

— 

o 

o — 

I 

0 

— 1 

o 

o 

o — 

X — 1 

+ * 

o — 

3 

o 

— i 

o 

o 

o — 3 

- 3 

— + 

+ 3 

o — 

1 

o 

+ 1 

o 

0 

0 — 

1 — I 

+ > 

o 

3 

o 

— i 

o 

0 

o—3 

- 3 

- + 

— + 

o 

© — 

1 

- ( 

— a 

o 

o 

0 — 

I — I 

o- 

o 

3 

— 

3 

— 6 

. o 

0 

o — 3 

— S 

+ + 

O 

o — 

I 

— I 

— 2. 

o 

o 

o — 

I — I 

o 

o 

3 

— 

3 

— 6 

o 

o 

o—3 

- 3 

— — 

+ + 

o 

o 

.0 

— 1 

— 1 

o 

o 

o — 

I — I 

— 2 

o 

o 

— 

3 

— 5 o 

o 

o — i 

— 3 

+ - 

- 3 

o 

o 

— >1 

— 4 

o 

o 

0 — 

I — 1 

— X 

o 

o 

— 

3 

*“4 

O 

o 

o — 3 

— 3 

+ - 

+ - 

-3  + 3 

o 

o 

o 

-3  + 3 

o — 

1 — I 

-3  + 3 

o 

o 

o 

3 + 3 

o—  3 

— 3. 

— — 

— » + 3 

o 

o 

+ 1 

— *-f3 

o — 

I o 

1 + 3 

o 

o 
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o — 3 

— i 

+ 

— 

+ + 
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O 

o — 
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o 
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o 

o 

o 
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3 

o 
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o 
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— 
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o 
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O 
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[‘•0 

£s  ist  folglicb 

. Dec.  "•  _ Dec.  * — 

f M m 

1.  — 4 2t,  wo  t/,  F ganz,  [x],  [X]  gerade 

II.  +4 2 e,  F ganz,  [X]  gerade,  [x]  gerade,  [^]  ungerade 

III.  — 4Se,  x ganz,  [X]  gerade,  [F]  ungerade.  [_y]  ungerade 

IV.  -)-4  2e,  Y ganz,  [X]  gerade,  und  niclit  zugleich  [x],  [_y]  gerade 

V.  — 42*,  x ganz,  [y)  gerade  und  nicht  zugleich  [X],  [F]  gerade 
+ + • • • 


Hier  ist  t|i  in  folgender  Tabelle  dargestellt  . 


ab  AB  a 6 
+ + ++  + + 

'J' 

+ 4 0 0 —2 

ab  AB  a t> 
1 — 1 

+ + H — 

0 0 0 — »2 

++  — H 

0 —4  0 —2 

■ -+-+ 

— 1 

0—4  0 > — 2 

— 1 — 1 — H 



— 4 —4  0 — 21 

h + 

1_ 

0—4  0 —2 

1 — 

H h 

0 0 0 i-T 

+ - +- 

-i f"  + 

0 0 0 — 2 

4 

H — + + +~ 

-+  + H h 

& 

4-4  0 0 —2 

* + + + + 

-1-4  0 0 —2 

4.4 

*.  V"  — h+  + 

0 —4  0 —2 

— H 

— n — 

0 —4  0 —2 

— 1 h 

H — 

— 4 —4  0 —2 

h 

— 4 — 4 0 — 2 

+ + 

4 

0 0 0 —2 

H H-h 

-f + 

0 0 0 — 2’ 

4 1 — 

— 4 

— 4 
0 
0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 2 


0 ’ 0 
0 0 

— 4 0 

— 4 0 

— 4 0 

— 4 U 

0 0 

— 4 —4 


— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 2 
— 6 


Ilier  gelteu  dic  ersten  bciden  Columnen  fiir 
letzten  beiden  fflr 

die  erste  und  dritte  filr 

zweite  und  vierte  fur 


\[M — 1)  gerade 
i{M — 1)  ungerade 
f (m  — 1 ) gerade 
} (ra  — 1)  ungerade 
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[J7.] 

Die  128  F&lle,  wclche  in  obiger  Tafel  bci  der  Bestfmmung  von  i/  unter- 
schieden  sind . lassen  sich  viel  kflrzer  auf  folgcnde  Weise  umtassen : 

'{'  = *+•*  t 

k = — 4 , wenn  zugleich  o,  A.  a,  b,  B,  6 die  Zeichen  — | — | 

liaben,  sonst  immer 
* = 0 

| (M — 1 ) gerade  } (m  — 1 ) gerade 

• t 

l(M  — 1 ) gerade  j (»  — 1 ) ungerade 

/ 

f {M  — 1 ) ungerade  ) (m — 1 ) gerade 
i[M — l)  ungerade  | (m — 1)  ungerade 


/ = vj-4,  wenn  Aliti  positiv 
— 4,  wenn  ABti  negativ 
0-  in  allcn  dbrigen  F&llen 
l = — 4,  wenn  A negativ  . 

0,  wenn  A positiv 
/ =e=  0 . 

/ = — 2' 


Zu  vcrsuchen  ist  noch , ob  es  vorthcilhafter  ist , A und  a positiv , dagegen 
aber  m~  1,  M~  1 nur  nach  mod.  2 (nicht  nach  Modulus  2— 2 »")  zu  nehmen. 
Dos  Endrcsultat  muss  werden 

^ w ■ 1. 

Dee.  i>—Dec.  ~ ~ 


iJec. 


1 

14*2» 

S 

3-|-2* 


1 - 

M 

l-f2» 

't 

3 

a+2  i 

0 

0 

0 

\ 0 

' 0 

2 

2 

0 

j: 

e 

. 1 

0 

2 

0 

0 

2 

2 

Alles  nach  Mod.  4. 
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' [ VI.]  ‘ 

THEORIE  DER  RIQUADRA.TISCIIEN  RESTE. 


1. 

Eine  Reihe  ganzer  complexer  Z&hlen  <p.  tp,  ip"u.  s.w.  sei  so  beschaffen,  dass 
erstlich  sie  unter  einander  allc  incongruent  sind  nacti  dem  Modulus  p = a+6t, 
a und'6  ganze  reelle  Zahlen  "beieichncnd,  zweitens  dass  jede  ganze  complexe  Zahl 
einer  von  jenen  rmclt  deiri  Modulus  p congruent  ist  Unter  dleser  Voraussetzung 
heisst  der  Inbegriff  der  Znhlen  'f.  tp',  tp"  u.  s.  w.  ein  vollst&pdiges  Restsystem  fflr 
den  Modulus  p.  Es  ist  bewiesen,  dass  dic  Anzahl  der  darin  begriffenen  Zahlen 
der  Norm  von  p,  d.  i.  der  Zahl  aa-j-GTt  gleich  ist,  wrelchemit  v bezeichnet 
werden  soli. 

• 2. 

Unter  den  Zahlen  tp,  tp',  tp"  u.  s.  w ist  Eine  durch  p theilbare ; wird  dicsclbe 
ausgcschlossen  und  der  Inbegriff  der  ubrigen  mit  y bezeichnet,  so  bildet  y ein 
vollst&ndiges  System  der  durch  den  Modulus  untheilbaren  Reste,  deren  Anzahl 
= v — 1.  BeschrSnken  wir  die  UntersUchung  auf  uhgerade  Modulen,  so  ist  v — 1 
durch  4 theilbar.  Es  werden  dann  ferner  f,  if.  —f,  — if  unter  sich  incon- 
gruent  sein,  folglich  diejenigen  Zahlen  in  y , welche  resp.  denen  if,  — f,  — if 
congruent  sind,  unter  sich  und  von  f verechieden.  (Associirte  und  zusammenge- 
sctzte  Zahlen.) 

llieraus  ergibt  sicli  eine  Zerlegung  von  y in  vier  Gruppen  oder  partielle 
Systenie  x,  x',  x",  x"\  Man  setzt  eine  beliebige  Zahl  aus  y.  z.  B.  tp  in  die  Gruppe 
x,  und  die  drei  den  Zahlen  »< p, : — tp, — itp  congruenten  Glieder  von  y,  der  Reihe 
nach  in  die  Gruppen  x',  x”,  x'1'.  Nachdem  diese  vier  Zahlen  aus  y gestrichen  sind, 
setzt  man  eine  beliebige  der  ubrigen  wieder  in  x,  und  die  drei  auf  ahnliche  Art 
davon  abhangigen  in  x',  x",  x".  So  fahrt  man  fort , bis  das  ganze  System  y ver- 
thcilt  ist.  Die  Gruppen  x,  x',  x*.  x"  sollen  zusammengeliOrige  Viertelsystemc 
heissen.  Es  ist  klar . dass  sie  folgende  Eigenschaftcn  haben  : 
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1)  Jedes  Viertelsystem  besteht  aus  -J  (v — 1)  = |(aa-f  f>6 — 1)  Zahlen. 

2)  Das  ( harak teris tische  eines  Viertelsystenls  ist , dass  kcine  der  darin  be- 
findlichen  Zahlen  weder  selbst , noch  ihr  Product  in  i,  — 1 , oder  — », 
einer  andero  aus  demselben  Viertelsystem  congruent  ist , jede  durch  p, 
nicht  thcilbarc  Zahl  aber,  entweder  selbst  oder  ihr  Product  durch  »,  — 1 . 
oder  — i sick  darin  findet . oder  einer  daraus  congruent  ist. 

3)  So  wie  aus  der  Multiplieation  der  Zahlen  in  x mit  i,  — 1 und  — t,  resp. 
die  Zahlen  in  x',  x",  x™  entstehen , oder  ihnen  congruente . so  reprodu- 
cirt  die  Multiplieation  der  Zahlen  in  x',  mit  jenen  Factoren , resp.  die 
Zahlen  in  x”,  x",  x;  dic  Multiplieation  der  Zahlen  x”  reproducirt  auf 
ahnliche  VVeise  die  Zahlen  x"',  x,  x';  endlich  die  Multiplieation  der  Zah- 
len x”  reproducirt  x,  x,  x",  Kilrzc  halber  kann  diese  gegenseitige  Ab- 
hangigkeit  der  vier  Viertelsysteme  so  ausgcdrfickt  werden  x'  = ix. 


3. 

Wenn  m eine  complexe  ganze  Zahl  bedeutet,  die  mit  p keinen  gemein- 
schaftlichen  Divisor  hat,  und  dic  sammtlichen  Zahlen  eines  Viertelsystems  x mit 
m multiplicirt  werden,  so  bilden  die  Producte,  oder  beliebige  ihnen  congruente 
Zahlen  ihrerseits  auch  ein  Viertelsystem;  und  ebenso  entstehen  durch  Multipli- 
cation  der  Zahlen  der  Systeme  x',  x*,  x”'  noch  drei  Viertelsysteme,  die  mit  jenem 
zusammengehoren  -werden.  Der  Beweis  ist  leicht  zu  ffihrcn.  Diese  vier  neuen 
Systeme  mOgen  mit  mx,  mx',  mx",  «x"  bezeichnet  werden,  gleichviel,  ob  die  Pro- 
ducte selbst  oder  nur  ihnen  congruente  Zahlen  gewiihlt  werden.  Im  letztem  Fall 
kann  dies  so  geschchen,  dass  man  immer  nur  solchc  wfihlt,  die  sich  in  einem  der 
Systeme  x,  x',  x",  x”  befindeit.  Auf  diese  Art  ist  also  das  System  y , wenigstens 
allgemein  zu  reden,  auf  zwci  verschiedcne  Arten  in  Viertelsysteme  zerlegt.  Neh- 
men  wir  an,  dass  mx  gemeinschaftlich  hat 

mit  x X Zahlen 

x' X'  Zahlen 

x" X"  Zahlen 

x" X“  Zahlen 

so  wird  auch  x'  mit  mx';  x'  mit  mx",  x'”  mit  mx"  gemein  haben  X Glieder; 

47 
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x"  mit  mx,  x”  mit  u«”  x mit  m x'",  X’  Glieder  u.  a.  w.  Es  sei  s der  kleinste  Rest 
von  X'-f-  2 X"-f-  3 X"  nach  dem  Modulus  4,  oder  e eine  der  vier  Zahlen  0V  t,  2,  3. 
je  nachdem  X'-(-  2 X'-f-  3 X"  von  der  Form  4»,  4 »-(-!.  4 «4-2,  4»-)-  3 ist.  Ich 
behaupte  nun , dass  t von  der  Anordnung  des  Viertelsystems  x unabhiingig  ist. 

Ura  dic  Bcweisffihrung  zu  crleichtem,  bediene  ich  mich  folgender  Bezeich- 
nung.  II <j/  soli  die  Zahl  0,  1,  2.  3 bezeichnen,  je  nachdem  die  durch  |i  nicht 
theilbare  Zahl  if  sich  (selbst  oder  durch  Congrueuz  Rcprascntation)  in  der  Gruppe 
x,  x',  x",  x"  befindet.  Von  selbst  hat  man  dahcr  die  Eolge 

I.  Il(i<j,)  ==  l + ll$(mod.  4) 

II.  Die  Zahl  i— r[y . 'y  findet  sich.  entwcder  selbst  oder  durch  Congruenz 
Rcprascntation  in  der  Gruppe  x. 

III.  £11  »19  = e,  (mod.  4),  wenn  die  Summation  fiber  alie  in  x befindliche 
Glieder  9 erstreckt  wird. 

Es  sei  nun  k ein  anderes  Viertelsystem , besteheud  aus  f,  f,  f"  u.  s.  w.. 
w&hrend  x aus  9.  9',  9"  u.  s.  w.  besteht.  Ich  setze  voraus,  was  erlaubt  ist,  da  dic 
Ordnung  der  Glieder  in  x willkttrlich . dass  f mit  9 idcntisch  oder  zusammen- 
hangend  ist,  /'  mit  9',  f"  mit  9"  u.  s.  w.  Dic  mit  k zusammenhfingenden  Vier- 
telsgruppen  seien  k\=ik),  k"{=  — k) , km(= — ik).  Es  habe  ferner  die  C ,’ha- 
rakteristik  P in  Beziehung  auf  die  Gruppen  k,  k',  k ",  k dieselbe  Bedeutung  wie 
II  in  Beziehung  auf  x,  xVx",  x'",  so  dass  1*4'  = 0,  E 2,  3,  je  nachdem  4 zu 
k,  k'.  k",  k"'  gehort. 

Es  wird  dcmnach,  wenn  man  von  der  Verthcilung  der  x i»  die  Viertelsy- 
steme  k,  te,  k" , k"  anstatt  von  x,  x',  x",  x'”  ausgeht , an  die  Stelle  von  e treten 
der  kleinste  Rest  von  Pmf-\-Pmf'-\-Pmf-^Pmf "u.s.w.  u.s.w.  oder  von  -Pmf 
nachdem  Modulus  4 und  es  handelt  sich,  zubeweisen,  dass  - Pmf -■-£  1 1 «19 
durch  4 thcilbar  ist.  * 

Wir  schreiben  diesc  Grosse  so 

Pmf  4-P mf  -\-P  mf*-\-P  mff-  u.  s.  w. 

— P m 9 — P m 9'  — P m 9”  — P m 9'” — 

-f-  P m 9 + P m 9'-)-  P m 9"  -f-  Pm  9'"+ 

— II  m 9 — Wmf — II  »»9" — II  »19"' — 

Da  der  Voraussetzung  nach  f und  9 congruent  sind  oder  zusammengehoren,  so 
gilt  dasselbe  auch  von  mf  und  «»9  und  man  hat 
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/=l  | 

. — P»i^  ♦ — Pm®  { niod.  jx 

woraus  leicht  folgt  Vmf — Ptrr-f  = — P'f(mod.  4)  nnd  das  Aggregat  der  beiden 
obersten  Reilien  = — -P<p.  Da  nun  ferner  Pmtp — II?«?  = P(t—  "^imp)  ist, 
I*B"f  zu  x gehflrt  und  der  Inbegriff  aller  mf  ohne  Rflcksicht  auf 

die  Ordnung  mit  allen  if>  ubereinkommt,  so  wird  das  Aggregat  aller  P(»np.»— nm?) 
aequal  sein  dem  Aggregat  aller  P<f ; folglich  das  Aggregat  der  dritten  und  vier- 
ten  Reihe  = -P9  (mod.  4),  also  das  Aggregat  aller  vier  Reihen  = 0 (mod.  4) 
W.  Z.  B.  W. 

Da  also  t,  unabh&ngig  von  der  Wahl  der  Viertelsysteme  bloss  von  m und  p 
abhangt,  so  werden  wir  e den  Character  der  Zahl  m in  Beziehung  auf  den  Mo- 
dulus [i  ncnncn  und  mit  Ch.  m (mod.  (i)  bezeichnen.  Man  sieht  leicht,  dass 
dies  nur  eine  Genernlisirung  deijenigen  Definition  ist,  die  (Art.  . . .)  ffir  den  Fall, 
wo  (t  eine  Primzahl  ist,  gegeben  ist,  oder  sie  unter  sich  begreift. 


4. 

Icli  gche  jctzt  zu  bestimmten  Anordnungen  der  Viertelsysteme  Uber,  und 
werde  den  mit  m zu  bezeichncnden  Modulus  — ea-\-ebi  setzen,  so  dass  die  po- 
sitive ganze  Zahl  e den  grossten  reellen  Divisor , oder  den  grOssten  Divisor,  wel- 
chen  die  beiden  Bestandtheile  von  m haben,  bedeutet,  oder  a,  b Primzahlen 
unter  sich.  Das  am  einfachsten  angeordnete  Viertelsystem  wird  das  sein,  des- 
sen  Glicder  x-f-iy  so  beschaffen  sind,  dass  ax-\-by  positiv  und  kleiner  ais 
Je(aa  -f-  bb) , ay — bx  nioht  negativ.  und  gleichfhlls  kleiner  ais  ±e(aa-\-bb) 
wird;  die  letztere  Bedingung  wird  geflissentlich  so  ausgedrflckt , dass  auch  die 
Falle,  wo  ay  — 6,r  = 0 wird,  darunter  begriffen  sind.  Man  sieht  leicht,  dass 
solcher  Falle  zusammen  J (« — 1)  sein  werden,  nemlich 

x = «,  y — b 

x = 2 a,  y — 2b 

x — 3a,  y — 36 

u.  s.  w.  bis 

x =.{{e  — l)a,  y=f(e  — 1)6 

also  gar  keine,  wenn  die  Bestandtheile  von  m keinen  gemeinschaftlichen  Divisor 

47  * 
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haben.  Nennen  wir  dieses  Viertclsystem  k,  und  k\  k",  k‘"  diejenigen,  welche 
entstehen , indcm  man  die  zu  k gehorigen  Zahlen  mit  t, — 1, — i multiplicirt, 
oder  man  mng  auch  setzen 

k‘=m-\-ik,  A:"  = (i— *)m  — k,  k“  = im — ik 


Auf  dicse  Art  erhalt  man  folgende  Regel,  um  zu  beurtheUen,  ob  eine  beliobige 
vorgegebene  durch  m nicht-  theilbare  ganze  Zahl  .T-f-  <y  congruent  sei  cinem 
Gliede  von  k , k',  k"  oder  k”,  nemlich  indcm  man  kann  2 (ax-\-by)  in  die  Form 
Pe{aa-{-bb)-\~  Q,  2 (ay — bx)  in  die  Form  Re[aa-{-bb)-\-S  bringen,  so  dass 
P,  Q,  R,  S ganze  reelle  Zalden  und  zwar 


wenn  x -f-  iy  congruent  ist  einer  Zahl  aus 


so  dass 

k 

k ' 

k"  - 

r 

P 

gerade 

ungerade 

ungerade 

gerade 

R 

gerade 

gerade 

ungerade 

ungerade 

Q 

positiv 

positiv 

positiv 

nicht  negativ 

e(aa-\-bb) — Q 

positiv 

nicht  negativ 

positiv 

positiv 

S 

nicht  ncgativ  J 

positiv 

positiv 

positiv 

e[aa-\-bb)  — S 

positiv 

positiv 

nicht  negativ 

positiv 

Man  erleichtert  sich  dic  Uebcrsicht,  wenn  man  die  Falle,  wo  keine  der  Zah- 
len  a x by , ay  — bx  durch  e(aa-\-bb)  theilbarist,  von  den  flbrigen  unter- 
scheidet. 

I.  Im  crsten  Falle  liat  man  fflr  P sclilechthin  die  (algebraisch)  klei- 
nere  der  beiden  ganzcn  Zohlen  zu  nehmen , zwischen  welche  fausschliesslich) 
l',LX  fallcn  wjrd,  und  eben  so  fur  R die  .kleinere  der  beiden,  zwischen 

s*=s  MU. 

II.  Ist  <ix  + by  durch  e(aa-j-bb)  theilbar,  so  wird  ay — bx  zwar  durch 

aa-\-bb,  nicht  aber  durch  e(aa-\-bb)  theilbar  sein  (wcil  sonst  jr  — |—  i' durch 
ea-^-ebi  theilbar  sein  wflrdc).  Ist  nun  R,  d.i.  die  Zahl,  welche  zuniichst  klei- 
n er  ist  ais  gcrade,  so  wird  x-\-iy  einer  Zahl  aus  k'  congruent  sein 

nach  dem  Mod.  ea-\-ebi,  einer  aus  k hingegen,  wenn  R ungeradc  ist. 

III.  Ist  ay  — bx  durch  e(aa  + 66)  theilbar,  nicht  aber  ax-\-by,  so  wird 

.r-j-iy  einer  Zahl  aus  k , oder  aus  k"  congruent  sein.  je  nachdem  die  ganze  Zahl, 
welche  algebraisch  zuniichst  kleiner  ist  ais  gerade  oder  ungerade  ist. 
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5. 

Man  leitet  aus  obigem  ohne  Mdlie  folgende  Methode  ab  zur  Bestimmung 
des  Characters  einer  gegebenen  ganzen  Zahl  M = A -f-  B i in  Beziehung  auf  den 
ungeraden  sie  nicht  messenden  Modulus  m = ea-| -ebi. 

Zur  Abkflrzung  bedienen  wir  uns  folgender  Bezeichnung..  Wenn  p irgend 
eine  gebrochene  reelle  Zahl  vorstellt,  sollduxch  [p]  diejenige  ganze  Zahl  bezeich- 
net  werden,  die  zugleich  p — [p)  und  1 -(-[/>] — J>  positiv  macht.  BeidieserDe- 
finition  ist  also  die  Anwendung  der  Bezeichnung  auf  ganze  Zalilen  ausgeschlossen. 
Fasste  man  die  Definition  so,  das»  weder  p — [p]  noch  1 -f-[pl — p negativ  scin 
soli,  so  wttrde  das  Zeichen  [p]  ftir  den  Fall,  wo  p ganze  Zahl  ist,  zweideutig  sein. 
Man  kdnnte  auch,  wie  in  einer  friihercn  Abhandlung  geschehen  ist,  die  Bedingung 
sostellen,  dass  l + [p] — p positiv  und  p — [p]  nur  nicht  negativ  sein  soli.  Fur  un- 
sern  Zweck  ist  es  etwas  bequemer,  sich  an  die  erste  Begriffsbestimmung  zu  halten.  ' 
Das  Vicrtclsystem  k bilden  hicnach  alie  ganzen  Zahlen  f,  wofar  wenn 
man  - = ? + '•)*  setzt , 4 zwischen  0 und  t ausschliesslich , r)  zwischen  0 
und  1,  dic  0 eingeschlossen , liegt,  oder 

[£)  = 0.  [tj]  = 0 
oder  [4]  = 0,  tj  = 0 

Setzt  man  nun  fdr  jedes  f , — 4+*t|  und  nimmt 

V/  = 0 wenn  zugleich  [4]  gerade  und  entweder  [»j]  gerade  oder  ij  ganz 

1 [i]]  gerade  und  entweder  [4j  ungerade  oder  4 -ganz 

2 [4]  ungerade  und  entweder  [ij]  ungerade  oder  rj  ganz 

3 [i]"}  ungerade  und  entweder  [4]  gerade  oder  4 ganz 

tabellarisch  so 


[i)]  gerade  | [tj]  ungerade 

Tj  ganz 

[4]  gerade 

0 3 

0 

[4]  ungerade 

1 2 

2 

4 ganz 

1 i 3 

— 

was  man  durch  V(£  + '>i)  bezeichnen  mag,  so  wird  der  gesuchte  Character  der 
Zahl  M in  Beziehung  auf  den  Modulus  m aequal  dem  kleinsten  Reste  von  2 Vf 
nach  dem  Modulus  4. 
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6. 

Die  im  vorhergehenden  Att.  gegobene  Vorschrift  ist  allgemcin:  far  den  Fall, 
wo  M ungerade  ist,  werden  wir  ihr  aber  eine  andere  Gestalt  geben.  Wir  wer- 
den  zugleich  annehmen,  dass  die  reellen  Theile  von  m und  M ungerade,  also  die 
imaginarem  gerade  sind. 

Wir  lassen  jeder  zu  dein  Viertelsysteme  k gehbrenden  Zahl  f eine  andere 
g correspondiren , die  aus  f auf  folgendc  Art  abgeleitet  wird.  Indem  man 
= 4 + » tj  setzt,  unterscheidet  man  vier  Falle 

I.  Wenn  [2  4]  = 0 und  entweder  [2  rj]  = 0 oder  t)  = 0 

II.  Wenn  [24]  — t und  entweder  [2 rj]  = 0 oder  Tj  = 0 

III.  Wenn  [24]  = 0 und  [2tj]  = t 

IV.  Wenn  [24]  = 1 und  [2tj]  = 1 

Im  ersten  Falle  wird  man  g — 2/,  ‘im  zweiten  g = im  — 2 i/,  im  drit- 
ten  g — m+2i/,  im  vicrten  g — (l-(-i)m  — 2/  setzen.  Man  sieht  leicht, 
dass  der  Inbegriff  aller  g ein  vollstandigcs  Viertelsystem  l bildet;  ihre  Charae te- 
ristik  ist,  dass  zugleich,  wenn  man  £ = 4+»t)  setzt 
entweder  [4]  = 0,  [tj]  = 0 

oder  tj  — 0 , [4]=  0 und  g durch  1 + i theilbar 

oder  4 = 0,  [ij]  = 0 und  g durch  1-j-i  nicht  theilbar 

Daraus  folgt,  dass  l sich  von  k nur  dadurch  unterscheidet,  dass  diejenigen 
Zahlen  in  k,  fur  welche  tj  = 0,  und  die  durch  1 -f-  i untheilbar  sind , nemlich 

• a + 6»,  3(a+t‘).  5(a+6i) , . oder  bis  ^^(a-f-6t) 

je  nachdem  e yon  der  Form  4n-f-l  oder  4»  + 3,  in  / fehlen  und  dagegen  in  letz- 
term  Complex  die  Producte  jener  Zahlen  in  i auftreten.  Zugleich  sieht  man, 
dass  filr  e = 1 , d.  i.  wenn  m durch  keiije  recllc  ganze  Zahl  theilbar  ist,  * und  / 
ganz  gleich  sind. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  Wf  unmittelbar  aus  dem  dem  f entsprechenden  g 
abzuleiten.  Das  Resultat  ist,  dass  ffir  obige  4 Falle 

i.  V/=7«? 

— V"jW  wenn  weder  reeller  noch  imaginarer  Th.  von  f-~  ganz 

v m m d 

. r-,  Vif  • , -J 

1 — V — wenn  einer  von  beid^n  ganz 
III.  wic  II.  IV.  wie  I. 
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Die  Bruchsttlcke , die  hier  im  Druck  mit  I und  11  bczeichnet  &ind,  gehoren  nach  dem  Orte  xu  ur- 
theilen,  den  die  betreffeoden  Handschriften  in  eincm  Xotizbuche  einnehmen,  dem  Jahre  l&il  oder  der  xu- 
n&chst  folgenden  Zeit  an.  Von  den  vorangehenden  Versuchen,  den  Beare»  des  Fundamentaltheorems  fur 
biquadratische  Reste  nach  den  hier  fOr  den  Rest  l + s*  angewandten  Methoden  durchzufUhrcn,  ist  eine  Auf- 
zeichnung  vorhanden,  welche  den  speciellen  Fall  des  Restes  1+21  erledigt  und  von  derjenigen  Beitim- 
mung  des  biquadratischen  Characters  ausgeht,  die  man  ais  Note  dem  Art.  g des  Brnchstficks  III  beigef&gt 
hat.  Im  flbrigen  laasen  sich  die  hislorischen  Angaben,  die  Gacbs  in  den  Anzeigen  seinrr  arithmetischen 
Abhandlungen  verOffentlicht  hat,  mit  HQlfe  dea  Nachlasses  dahiji  rrganxen,  dass  die  in  den  Artt.  i b bis  20 
der  Theoria  residuorum  biquadrat.  aufgenommenen  I.ehrs&txe  schon  vor  der  Ausarbcitung  der  Theoria  mo- 
tus corporum  coel.  niedergeschrieben  sind.  Die  in  den  Anzeigen  enrihnten  Untersuchungen  flber  cubische 
Reste  werden  wohl  nicht  zur  Ausarbeitung  gclangt  sein ; aufgezeichnet  finden  sich  davon  die  mit  den  HQlfs- 
mitteln,  welche  die  Abhandlung  Disquisitionum  circa  aequatione*  puras  ulterior  evolutio  bietet,  durchge- 
ftihrten  Beweise  der  Reciprocit&tsB&tzo  fur^zwei  Primzohlen,  von  denen  dic  eine  reell  ist. 

Die  BruchstQcke  111  bis  VI  bilden  in  der  Handschrift  besondere  Hefte  und  fftr  die  drei  ersten  der- 
selben  weist  die  Form  der  SchriftzOge  auf  eine  Zeit,  die  der  f&r  die  Bruchsttlcke  I und  II  nicht  fern  liegt. 
wfthrend  fOr  das  letzte,  Nr.  VI,  ein  bedeutend  spiterer  Zeitpunkt  angenommen  werden  muss. 


[I.]  Art.  io.  Die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Ganzepunktc  in  (s,  s'+  C*  c + C)  ergibt  sich 

aus  dem  Satzet  bedeuten  a und  b relative  Primxahlen,  so  geht  die  von  ; + iji  nach  5+tji  + a + 6»  ge- 
zogene  Gerade  durch  Ein  en  Ganzepunkt;  wenn  der  imagin&rc  Theil  von  + (—•+!•)  eine  ganze 

Zahl  ist. 
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[1.]  Art.  »7.  Die  erste  Umformung  des  letzten  S in  dem  Auadrucke  fUr  A $ erhllt  man,  wenn 
man  das  betreffende  Fl&chensluck  in  aolche  drei  Theile  serlegt,  dass  jenes  S in 

S[k*n  + i — ih  (*  + *»')»•.  (♦  + **)*»+•»  !«•  + # + *•(♦)) 

— S{imt  |m+t + !•(+),  l»  + i — *•) 

— *((f  + fiO  m,  i*nt  4m  + | — «$) 


ubergeht,  and  wenn  man  dann  dic  Oanzepunkte  in  dem  ersten  Flfichentheile  mit  HQlfe  des  Saties  in  Art.  io 
auszahlt  und  fernvr  bcrdcksichtigt , daas  in  dem  zweiten  FUchentheile  sich  kcin  Ganzepunkt  befindet. 

Die  xweite  Umformung  erhAlt  man , wenn  man  die  dcn  Eckpunkten  dea  drittcn  Flichentheils  ent- 
•prechenden  GrtJssen  mit  i multiplicirt  und  um  die  ganze  Zlhl  ( 1 — •’)  — — vennehrt,  endlich  die  dritte 
Umformung,  wenn  man  mit  der  xuletxt  enUtandenen  Figur  nach  Vorschrift  des  Art.  l fi  diejenige  vergleicht, 
die  gegen  jene  die  Ortsverschiedenheit  hat. 


[1.]  Art.  [ 19.]  F.ine  Erlluterung  zum  ersten  Schema  findet  man  in  dem  sp&ter  niedergeschriebe- 
nen  hier  mit  [II.]  bezeichnetvn  BruchstQcke  Art.  i bis  6. 


[I.]  Art.  [is.]  (1.)  Die  geomelriache  Dcutung  ergibt  mit  Zuhtilfenahmu  der  bciden  Systeme  ron 
Ganzepunkten 

[— liQ— i,  |/»g)  = [-2IQ-H,  i'  10]  *iv*  und  -[-!•* Q*H«t  -1«,  .Q]  = -[-2.Q-'if  — 1«.  iQ}m  X* 
die  Gleichungen 

IV  — IV*  + [ — J.Q,  -X+X*  + [-«Q,  i»,  ~|] 

* XIII  + IV*  =[— 5iQ,  t,  «Q]  =—  U-UQ)  + /(-•  Q) 

V + X*  = — [— 2»Q,  — «,  s'Q]  = *(-l«Q)-12(-»*Q) 

wenn  ailgemein  Rx  und  Ix  die  grOwten  Ganzen  des  reellen  Theils  und  des  CoPfficienten  des  imaginuren 
Theili  ron  x bedeuten. 

[ — 2 1 Q,  ) » , — 4]  ist  aber  die  Anzahl  der  Oanzepunkte  in  dem  Quadrate,  dessen  Mittelpunkt  sich 
in  — 2»Q  — i + i*  befindet  und  zwischen  dessen  F.ckpunkten  die  Ortsunterschiedc  j und  f»  Statt  haben. 

[—  i Q,  i i,  — {]  oder  [ — 2»  Q,  — \ i,  |]  ist  die  Anzahl  der  Oanzepunkte  in  einem  gleichen  Quadrate 
mit  dem  Mittelpunkte  -liQ  + f-ti. 


[I.]  Art.  [18.]  (3.) 
erhllt  man 


Mit  Zuhulfenahme  der  Oanzepunkte  [o,  |i,  — i Q]  = -[-  |i,  — Ji,  -iQ]  = I* 


Digitized  by  Google 


ZUR  THEORIE  DER  BIQUADRATISCHEX  RESTE. 


377 


vn— xn  = i— 1*+[— iq,  i,  [«,  i,  *i]  = *ift  t,  |i] 

n— i*  =-j<o+ji(—.«) 

IX— I = [0,  -l,  — <Q]  = /o  — /(—  iQ) 

VI — XII  = -[U  -1,  —Q]=  -/df)  + /(-.0+*i)  - 

vni— xiv  = -{»,  I +1 


[II.]  Art.  io.  £s  Ut 

Ti»'=  T 2’"=  — i — Y(P"— fi»»),  TPwsi  + T(-«P'")(mdd.  4) 

und  — ■/*'+!  iw,  P " — Jim  sind  die  um  |a  vermehrtOn  (lanzepunkte  resp.  in  I,  VI. 


[III.]  Ari.  *.  Die  in  der  Note  angegebenen  Rcgeln  far  die  Bestimmung  des  Dec.  — hui  man  der 

iw 

voriiegenden  Abhandlung  aus  einem  andem  Orte  Alt  Handschriften  beigcfagt.  Die  erste  dieter  beiden  Re- 
geln,  die  wie  leicht  zu  suhen*  mit  der  zweiten  ubereinttimmt , folgt  aus  det  des  Art.  6,  weil 


k = /.  •'"(mod. m),  n = 8——,  p 


*mod.  2 + * *) 


[111,]  Aft.  s cnthAlt  in  der  Ilomlschnft  cin  Beispiel  xu  Art.  7 , nemlich  dic  Bestimmung  des  De- 
cidentcn  von  •—  1 -f  2 * far  den  Modulus  —11  + 4«. 


[111.]  Art.  10.  In  Rezug  auf  die  Bcmerkung  ‘anders  auszudrucken’  kann  man  Art.  3 des  folgen- 
den  Bruchstflcks  [IV]  vergleichen. 

« 

[IV.]  Die  Art.  1.2.  4 cnthalten  in  der  Handschrift  ausser  dcjn  hior  Abgedruckten  noch  dic  An- 
wendung  nuf  die  beiden  Beispielc  far  m — 5 + s»,  Jf  = > 4"  * * und  far  M * b -f  0 1. 

[V.]  Art.  [l.]  Et  bezeichnet  hier  Dec.  **  wie  itt  Art.  l des  vorhergehenden  Bruchstack»  [IV] 
den  Werth  von 

I<-i|*2(-i)r  Int.j. 

xyorin  die  Summatton  llher  allc  ganze  ifiahlen  X und  Y uusrudehnen  ist,  far  welckc  dic  rugehorigen  $ und 

• • . 
i)  innerhalb  der  Grenzen  o und  $ Licgen. 

Die  Eormeln  far  den  Dccidenten  in  Art.  7 und  H sind  nach  der  Angabe  dee  Teztes  auf  zwei  be- 

48 
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tandem  Wegen  gcfumlen,  urn  ab«rr  dioae  ErUuterungen  njcht  zu  «ehr  auixudchncn,  werden  »ie  hier  aut  ei- 
ner  gemeinsamen  Quellc  abgcleitet. 

Indem  X irgend  eiaen  beatimmten  ganxxahligen  Werth  annimmt , »ei  P da»  kleinere,  F*-  da* 
grfruiere  der  beiden  F , welche  den  Grenxwerthen  von  5,  Tj  entsprechen.  Die  xu  Y*  and  F**  rugehori- 
gen  Werthe  vou  p aejen  p * und  p **,  die  ebenso  wie  Y*  und  Y**  einander  nicht  gleich  werden  k&nnen, 
weil  die  Summe  X »ich  nicht  fiber  die  Grenxwerthe  von  5 uud  tj  erotreckt. 

Ffihrt  man  auf  dieaelbe  Wei*e  wie  in  den  beiden  vorhergehendcn  Aofaitxen  [III]  und  [IV]  die 
Summation  fiber  alie  bei  demselben  X Statt  habenden  Werthe  von  I'  aus,  HeUt  dabei  fur  die  Anxahl  der 
xwischen  Y ’ und  Y " liegenden  ungeraden  Zahlen  [{  Y* — j]  — [ii'* — |]  und  ffigt  die  Intensoren,  die 
•ich  auf  die  Grensen  5 = 0 und  = | bexiehen,  swei  Mal  aber  mit  enlgegengesetxtcn  Zeichen  hinzu,  so 
erhalt  man  fttr  2(— t)^Int.j»  den  au*  aieben  Theilen  beatchenden  Auadruck 

— 2[— Int.  (ji— unoi)+ lnt.(p  + |A®»)]  worin  aile  p aufxunchmen,  ffir  welche  [ F]  gerade. 

x oder  y ganx , iacl.  & = • und  $ , exoL  Tj  = o und  | 

— lnt.  (/»*  — p.®»)  wcnn  [P]  gerade 
4-  Int.  (p**+fim»)  wenn  [F**]  gerade 
— Int.  { p * -f  p®»).  wenn  [ Y*  ] -gerade  l 
+ Int.  (/»•*— p«i)  wenn  [F**]  gerade 
— Int.  (/»•  +p»i)  wenn  [F*]  gerade 
+ lnt.(j»*'-|»«i)  wenn  [F**— «]  gerade 


5=o  oder  | , o <tj<  | 
fi  < 5 < | » rj  = o oder  | 

5 = o oder  f , t;  sc  o oder  { 


welcher  mit  {—  i)*  multiplicirt  und  fiber  alie  glnxxahligen  X aummirt  den  Decidenten  ergibt. 

Au*  dem  enten  Theil  de»  Auadruck»  enlsteht  auf  diese  Weiae  von  den  nach  Art.  2 Vonchrift  I 
gebildeten  c 

# a Sc  wo  A'  ganx,  [F]  gerade 

— 4 £c  wo  auMerdem  y ganx,  [jr]  geradb 
Fur  die  folgenden  Theilc  kann 

— ( B ) Int.  (p  — Xpmi)  \venn  5=0 

4-  (2?)  Int.  (p  -f  2fp««)  wenn  c = i 

— (A)  Int.  (p  + Ap®i)  wgnn  tj  ^ o 

+ (>4)  Int.  (p  — Apmi)  wenn  tj  = f 

— l[[A')+(B')'}  Int.tp+dV*1)  vrenn  X ganx,  [T  + Am]  gerade,  5 und  r,  = o oder  f 

ge*etxt  werden,  worin  A — + A oder  — A »t,  wenn  tj  = o oder  i , B'  = + B oder  — B,  wenn  5 = o 
oder  |,  und  worin  x.  B,  (. A ):  oder  — t bexeichnet,  jenachdem  A po*itiv  oder  negativ  int. 

Multiplicirt  man  mit  ( — i)^,  ffihrt  die  Summation  fiber  X aus,  U*st  dabei  in  dieaen  Auadrflckcn  u.  zwar  im 
enten  p — B \xm »,  P — BDwi,  s — AB  ni — BBmt  X,  [F]  bct. in  ip,  iP,  iir,  — Y,  [AT] 

xwoiten  y + /?pou»,  P+BDtoi,  k + AB  an'+ Ii  Bm,  X.  [F]  ...  pt  P,  tj,  X , [F] 

dritten  p 4-  Ap®»,  /*4-  A iz  + AA  mi 4-  A fl»,  X,  [F]  . . . p,  Pt  n,  A',  [F] 

vierten  p—  A pati,  P — ADmi,  X — A Acti  — A Bm,  X,  [F]  . . ••»— ip,  iM—  iP,  »— tr,  Y—B,  A— 1— [Aj 


X ganx , [F ] gerade , o < tj  < f 
X ganx,  [F]  gerade,  o<5<* 
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iibcrgehen  und  beaeichnet  da*  au*  dem  ftinftcn  Ausdruck  aieh  ergebendo  Resultat  mil  <?,,  so  enUteht 

— 2(— m)*  (Jf}  Int.tj»,  wo  Y gani,  [X]  gerade,  tj  = a,  «<£<i 
+ Int.^,  to  I gani,  fl']  gerade,  S — i 4-«.  o<r4<f 

• — Z(—  l)^(.d)  lnt.  p,  wo  X gan»,  [E]  gerade,  rj  s=  ta,  0<£<| 

+ X(— lj^(^)rlnt. («i**—  ip),  wo  Y ganr,  [X]  gerade,  c = |-fw,  o<r4<j 

+ Q. 

Die  Untersuchung  der  einzclncn  Falle  liW*l  erkennen,  duas  unter  der  Vorau£*e^ung  M = i (mod.  2 4*  2» ) 

» 

Qt  — — lnt.  uibi  ist,  wenn  M im  I . Quadrant  en  liegt 

jy  1 

— lnt.  ($  mi  4-  limi),  wenn  .V  im  2.  Quadr.  und  gerade 

»•  M i 

4-  lnt.($  nu’ — wenn  M im  4.  Quadr.  und  — gerade 

2 

indem  man  eine  complexe  Zahl  gerade  oder  ungerade  nennt,  je  nachdem  tie  durch  2 theilbar  »t  oder 
nicht. 

Hiernach  wird  alno  bei  Anwendung  der  in  den  Vorschriften  11  und  IV  bestimmten  e 

I>ec.  **.  = I,  2 s,  wo  X ganj;,  [7]  gerade 
Ji 

— 4 2 e,  wo  noch  y gtuu,  [*]  gerfede 
II,  — Eclnt.  ip,  wo  Y gani,  [X]  gerade 
IV,  4*  2 e lnt./»,  wo  X gani,  [F]  gerade 
II,  + 2*  Int.ji,  wo  X'  gnnz,  [7]  gerade 
IV,  4- ^ 6 lnt.  (im  — ip),  wo  Y gani,  [X]  gerade 

+ Qt 

In  einer  andern  Form  erhfllt  man  den  Aundrack  fOr  den  Deddenten,  wenn  man  zuerat  nach  X §01»- 
mirt  und  dabeidie  Aniuhl  jjer  awiscben  X'  und  X"  liegvnden  ungerade»  ZahUn  durch  [$X"4-  |J  — [^X'4-  k] 
daratellt,  netnlich 

Dec.  ”*.  = I,  St,  wo  I ganz,  [X]  ungerade 
Ai 

— iJEc,  wo  noch  y ga ns,  [2]  gerade 

II,  — It  lnt.  ip,  wo  X gpni,  £IT]  gerade 

IV,  + £c  lnt.  p,  wo  y gani,  [i']  ungerade 

II,  + SilAt.  p,  wo  y gani,  [jf]  ungerade 

IV,  +St  lnt. (ia  — ij>),  wo  X gani,  [K]  ungerade 

+ «, 

Qt  — — lnt.  ( — ii «)),  wonn  ,1/  un  2.  Quadr. 

jf |* 

-4- lnt.  (I  m — |x>),  wenn  M im  I.  Quadr.  und  — _ — ungerade 

J f | 

— Int.'(l m 4-  p w),  wenn  M im  3.  Quadr.  und  — - — ungerade 

48*  . 
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Ftthrt  man  die  Summatum  nach  I'  zuerat  aus , w&hlt  aber  die  iweite  ao  cbon  angew&ndte  Art  der 
Beztimmung  der  Aiuahl  der  zwischen  zwei  Werthen  liegenden  ungernden  /ahjen,  ao  wird 


»ec.rf=  I, 


£ e,  wo  A'  ganz,  [)’]  ungerade 
— 4 Z e,  • wo  nodi  y gariz,  [xj  gerade 
II,  — -c  Int.  ip,  wo  Y ganz^  [X]  ungerade 
I V, -4- - * Int. /j,  wo  -Y  ganz,  [}’]  ungerade 
11,  + Zclnt.  p,  wo  A' ganz,  [F]  ungerade 
CV,  -F  Zc  Int.  (im — ip),  wo  Y ganz,  {X]  ungerade 
+ 0, 


Qa  = — Int.( — |ie>»),  wenn  M in»  3.  Quadr. 


M— 


— Int.  (l  mi'4- g®*)#  w®nn  M ira  2.  Quadr.  und  — - 


+ Int. (4  mi — |aaji),  wenn  M im  4.  Quadr.  und 


-V— 1 


: 


ungerade 


Summirt  man  zuerst  noch  X und  gebmucht  daboi  die  erete  Art  <u  r D|»tellung  der  Anzahl  der 
zwiachen  zwei  Werthen  liegenden  ungeraden  kahleft , io  erhftlt  man  die  in  f V.]  Art.  1 5 angegebene  Forni 
far  den  Decidenlen,  wo  die  GrOaae  q auch  durch  fulgende  Gleichung  definirt  werden  kann 

q — — lnt.fxw,  trenn  M im  4.  Quadr. 

-f- Int.  (|  m — jaob),  wepn  M im  1.  Quadr.  und  * gcrade 

M — \ 

— int.(|  w»  +ja«o),  wenn  M ira  3.  Quadr.  und  gefade 

t t 

IHe  Vereinigung  dieaor  xiar  Auadnicke  far  .den  Decidentcn  biidet  daa  in^  [V.^Art.  T aufgeatollte 
Resultat,  wefl  Int.  ip  — Int.  p gleioh  3 wird  far  [x]  gcrade  [y]  ungerade,  sonsl  aber  gleich  |,  ferner 
lat.  (i m—ip)  + Int.  p gleich  o far  [x]  geradc  [y]  gerade,  in  den  ttbrigen  Ffillvn  aber  gleich  4. 


. [V.3  Art.  [7.]  Die  erute  Tafel  far  das  Beiapiel  gibt  in  der  crstcn  Spuite  die  zu  jedem  ganzzahligon 

P zugebdrigen  Werthe  von  oder  37(5  + iji),  wenn  0<$<Jt0<ij<j  ist,  in  der  zwciten 

• • . * r . M 

oder  37  .p,  in  der  dritten  die  in  p enthaltene  grtoate  gjmzc  Xahl,  in  der  vierten  + Int.  p , wo  das  obere 

Zeichcn  gilt,  wenn  P durch  l + i theilbar,  das  untere,  wenn  P nicht  durch  t-F»  thuilhar  ist. 


[ V.]  Art.  [a.]  . [t2.]  Die  verbcaaerte  Bezeichnungswcise  der  0 i*t  nur  bei  der  zwciten  und  dritten  Classe 
Artt.  9.  to  angedeutet,  aber  auch  auf  die  crste  und  vierte  Artt.  9.  II  auszudehnen.  Hicmuch  wird  ein 
G*  = T + YTi  denjenigen  Index  =0,  1,  2 oder  3 haben,  far  welchen  die  durch  die  Gleichungen 
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»*  .¥=  S + © •»  *“i  — p + o« 

® as  — Coeff.  Img  9*  (a  — & *)  =s  + b T — a V 
o«f>«  = + Coeff.  Iiftg9*(S-8i)  = -©r  + *t/ 

bestimmien  Grdascn  <f*  und  xwUchen  « und  j Kegen. 

l.'m  nach  den  Andeuiungen  io  Ari.  A (3)  *u  beweUen,  dans,  wenn  T,  V xwei  ganxe  reelle  Zahleri 
«nd , welche  dic  ao  eben  aufgcatclltcn  Bodingungen  erfullcn,  T -4-  Vi  aich  auch  in  dem  bei  einer  der  vier 
Combinationcn  Artt.  s.  . 1 1 heetimmten  Complexus  9*  befindet , bezeichne  man  mil  <p\  4»'  diejenigen  gan- 
lei  complexen  Zahlen,  ftir  wclche  «Ile  Glcichung 

r-+  U%  = f&M+Vm  . - 

Stati  hat  und  fur  wclche  eine  der  vier  Qrfiasen  tb  - i»—-—  *o  betehaffen,  dasa  der  reelle  Theil 

w m 

und  der  Coefficient  dea  imaginaren  Theil*  zvrUctoen  0 und  J liegen  (Theoria  'residuorum  biquadr.  artt. 

4 &,  46).  I)ie  betreffende  Grdsmc  Ut  dann,  wic  man  au*  der  Untersuchung  der  in  den  vier  Corabinatio- 

nen  enthaltenen  sechxehn  einzclnen  Ffille  leicht  ersieht,  ^ und  die  ihr  entaprechende  Grtaae  unter 

4- — . ± * i*t  t weil — =.—  *-■- I-  t*  wird. 

~ *n  . M M m «>  _ P * 

Aus  dieser  Art  der  Da&lcllung  der  GrOaaeti  — oder  ..  folgt  auch , dasa  It  £c  von  allen  aus 

»m  4* 

B + fl'+  fV'4*  8'"  besteht,  worin  die  Summe  deijenigen  e bedeutet,  die  ftir  jeden  Ganzepunkt  9 inner- 
halb  des  Pamilelogramins  tf,  | m,  g m 4- } «A  M,  1 » * if,  * ' • 

s=  +1  eu  actxen  aind , wenn  9 durch  1 + 1 theilbar  und  Coeff.  Imag.  jn"-*'  poaitiv  oder  wenn  keine  Be- 
dingung  gilt,  dagegen 
= — t wenn  nur  eine  gilt. 


[V.]  Art.  13.  Die  Beatimmuog  von  B*  kann  cntweder  durch  dic  oben  fur  Doe.  ~ angcwandten 
vier  verschiedepen  Summationaartcn  oder,  was  im  WesenUichen  dasselhe  Ut,  nach  den  in  [U.]  Art.  11  an- 
geduuteten  Methoden  ausgefUhrt  wexden,  bei  welchen  dann  die  vier  Constructionen  au  Grunde  xu  legen 
aind,  die  durch  Yerbindung  der  Punktc,  deren  9 ein  Vielfaches  von  I + * Ut,  resp.  mit  den  PunkUen 
9+1,  9 + i,  9*—  l und  9—  i entateheo.  . *»#*** 

I.ftsst  man  in  der  Bcgrenzung  des  zuvor  crwAhrften  Parallelugramms  allen  den  Punkten  cin  9 ent 
sprechen,  fOr  welche  der  reelle  oder  imagin&re  Theil  von  9 eine  gahze  Zahl  wird,  kezeichnet  mil  Q#  dk 
nAchatc  durch  l + » theilbare  Ganze  bei  9,  mit  / die  Ortavenchiebung  von  einem  Punktc  des  geiaden  Be* 
greniungasittcke*,  das  den  Punkt  9 enthAlt,  bU  zu  irgend  einem  naebfolgenden  Punkte  dersclben  Geraden, 
aUo  z.  B.  bei  jenem  Parallelogramm  der  Rcihe  nach  die  Gr^Men  m,  Jfi  , — m,  — Mi1,  und  aetzt  ' 

« = + t mit  dem  Zeichen  dea  imaginAren  Theils  von  ^ 

so  ergibt  dic  Vcreinigung  der  auf  dic  eine  oder  andera  Weise  erhaltenen  viejp  Keaultate  « ^ = — Is. 

Die  gesonderte  Btstimmung  der  den  Kckpunkten  untapreehenden  9 und  c wird  untgangen,  wenn 
man  dies  Parallelogramm  durch  ein  anderca  ersctzt,  deaaen  Begrcnsutigen  den  Begreazungen  dea  erateni 
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unendlieh  nahe  sind,  und  welches  die  beidcn  Punkte  0 und  Jm-f  J i * M nieht  einschliesst.  Die  Begren- 
zuni'  «fines  solchen  Parallelogramm*  erh&lt  man,  wenn  man  sie  an  die  positiven  Reiten  der  Linien 

m,  + 4 »»4-  l»4Af  . . . . ^i*Mt  o . . . . f »'*  M 

legi.  Lassi  man  dcn  vier  so  enlstandencn  Oeraden  dtr  Lethe  naeh  die  unendlieh  kleinen  positiven  GrOeaen 
m, , o,,  Mj  , a>t  entsprechen,  so  kann  man  fOr  die  auf  ihnen  liegendcn  Punkte  9 

9 = p ss  m(c4- «, «),  — 9$*  4-  J mi*  + J-V  = P = JT(;  4-  • ),  — 9 4-  fm  -fflfi1  = p — »n  ( ; 4~  ®» ‘ )* 

0 » ~*  =r  P = M (5  4-  o»4V)  wfenn  X gerade 

9 — p — "i(E + •,»)*  9»1"*—  4 n»»1"1  + \M  = P = If (4 + w,  +rp),  9*4- 1"»  — 4 Mi'**  — p — +“»+TiO» 

9»**—  P = Jf(54-®*«)  wenn  X ungerade 

sction , worin  ; und  tj  auch  thcilweise  zur  Schliessung^  der  Figur  das  Gcbiet  der  rcellen  Werthe  von  o 
bis  { um  unendlieh  kleine  Grdssen  Qberschreiton.  ^ * 

Bcxcichnen  G,  g,  H,  h die  Summcn  der  resp.  naeh  dcn  VoMchriflttn  II,  111,  IY,  V (In  Artt.  a bis  6) 
gebildeten  e,  und  umfasaen  (f  oder  G,  und  / oder  gt.  diejenigen  *,  welche  fllr  die  bein\  sweitcn  Paral- 
lelogramm ctwa  auftretenden  unendlieh  kleinen  Werthe  von  £ Slatt  haben,  itn  Uebrigcn  aber  resp.  naeh 
den  Vorschriften  II  und  111  gebildet  ajnd,  bejdchen‘sidv  fumer  G'  oder  G„  und  g"  oder  g„  ebenso  auf  die- 
selben  Vorschriften  aber  auf  die  unendlieh  kleinen  Werthe  von  f— g,  und  eadlich  H’,  A,,  H”,  htt  resp. 
auf  die  Vorschriften  IV,  V,  IV',  V und  die  unendlieh  kleinen  Werthe  resp.  von  } — 4 — r|#  tj,  »),  so  wird 

4«*  = -(p  + p'+p")  -•*(G+0’+<r)  +1  l(g  + 9,+  9„)  4* [Q+  G,+  G„)  wenn  X gerade 
1 B*  = — (jr4-  — i*“*(U  + H,+  H*r)  — »^“t(A  4-A,+ A„)  4-{G+  <?4*  Gn)  wenn  X ungerade 

Far  denjenigen  F.ckpunkt  9 des  Parallelogramms,  wclcher  dem  Punkte  0 runfichst  liogt,  bezeichne 
c,  den  xugchdrigen  Wcrth  von  dem  c der  ersten  Scite , dcn  zugehflrigen  Werth  von  jlem  £ der  vier- 
ten  Seite,  so  dass 

9 = »(t,  4-»«0  — •*Jf(B#4*9*4«) 

‘ wird,  dann  ergibt  sich  dasjenige  c,  welchem  auf  der  ersten  Seite  oder  deren  VerlAngerung  ein  Punkt  p 
mit  dem  rcellen  Theile  .gleich  0 entspricht , aus  der  Qleichung 

(llell.  p = 0),  5 “E,  = ea®«», — 0 w, 

worin  die  poaitiven  Faetoren  der  unendlieh  kleinen  positiven  Grossen  durch  die  Einhcit  crsetit  sind  und 
s.  ® die  durch  , 

p48*  = »"* (« 4*9 •) , i4*8rss»l(d4*^i) 

Ucstimmteu  rcellen  Grossen  bedeuten.  Dieser  Punkt  p liegt  auf  der  erajten  Seite  selhst,  wenn  £ — (,  po- 
«itiv  , ulso,  in  dem  man  o»,  unendlieh  klein  gegen  «,  annimmt , wenn  « negaliv  ist.  D«y  dem  Punktc-  p 
sunichst  liegende  Punkt  p*.  dessen  darsteUcnde  ZahL  durch  1 4“  * gcthcilt  wird,  ist  der  Punkt  0 . also  hat 
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Imag.  — W~.  oder  Imag.  r— — — •.  das  Minuaxeichen.  Man  erh&It  dahor  for  Reni.  p = o : 

p—p  $ + *,•  r 


e = — f vrenn  (6)  = — lf*  c * o wenn  (fr)  = -Hr  d.  ».  t = — | -f-  |(o) 
und  uuf  dieselbo  Weiic  for  Imag.p  = 0 

» * = — ^ 1 («)  also  y*  = — t + (a) 

I 


5 — S,  = a6©<a  — a oi  , Imag. — - — = lmag.  r--^ 

* 4 P—P  C + m,« 


In  Bexug  auf  die  vierle  Seite  wird  P°  — 6,  lmag.  — — — — Imag.  . 

also  for  Real.  (•*/*)  = Oj  i — = -3*18®,+«»,,  c = — 1 -h  1 (oa  £) 
und  fur*  Imag.  («*/*)  = 0 ; € — £*  = — ibSQatk  +o<u,  ,,  c = — 
demnach  fi,  = — J -f  \ (eail)  •+•  1 (368)  oderv  weil  p = a%  + 6®  ist,  6,  — — i-f  £ (pe)  4-  j(paa&$©) 

Der  Theil  von  4f**,  der  aus  dem  anendtich  nahe  bei  dem  Punkte  0 Kegenden  Stuck e der  Be- 
grenzung  entstcht,  iat  also  ^ 


A — 9 = -(o)  + l(p<3)+!{p3aA*«) 

Duroh  fihntiohc  Betxachtungcn  findet  man  for  die  Thelle  Ii J\  Rxt  welche  ebensulche  Bexic- 
hungen  reap.  xu  den  Punkten  |m,  \m  + \Mix9  fM4l  haben,  wie  Rtl  xnm  Puakte  o,  bei  geradcm  X 


a,‘=  = -»(»)-*(»),  a/-  -i4o’+i*i,  = 

*.*=  +<*#„+fl,,=  «iiW  + t‘-<(®) 

t 

bei  uugeradem  X ^ . 

R,1  - — f—  i-1ZT”=  — *(»)-!(»),  »,l=  -i"* ir-i1-*,»  0, 
x}  = — «„=  i»i+,(«)  + *i1+,(«) 


[V.]  Art.  [14.]  Die  Auswerthung  der  Summen  ron  den  nach  Vorachrift  III  gebildeten  c ergibt 
«ich  aus  der  durch  die  Definition  der  t leicht  zu  verificirenden  Gleichung 

III,  St  von  allen,  — 4 St  von  denen,  wo  y ganx,  [*]  gerade  =111,  S[—  Int.  (p  — m m)  + Int.(p  -f  m»)]  t 

worin  p alie  Werfke  annimmt,  die  den  unter  Vorschrifl  111  angegebeneo  Bedingungen  genflgen.  Di  eae 
Intenso  ren  lasaen  rich  nemlich  mit  Ausnahmc  der  beiden  dem  kleinsten  (5*)  und  dem  grfoaten  xulAaaigen 
Wrrthc  ( $*• ) von  | entsprechenden  lntensoren , welche  resp.  gleich 

— lnt.(/>* — »in»)  und  + Int. (pM  + moi)  oder  — Int.  (wm)  und  -f-Int.(i  — io)m 

aind,  immer  xu  je  zweien  + Int.(|>'-f-*no»>  und  — Int.  (j*"— m»)  so  xuaammen  ordnen,  dass  zwischen 
E' und  5W,  welche  den  Grosaen  p' und  pH  entsprechen,  kein  Werth  von  £ liegt,  der  den  rcollcn  oder  iroa- 
giniren  Theil  von  p einer  ganzen  Zahl  macht , so  dans  also  die  zwei  Intensoren  sich  atet*  gegenseitig 
annulliren.  • . ’ . 
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[V.]  Art.  [15.]  Ea  iit 

11,  -f  Iclnt.  ip  aro  I'  ganx  [JC]  gerade,  — Itlnt.  i/;  wo  X ganx  [EJ  angerade 

= S[ — Int.  i{p  — mw)4lnt.  i(j»4  «*“>)]  fQr  dicjenigen  /»,  f&r  wclche  x oder  y ganx,  [-2Tj  gerade 

Y ungerade . 0<$<|,t)  = o* 

4-  Int.  i[p*  — mtu)  wcnn  [AT*]  gerade  [ Y* ] ungerade  ( # 

— Int.  »(/»•* 4-»*®)  wenn  [X**]  gerade  [F**]  ungerade 

wie  mun  sich  leicht  uberxeugt , wcnn  man  auf  der  xwciten  Scito  der  Gleichung  dic  Summation  nach  dem 
in  der  vorhergehenden  Noto  angewandten  Verfahren  Uber  jedes  no  klcine  lntervall  von  S4  bis  £„  ausfuhrt, 
daa«  ea  xwischen  5,  und  kein  £ gibt,  welches  in  dem  zugohurigen  /‘  den  rcellen  oder  imaginiron  Theil 
xu  einer  ganxeu  Zahlmacht.  Die  Anvendung  der  nach  Vowchrift  III  gebildeten  c buwt  die  xweite  Scite 
diescr  Gleichung  dic  in  Art.  15.  aufgestellte  Form  annehmen. 


• frV.]  Art.  fl5.]  lite  Verwandlung  der  Sdnmien  von  de*  nach  Voruchrift  IV  gebildeteti  >/*  in  die 

Summo*,  der  c au»  V ergibt  aieh  dukh  eben  aolche  Betrachtungen  wh»  die  in  der  letxten  Note  angewandten, 
wenn  noch  die  Gleichung  • # % 

V,  vJ£c  von  allen,  — tSc  wo  x ganz  [y]  gerade,  = 4 I*t.  (H m 4 mea) — Jnt, (■§ • «e«  4 | — »m) 

xu  Hulfc  gexogen  wird,  dic  der  xuvor  ermittelten  Auawerthung  der  Summe  von  den  e in  Vowchrift  III 
entapricht. 


[V.)  Art.  £l».]  Beatimmt  man  dio  Uulfagrossen  V,  Y,  L,  V durch  dic  Glcichungen 
U — 1 — i{2?) — (-42?)  4 (*a)  4 (€4)4  (*&)  — (6a)  4 — [vlabA  B)  oder 

r-(i4^))(i-WJ0-(®«)  + (*«)  + (*«>.)  • 

woil  (ao)  4 (66)  = (X)  4 (-4 »6«6) , («&)  — (6a)  =r  (2?) — {liitab)  Ut, 

r=  -l  + (a)  + (6)-(<)^2W^ («a*)  «der  ' 

r = - 2 4 («)  4 (*)-(«)- 2 (2?)  - (a-4)  4 
L = (i4(w4)M»4(^))(i4(6l)-(t-M))(i-W)(i-(€)) 

V=  (,4(^))(l-(^))(-2W42(«)4(^)4K))  oder 
V = (1 4 [A ))  (1-  (2? ))  (-  (a ) 4 (*)  + <* ) 4 (a b)  - (C  a 6)  4 (*  «) ) 

weil  (uj  4 (6)  = (6)4  (6o4)  wenn  A positiv  B negatu  # 

und  bexcichnet  mit  H”,  &*',  Q“  dic  Grds&en,  in  welchc  die  H’  6\  Q de*  Au&druchs  fiir  den  Dec.  ^ in  Art.  14. 
ubergeheu,  wenn  man  darin  m mit  M also  0.461  mit  a— 6»  vertauscht,  #0  wird 
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. 1 W'  = — 5(i>)  — (j<2?)  wenii  i gerade 

2 IT'  = — (2if) — wenn  — ungerade 

2$'  = — (*«o6-4i?)-(€)  — (£)-4(6) 

2 @'4- 2<S'4- 2 IT  = 2 T + U wenn  — ~ - gerade 

2 @'+  2 Sr4*  2 JV'  = — 4 + 4 (a)  4*  V wenn  — ^ ungerade 
= l(?  + r + i + «r)-(2f+25'+]  IT') 

Ernetxt  man  hier  $(q  4-  r 4-  * 4*  **)  durch  dctwen  in  Art.  1 '»  oufgesteiken  Wertb , bringt  ihn  aber 
unter  die  Fonn 

2 T 4 4 X + V wenn  ^ - gerado  gerade 

2 T — l fi  -4  * 6 (■£)  + V wenn  - gerado  2i— ungefado 

— 4 4"  * («)  + F*  wenn  ■ — ungerade  m - 1 gerade 

— 20  + 4 (a)  4- ^ wenn  — — - ungerade  — — - ungerade 

2 #2 

und  beachtet,  daas 

^—«7=  — t(i4-(«))(44-(-^))(iV(«))(i— (5))(i— (-»))6— («)) 
iat,  so  erhalt  man  far  -i»  die  in  Art*  17  angegebeuc  Bestimmungsart. 

[VI.]  Art.  3.  Das  unvollfitllmdige  Citat  kaaa  auf  Art.  4 des  Bruchslucks  III  bczogcn  werden. 

• k ScHEBUfO. 
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NEUE  THEORIE  DER  ZERLEGUNG  DER  CUBEN. 


I.  Wir  nehmen  an,  es  gebe  eine  AuliOsungdef  Gleichung  e*+^*+«*=  6, 
nemlich  x = a , y = b,  : = c,  wo  a,  b,  c keinen  gemcinschaftlichen  Divisor 
haben , folglich  auch  unter  sich  Primzahlen  sind.  Wir  setzen 

Z>  — (—  c = a 

C + « = 6 

,V  «+&-T 

wo  nothwendig  audi  ct,  6,  y unter  si«h  Ptimzahlen -sein  werdcn.  Hmtten  nem- 
lich a und  6 einen  gemeinschaftlichen  Divisor,  so  wQrde  dieser  auch  o3  und  bs 
messen,  es  rafissteri  daher  auch  a und  b einen  gemei nschaftlichen  Divisor  haben. 
Wir  werdcn  nun  haben 

(6+y  — a)3+(y  + a— tf)3+(a  + 6— y)*  = 0 
allein  es  ist  identisch 

(6+7—  a)3-Hy-+-a  — 6)*+(a  + 6 — y)3  = (a+6  + y)3  — 24a6y 
Es  wird  folglich 

(a  + 6 + 7)*  = 24  a 6y 

49* 
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. • » * * * 

NEUE  THEORIE  DER  ZERLEGUNG  DER  CUBEN. 

I.  Wir  nehmen  an,  es  gebe  eine  AutiOsung-def  Glcichung  0, 

nemlich  x — </i%  y =■  b,  z — c . wo  u,  b,  c keinon  getneinschaftlichun  Divisor 
habcn , folglich  auch  unter  sich  Primzahlcn  siild.  Wir  setzen 

6-f-c  — a 

cA-a  3=2-  6 

. • •• . r • 

a+b=  y 

wo  nothwendig  auch  a,  6,  y unter  siah  Ptimzahlen  sein  werden.  H&tten  nem- 
lich a nnd  f>  einen  gemeinschttftlichen  Divisor , so  wflrde  dicscr  auch  as  und  b3 
nicssen,  es  rahMteri  duhcr  auch  a und  b einen  geoocinschaitlichen  Divisor  haben. 
Wir  werden  nun  haben  t» 

allein  es  i st  identisch 

(S+r—  <*)’  + (7+®  — S)*+(®  + 6 — r)’  — (a+tf-hr)1  — 24  «gT 

Ks  wird  folglich 

(a  + 6 -f-  y)*  = 24  a d y 

49* 
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Sind  a,  6.  7 reelle  Zahlen , so  wird  a + 6 + 7 durcli  3 tlicilbar  sein , also 
(a  -)-  6 + 7Ja  durch  27,  folglich  067  durch  9.  Es  muss  daher  eine  der  Zahlen 
a,  6,  7 z.  B.  7 durch  9 tlieilbar  sein,  also  c5  ebenfalls,  folglich  c durch  3. 

Sind  hingegeia  a,  b,  7 imagin&re  Zahlen,  so  schliessen  wir,  dass  a + fJ  + 7 
durch  1 — £,  folglich  21  a f) 7 durch  (t  — «)*,  mithin  a f) 7 durch  1 — t thcilbar 
sein  mflsse.  Es  ist  also-  eine  der  Zahlen  a,  6,  7 durch  1 — e thcilbar  und  folg- 
lich auch  eine  der  Zahlen  a,  h,  c.  • 

II.  Wir  .haben  allgomein  die  identische  Gleichung 
• * , / .•  • * ' • 

{p  + ? + »•)*  + [p -4-  9 * + r * g)* + q e « + r e)s 

= j7j»?r+3(p--f-y4-«,)(/*4-?*  + r««)(P+?ee  + rs) 


Ist  folglich  />  — f-  ^ — f-  r = 0,  so  wird  . 

{p  + qt  + re4),  + (p-t-<jrse^!i-re),  — 21pqr  — 0 

• r , • 1 *;  * , * ’ • 

Sind  hier  p,  q , r selbst  Cubcn , iremlich  resp.  = «*.  i1,  c1 ; d.  i.  existirt  eine 
Auflosung  der  (ileichung  ■+-  r3  ^ 0 , so  wird  • 

as -j-c*es  ==  o' 

a,+fc3i«+fc*t  = V 

— Sabe  — c 


gcsetzt,  auch  a'3  + A'3 -f- c*  = 0 werden.  AUs  dl^-ser  neucn  AutlOsung  kann  man 
auf  gleiche  Weisc  eine  dritte  ableiten  u.-s.  w.  Man  flbcrzepgt  sich  leicht,  dass 
wcrm  die  erste  Autibsung  in  jreellen  Zuliteu  ist.  auch  dip  dritte  eine  sokhe  sein 
whrcL  •*  • 5 • • ’ • 


■ Es  ist' noch  zu  hernerkeni  dass  wenn  a,  b,  c koinen  FaCtor  gemein  haben. 
dasselhe  auch  von  a\  b\  c gelten  wird,  den  Factor  1— e abgetechnet.  Es  ist 

ncmlich  . * .itf 

- 

t «9  • 

- e< 


— = — eeas  + efc*  = aJ  — ee5  = — 6S+ ttc* 

= a*  — ei’  = — Eea’-!-^^  — — c1  *’ 

— ‘ ' >1?^' 


i ~ — (**  — i)abc 


Die  beiden  ersten  Zahlen  haben  also  weder  mit  a,  noch  mit  b.  noch  mit  c einen 
Factor  gemein,  konnen  auch  nicht  durch  1 — £ theilbar  sein,  wcnn  nicht  a,  b,c 
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Zugleich  clurch  1 — e theilbar  sind : daher  haben  jenc  auch  kcinen  Factor  mit  der 
dritten  getnein. 

III.  Abcr  auch  der  umgekehrte  Weg  wird  offen  stehen.  Wir  haben  gese- 
hen,  dass  eine  der  GrOssen  durch  1 — e theilbar  ist:  dies  mag  e *eiu.  Da  man 
statt  a auch  at  oder  at  e substituiren  kann.  und  ebenso  statt  b auch  Iit  oder 
btt,  so  dflrfen  wir  voraussetzen,  dass  a entweder  = 1 oder  — — 1 sein  wird; 
wir  werden  das  crstere  voraussetzen , da  im  audent  Fall  6=1  sein  wtirde  und 
nur  mit  a vertautcht  zu  werden  brauchte.  Wir  sefzen  demnach 

a = 1 “f-  3 <z  # 

. : &=  — 1-4-3  6 

-i  : 

• _ l+(tr— t)(kxt-HJ*»)  =s  a 

=(*«-•){«+ «)  . ‘ _ 

wo  A-\~B-{-X?  =±  0 wird,  und  A“BC ’A= 

Da  hier 

• «•  , « = ■ — 

. • 6 = esA — tB 

so  kdnnen  A und,  B kejuen  Factor  gemoin  liaben,  wcil  ein  solcherjsonst  auch  ge- 
meinsch&ftliclier  Factor  von  a und  6 sein  wfcrde.  Wegen’  A-f-U-f- C = 0 kann 
folglich  .auch  Q kcinen  Factor  weder  mil  A noch  mit  B gemein<  habe*.  Hier- 
nu«  folgt  lcicht,  dass  A und  B und  mitliin  auch  C Cuben  sind.  Deiui  -(jt—}3 
wird  durch  * — te,  folglich  auch  durch  (e — ti)*  theilbar  sein  oder  a~\-S  durch 
3,  daher  wird  A = 1,2?  = — 1 (mod.  3).  , 

Sctzen  wir  nun 

A.=*  a'3  * . 

• B = b'3 

C = c3 

so  haben  wir  aus  der  Auflbsung  der  Gleiclmng  •r,4*.y3’‘f1-5  — 0 


* 
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eine  andcrc  abgeteitet 


z = c 


wo  folglicli  c den  Factor  1 — < einmal  weniger  enthalten  wird , ais  c.  Dies  ist 
aber  absurd.  wenn  c mir  durch  eine  bestimmte  Potenz  von  I — t theilbar,  d.  i. 
wenn  c von  0 verschieden  ist  Denn  duxch  Fortsetzung  dieser  Operationen  wttrde 
man  sonst  ani  Ende  auf  eine  Auflfisung  kommen,  wo  z gar  nicht  dUrch  1 — e theil- 
bar wfire  gegen  ( I y. 


Einen  ilhnliehen  Weg  kann  njan  fdr  die  5“n  Potenzen  nehmeu.  Ist  nam- 
lich  — l—  — J—  c4  = 0,  so  setzt  man  6—}— e = a,  c-\-a  = S,  Q-\-b  = y,  so  wird 

0 = (2a)s+(26)J-H2c)4  = (6-f-y-a)*-|-(T+«-$)5+(«  + 6-Y)s 

. = (arl-^+T)1— " 80»f>y(a«-f-6g-|~yy) 

Es  kann  aber  nidit  (ct — [—  C — y)*  = SOaSy(aa-|-l>g-f-Yy)  werden,  ohne 
dass  eine  der  Zahlen  «,  b.'  y durch*  1 — t Uuailias-  sei.  D^nn  w ii  ren  sie  alie  nicht 
theilbar.  so  mtlsste-sowohl  a-j-b-hy-  ala  «a-f-bb+yy  durch  t-*-».  tbeilbar 
sein,  folglkh^nch  2 (aa-F.bb 4-.yy)  -f-2  («-)-  b’  -f-y)  (a^-  b — y)  = (2a-}-b)*-f-3fib, 
was  unmOglich  ist.  ..  . ..  ' • 

Mnn  kann  dies  aueh  no  darfttellen.  Ist  a' -\-b* -{-c*  — 0,  so  wird 

t (o  -f-  b -(-  c)1  = 5(£>-|-c)(c-j-a)  (a-f-ft)  [(<*-)-  2 6 — 3c)*-f-  3 (a-)-c)1  — 8 (a-j-fc-f-cjc 
= 5(6+c)(c+a)(a-|-i)[(6  — c)’  + 3{&  + c)*-f-4(a-|-6*4-c)a] 

4 (a-f-6 c)4  -|-  hflbc ’ [b- — 3 (b -J- c}*}  5 — | — & — | — c)  | . . . .J 

Uebrigens  wftrde  der  Beweis  dem  vorigen  sehr  iihnlich. 

Versucht  man  aber  denselben  Gang  bei  den  Siebenten  Potenzen.  so  gcliugt 
es  nicht  zu  beweisen,  dass  bei  einer  gegebenen  AudOsung 


i- 
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< 

a7<4- 67  + e7  = 0 

nothwendig  eine  der  Grbssen  a,  b.  c durch  7 theilbar  sein  tnii.sse.  Es  fplgt  nem- 
lich  nur  _ 

• (a  + 6-j-y)7  — 5d6y  j3(a'-t-^*+7*)+  10(aa66  + aay7-f-S6yy)j 

welchcs  bestchen  kann , ohne  dass  a,  6,  y thircb  1 — e theilbar  w&re. 

Hoffentlich  wird  sich  indessen  dies  ift  /ukmift  aus  der  Natur  der  Determi- 
nanten  und  der  Einheitszalilten  ableiten  lassen. 

‘ • J 


^ [II.] 

BESTIMMUNO  DER  NACHBTEN  GAJJZEN  ZAHL.  • ’ 

I • . . * 

Es  eei  t*  =1,  /n  = a-j-bt-^ct* 

• 2<« — b — c '=*  A-\-h 

2 b -r—  c — a = B-j-  6 
' . ■ . 1 %e  — a — 6 — C+, y 

wo  A,  B,  C gaoze  Zahkn;  a,  6,  y positive  echte  Brtlche  sind.  Man  hat-dann 

^4+£+C-l-a-i-6-t-Y*=  0 • • • 

also  drei  Falle  zu  untersoheiden : f • 

I.  a + S+y=0,  folglich  tt  = 0,  6 = 0,'y  = 0 

1 , A = B s C (mod.  3).  . Hiet  ist  m selbit  ehie  ganze  Zahl. 

2,  A — B = B — C=C — A = +1  (raod.  3).  Hierist  ni  ± e"  eine  ganze  /ahl. 

II.  a + g+7=l. 

Hier  ist  A-f-*J3a4-  Ct»  -fr 1 

A— I--®*  ~f*  Gs  e -f- t c ^ 

* 

r 


4 
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jedes  durcli  1 — e theilbar,  und  einc  dieser  Zahlen  durch  3.  Der  Quotient  oder 


die  gesuchte  ganze  Zahl. 

III.  a + S + T=*. 


Hicx  sind  + . 

A — H e — f-  Ctt^-  1 -]*■ 1 , i * 


durch  1 — e und  eine  dieser  Zahlen  durcl{  3 theilbar.  Der  Quotient,  oder 

m i i"(c  + tQ-«  — «c— Tt. 

' i 


ist  die  gesuchte  ganze  Zalil. 


In  allen  drei  Falleji  liat  der  Rest  die  Fufxn  ' . . 

* • ; . • ' • • * ’ s 

. . *»*•..  • # 

so  dass  x,y,  z ohne  Rflcksicht  auf  das  Zeicheu  kleihcr  a\s  | und  x-{-y-\-z  = 0 
wird.  Dadurch  wird  aber  nothwcndig 


xx-\-yy-\rZZ  = 2xx-rtye  iyy — Ixz  — izz — -2\ry<j 

wcil  von  den  drei  Gfbssen  x,y,z  nothwendig  zwei  einerh1!  Zeichen  haben.  Folg- 
lich  ist  der  Determinant  des  gestes  , - # , 

• 4 • 

= i -\-yy + «)  < t .•  .Q  -E-  D. 

■ .w*7 

Die  Bestimmung  der  niichsten  gjpzgn  Zalil  gtechicht  beyuenter  auf  folgende 
Art.  Es  sei  vprgegeben  $-^6t+cts  — man  setze 

b — a=*rcif-f 'V* 
c — b — A -(-a 
, a — c ^ 


wo  A.  Ii,  C die  nSchst  kleinefii  ganze»  Zahlen;  a,  15,  y positive  Brflche  sind. 
Hier  sind  drei  Falle  zu  unterscheiden : 
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I.  a-f-6-j-y  = 0,  so  ist  m selbst  ganze  Zahl 

II.  a-f-d  + y — 1 . so  ist  die  n&chste  ganze  Zahl 

/J-f-(J3+C)e  wenn  a der  grfisste  Bruch  ist. 

Cc-HA+CJm  d 

A-\-B  . -j-A&t  * y 

III.  a + d + y = 2,  so  ist  die  n&chste  ganze  Zahl 

— (—  1 — (—  ( J5  — )—  0 — (—  2)  e wenn  a der  kleinste  Bruch  ist. 

. (C-f-  1)  6 -f*  («A— |—  0"{-  2)8  £ d 

A+B+  2 . +(A+l)«e  y 

Iu  II,  1 ist  der  Rest  d-j-(d+y)e,  dessen  Determinant 

= 6<>  + tfy+yy  = i— i[(«— d)(t  + 3d)  + (a—  yftl  + Sy}] 


* 

Noch  einfacher  so: 

Man  ordne  die  Brflche  a — [«],  b — [6],  c — [c]  nach  ihrer  GrOsse : so  heissen 
sie  der  Reihe  nach  p,  q,  r.  Sind  alie  drei  gleich  gross,  so  ist  m eine  ganze  Zahl. 
Sind  sie  aber  ungleich,  so  sei  t ein  beliebiger  Bruch  zwischen 


p und  q,  jenachdem  q — p am  grOssten  ist 
q und  r r — q 

r und  1-f-p  I -\~P  — r 

Sodann  ist 

a — /]  -f-  [6 — fje+[c  — t]ee 


die  nachste  ganze  Zald. 


50 
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[III.] 

Es  sei  6*  = 1 

a + 6e  +cee  -j-rfg3  +eg‘  = q' 
a— i — & 6 '-{-cg^+rfg  *— |—  cg  4 = q” 

{a-b)*+[b -cf+lc-df+id-er  + ie-a)*  = 2/ 
(a-c)’+(6-rf)l+(c-g)*  +(rf-a)*+(e-6)*  = 2 / 

q'qm  — — />'e  — p"ss — p"  g* — p’g*  = P' 
qq“  = —pes — j»V  — /g  — /g*  = P" 

Determinant  = P'P"  = — p'p'-\-  3 p'p” — pp 

Mensura  = 2 p'-\-  ‘i-p—  2 P'+  2 P" 


= 5(oa-|-ii-|-cc-|-d<I+tf<) — (a  + 6+c-|-<^-|-e), 

• # 

Multiplicando  per  1 — e fit  mensura  nova  = 8p' 

HOchste  Mensur  = y/-D  = 4.472 \J D 

Modulus  — 1 — g 


Also 


1 — g = x 
g = 1 — x 
gg  = I — 2x+^ 
g*  = 1 — Sx-f-3^^ — x3 
g*  — 1 — 4x-|-6xx — 4x1+x4 
= — 4-^-6x — 4xx+x* 

= h mod.  (1  — g) 
g"=  1 — nx  mod.  (1  — g)1 

(rrrr*)"  = ‘+«^*  mod.  (i— g)1 


Also  eine  Zahl,  welche  = 1 mod.  (1 — g}’  kann  nur  dann  eine  Einzahl  sein, 
wenn  sie  zugleick  = 1 (mod.  5). 
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[IV.] 

EINIGES  CBER  DIE  MENSUR  DER  ZAHLEN. 

Es  sei  6*  = 1 , n Primzahl 

m = a+«'e+ a"ee+aV+  . . . +a('*-,)£»->  _ fe 
D — /g./gg./g* . . ./e"-* 

/•e./e"-'  = _fc'(g+g»-')_5"(6*4-0  — 6"(es+0  ■ • • 

so  ist 

26'  = (a — a')* + (a— a')*  -f-  («" — «'")*  + etc. 

26"=  (a a"")*+  etc. 
etc. 

hier  sind  also  6',  6",  6".  . lauter  positive  Grossen;  sie  heisscn  Partialmensuren 
von  m,  so  wie  ihre  Sumine 

* 

6'-|-  6"-f-  6”'-f-  etc.  = «(aa+aV-f  • .)  — (a  a'+  «”+  etc.)* 

die  Generalmensur.  Setzt  man 

« 

fi  .fi”~*  = C,  fii.fin~7  = C"  etC. 

so  ist 

c'+c"+c“+  etc.  +ci(n_l)  = 6'4-6"4-6"+  etc.  +6t("_,) 
c'(e-f  £"-*)+c"(6£  + E"-*)+c"(g*+g— *)-fetc.  = 2(6'+6"+  6'”+ etc.  +6*("-,))  — nb' 
c'(  2 — g — e"-1)  -f-c"(2  — se — e”-’)  + c'"(2 — s5—  e'*-3)  + etc.  — nb' 
*>*£  («Dp,  6'+6”+6'"+  etc.  >!L=*.JD^ 


Ist  allgcmein 

/g./g"-1  = ^i+^g+Xgg+AV-f. . . 

so  ist  die  Generalmensur  — A — A" — etc.  -f-  n .A 

Mensur  von  (1+®)/®  • • • A’  = * A — 2n(A — A)  = 4 — 2n6’ 

Ist  a +a'+  «"-)-..  = 0,  so  ist  A — »(<*«  +a  a+a”°"+etc.) 

und  ist  A-^-A-^A"-^  . . . = 0,  so  ist  ^=«.4,  A ' = n[2A-\-2A) 

Ist  also  einer  der  CoSfficienten  A,  A " etc.  negativ  und  absolut  griisser  ais 
f-A,  so  lasst  sicli  die  Mensur  salvo  determinante  herabbringen. 

50* 
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[V.] 

Solite  sich  bestatigcn,  dass  jede  Einheitszahl  bloss  aus  Factoren  von  der 

Form 


zusaramengesctzt  wiire , so  wurde  folgender  Satz  bewicscn  scin : 
Ist  f[t ) eine  Einheitszahl,  so  ist 


/(«)  _ 
/(«-)  — 


Es  sei 


Auch  ohne  jenen  Satz  vorauszusetzen,  ist  der  Schlusssatz  leicbt  zu  beweisen. 

£ = 


so  ist 


Ft.Ft "*  = 1 


woraus  mit  Hulfe  der  Lehre  von  der  Mensur  leicht  gefolgert  wird,  dass 

* Ft  = ±tH 

Das  unterc  Zeichen  ist  aber  unmoglich,  weil  sonst  ft  durch  1 — e tlieilbar  sein 
mfisste. 

Dass  der  Determinant  einer  von  0 verschiedenen  Zahl  niclit  = 0 sein 
kiinne,  lusst  sich  leicht  beweisen.  Wenn  der  Determinant  durch  m theilbar  ist, 
so  ist  die  Zahl  sclbst  durch  1 — e theilbar;  folglich  wenn  der  Determinant  durch 
m”*-1  theilbar  ist,  muss  die  Zahl  selbst  durch  m theilbar  sein.  Welches  absurd 
ist,  da  beim  Det.  0 dic  Zahl  erst  salvo  Det.  so  oft  durch  m dividirt  werden  kiinnte. 
bis  sic  nicht  mehr  theilbar  wiire.  Der  erste  Satz  aber  erhellt  sb.  Es  sei  die  vor- 
gegebene  Zahl 

a + etc.  = a -f-  b + c , . mod.  t — t 

also  Determinans  = (a-j-6-j-c  . .)m_l  mod.  I — e. 
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[VI.] 

Es  sei  e"  = 1 

fi  = a — J—  6 e — c e e — <?  e*  -f-  etc. 
m = Determinans  dieser  Zahl 

y*  /e  e ./e3 • • . /eH— 1 = A -\~Bi  - { - Cee— |-  etc.  = F e 

Der  Zahl  /e  entspricht  eine  Wurzel  der  Congruenz  •*"  = 1 (mod.  m.)  Es 
sei  dieselbe  r.  Man  hat 

n A = Fl  -f-  Fe  -f-  Fe  e -{-  . . 

nil  = Fl+e~'F&-|-e-1Fee-|-  . . 
nC  — Fi+e-,F8+e-4Fee+  . . 
etc. 

also,  da  Fee,  Fe3,  Fe*  etc.  durch  /e  thcilbar  sind, 

n.A — Fl — t[nB — Fl) 
nA — Fl — ee(n  C — Fl) 
hA—  Fl— e3(»2)->-Fl) 
etc. 

alie  durch  /e  theilbar , oder  auch 

n[A  — B) — e»  (fi—  C) 
n{B—C)  — en{C—D) 
etc. 

durch  fi  theilbar;  folglich  [wenn  /e  durch  1 — e,  und  Fe  dufch  eine  ganze 
reelle  Zahl  nicht  theilbar  ist] 

*=A^  = P-l=CiFJp.^-  (”«>d./e) 
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Die  hier  unter  der  gcmeinsamen  Ueberschrifl,  zur  Theorie  der  complexcn  Zahlen,  zusammengeatellten 
Untersuchungon  bilden  zerstreute  Notixenin  der  Handschrift.  Sie  enthalten  die  wosentlichen  Momente  desBe- 
weises  vom  FE&MATichen  Satze  fur  die  dritte  und  fiknfte  P&tenx.  Dje  aut  dritten  Wurzeln  der  Einheit  xutam- 
mengesetzten  Zahlen  sind  in  unvollsULndigen  hier  nicht  abgedruckten  Aufxeichnungcn  aowohl  mit  Hhlfe  der 
Theorie  der  binflren  quadratischen  Fonnen,  ait  auch  der  Kreisthcilung  untcnmcht.  Bei  Gelegenheit  der  An* 
wendung  der  letxtern  und  zwar  wfihrend  deT  Autarbeituwg  der  Abhandlung  Disquisitionum  eirra  aequationes 

puras  ulterior  evolutio  i»t  noch  dic  tcrafire  cubwchc  Forin  aufgestcllt,  in  welche  17 — ftlr  eine  Prim- 

zahl  n.=  I mod.  3 verwandelt  vrerden  kann,  und  zuglcich  die  Theorie  der  Coroposition  der  mit  jener  ver* 
wandten  Form  X*  + m Y%  4-  mmZ9  — 3 mXTZ  entwickelt. 

Die  in  den  1'ntersuchungen  det  Bruchstttck  [1]  vorausgcsetztc  Eigenschaft  der  aus  driUen  Wurzeln 
der  Einheit  gebildeten  ganzen  Zahlen , dat»  jede  nur  auf  Eine  Weiae  in  Primfactoren  zerlegt  werden  kann, 
ergibt  «ich  au»  dem  Eucunischen  Verfahren , die  gemeintamen  Theiler  zweier  Zahlen  zu  bestimmen,  wcnn 
dabei  der  unter  [11]  abgeleitete  *Satz  hber  die  niebste  ganze  Zahl  filr  irgend  eine  vorgegebene  Bruchzahl 
in  Anwendung  gebracht  wird. 

Dat»  dicselbu  FundamenUliigenschaft  auch  deli  aus  funften  Wurzeln  der  Einheit  zu&ammengesctzUm 
Zahlen  zukommt,  folgt  daraus,  dast  der  nach  einer  ganz  analogen  Kegcl  wio  in  [11]  gebildete  Bruchrest 
entwedcr  von  m oder  doch  von  m multiplicirt  in  eine  geeignete  EinheiUzahl  E so  beschafTcn  ist,  doss  er 
durch  Subtraction  von  der  vorgegebenen  Zahl  mE  eine  ganze  Zahl  ontstchen  l&sat  und  data  aein  Deter- 
minant die  Einheit  nicht  Qbertrifft.  Die  EinheiUx^hlen  lassen  sich  aber,  wie  in  [111]  angedeutet,  au»  der 
Theorie  der  binftren  quadratischen  Formen  vom  Determinant  & in  Verbindung  mit  der  Zerlegung  irgend 
einer  reellen  Primxahl  in  vier  Factoren  (z.  B.  11=  Det,  (l  + c))  ableitcn,  nemlich  al»  Producte  der  Po- 
teuzen  von  c und  i-f-t.  . \» 

ScuKtttno. 
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G E MEI  NER  BRUCHE  MIT  NENNERN  AUS  DEM  ERSTKN  T AFSEND 

: . • • . : . > . t 

IN  DECIMA  LBRCCltK-  . . '! 


't 

*T 

fl» 

i* 

t 


1 » / ' 


9,-  r/  f • \y  i -P  ft  «V  s 


1 

}fc 
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3 

(*) . . 6J  (o) . . 3 

7 

(o)..4l*S7l  . . 

9 

(«)••»;  (»)..*;  (*)■•> 7 i (s)--ii  («>)■•» 

ii 

(i)..8ii  (»)..*3i  (3). .17;  (4) • ■ 5« ! (°)  • • 9° 

»3 

(«)..&t5 3*4 i (0).. 769430 

■7 

(0). . $881331941  »76470 

*9 

(0)..  5463137894  736M10  • . 

a3 

(0).. 4347846086  936541739’  3° 

»7 

(■)•  • 740  i f»)'*  • 48*  i (})--9*»i  W--9»ii  (s)--*5’i  (0)  • • 37° 

z<f 

(0)/. 3448475864  0689655174  4’3793 10 

i' 

<«)••  4838709677  4*935 3 (0).. 3 =>5806451  '61190 

37 

{*)•  - 35*  3 (4). -756;  (3)  - - 7*3 : (4)  • - 9**>  (5>-  - 59*3  (6)--97*i  (7)  - - «64 ; (8) . . 3x4 ; (9). .611; 
(10) . . 108 1 (11).. 540;  (0) . . 170 
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Hochzuverehrender  Freund ! 


Dic  giitige  Mittheilung  Ihrer  Bcmerkungen  fiber  dic  Frequcuz  der  Prim- 

-zahlen  ist  mir  in  mchr  ais  cincr  Beziohung  iatercssant  gewesen.  Sie  haben  mir' 
iinciue  eigenen  Bcsch&ftigungCu  mit  demsclben  Gegenstande  in  Erinnerung  gc- 
bracht,  deren  erste  Anfange  in  eine  sehr  entfefnte  Zcit  fallcn,  ins  Jahr  1792  odcr 
1793,  wo  icli  ihir  die  LAMBEaTsghen  Supplenjente  zu  dcn  Logaritlimentafcln  ange- 
«schafft  hatte.  Es  war  nocli  ehe  ich  mit  fenrerca  UntersuchUngen  aus  der  hiihern. 
JLArithmetik  mich  befasst  hatte  cines  meiner  ersten-Geech&fte,  meine  Aufmcrksam- 
-keit  auf  die  abnchmende  F^equenz  der  Primzahlcn  zu  richteg,  zu  welchem  Zwcck 
ich  dicsclben  in  den  eiazelpen  Chiliadeu  abziildtf,  und  die  llcsultate  auf  einem 
der  angchefteten  weisseii  BlUtter  Cerzeichnete.  Ich  erkannte  bald,  dass  unter  al- 
lcn  Schwankungen  diese  Frequcuz  durchschmttlicb  nalic  dem  Logarithmen  ver- 
•*kehrt  proportional  sci,  so  dass  dic  Anzahl  allet  Primzahlen  nnter  ciner  gegebencfi 


kirenzc  n nalie  dureh  das  Intcgral 


J 


d » 
logn 


ausgedruckt  werde,  wenn  dor  hyperbolischc  Lognrithm.  verstauden  werde.  In  spii- 
tcrer  Zeit,  ais  mir  die  in  Veoas  Tafbln  (von  1790)  abgedrqcktc  Listc  bis  1 0 0 0 3 j 
bckannt  wurde , dchnte  ich  meine  Abzdhlulig  .wciter  aus , was  jenes  Vcrhiiltnisp 
bcstatigte.  Eipcrfjrossc  Freudc  ruachte  mir  191*1  dje  Erscliginung  von  C'herx*c‘s 
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cribruin,  und  ich  habe  (da  ich  zu  einer  anhaltenden  Abzahlung  der  Reihe  nach 
keine  Geduld  hatte)  sehr  oft  einzelne  unbeschaftigte  Viertelstmrdcn  vcrwandt.  um 
bald  hie  bald  dort  eine  Chiliade  abzuziihlen ; ich  licss  jedoch  zuletzt  es  ganz  liegen, 
ohne  mit  der  Million  ganz  fertig  zu  werdcn.  Erst  spater  benutzte  ich  Gold- 
schmidt’s  Arbeitsamkeit,  theils  die  noch  gebliebenen  Lflcken  in  der  ersten  Million 
auszufullen,  theils  nach  Bckckhakdts  Tafcln  dic  Abzahlung  weiter  fortzusetzen. 
So  sind  (nun  schon  seit  vielen  Jahren)  die  drei  ersten  Millionen  abgeziihlt.  und 
mit  dem  Integralwerth  verglichen.  Ich  setze  hier  nur  einen  kleinen  Extract  her: 


Cnter 

ffibt  m 
Primzahlcn 

Integra! 
r dn 

J logn  Abweich, 

500000 

41556 

41606,4+  50, 4 

1000000 

78501 

. 79627, 5-f  126,5 

1500000 

114112 

'1 1*4263,1  + 151,1 

2000000 

14SSS3 

0 49054,8-{-  f 7 1 ,8. 

2500000 

183016 

IS3?45,o4-229,0 

3000000 

216745 

210970,64-225,6 

Ihrc 

Formel  ^ Abwcich. 

41596.9+  40.9 
7867  2,7  — 171,7 
1 14374,04-264,0 
•149233,0  4-350,0 
1 S3496.1 4-479,1 
217308, 5-)- 563, 5 


Dass  Leoekdee  sich  nuch  mit  diesem  Gegenstande  beschaftigt  hat,  war  mir 
nicht  bekannt,  auf  Veranlassung  Ihres  Briefes  habe  ich  in  Seiner  Theone  des 
Nombres  nachgesehen , und  in  der  zweiten  Ausgabe  einige  darauf  bezflgliche  Sei- 
ten  gefunden , die  ich  frilher  tlbersehcn  (odcr  seit  dem  vergesstn)  habcn  muss. 
Legendus  gebraucht  die  Formel 


n 

. logn — A ( * , , 

wo  A eine  Constante  sein  soli,  fdr  wtlclie  er  1,08366  setzt.  Nach  einer  flflchti- 
gen  Rcchnung  finde  ich  danach  in  obigen  Fallen  dic  Abweichung 


. — 23,3  , 

-(-  42.2 

+ 68.1  . * 

+ 92,8 
+ 159,1 
+ 167.6 

9,  • •'  * 

Diese  Differenzen  sind  noch  kleincr  ais  dic  mit  deni  Integral , sie  scheiilen 
aber  bei  zunehmeftdem  n sehneller  zu  wachscn  ais  diese.  so  dass  leicht  mOglich 
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ware,  dass  bei  viel  weiterer  Fbrtsetznng  jene  die  letztern  ubcrtrafen.  Um  Zah- ' 
lting  und  Fornici  in  Ucbcrcinstiminung  zn  bringen  mftsste  mnn  respecti  ve  anstatt 
A = 1,08306  setzen 

1,09040 
1,07682 
' 1,07582 

1,07  529 
1,07179 
1,07297 


Es  scheint,  dass  bei  wachsendem  n der  (Duxchschnitts-)  Werth  von  A ab- 
nimmt,  ob  aber  die  Grerize  beim  Wachscn  des  n ins  Unendliche  1 oder  einc  von 
l verschiedene  GrjSsse  sein  wird,  darflber  wage.ich  keine  Vermuthung.  Ichkann 
nicht  sagen  dass  eine  llefugniss  da  ist,  einen  ganz  einfechen  Grenzwcrtli  zu  er- 
wartcn;  von  der  andern  Seitc  konnto  der  Ueberschnw  des  A uber  1 ganz  fiiglich 
eine  Grosse  von  der  Ordnung  scin.  Ich  wftrde  gencigt  sein  zu  glaubcn,  dass 
das  Differenti al  der  betreffenden  Function  einfaclier  sein  muss,  ais  die  Function 
sclbst.  Indem  ich  fttr  jene  vorausgeselzt  liube,  wttrdc  Lkoexobes  Formel 
eine  Differenti  alfuuetion  varaassctzen,  die  etwa  w&re.  Ihre  Formel 

Qbrigens  wflrde  fur  ein  sehr  grossos  h ais  mit  • • * 


n 


(ibereinstimmend  betrachtet  werden  kOnnen , wb  k der  ^lodulus  der  BKiooi’schen 
Logarithmen  ist,-alsa  mit  LKaraiDi*:’*  Formel,  wenn  man 

A = — 1,1513  setzt. 

2 k 

Endlich  will  ich  noch  bemerken,  dass  ich  zwischep  Ihren  Abzahlungen  und 
den  mejnigen  ein  Paar  Diffcrenzen  bemerkt  habe. 

Zwischeu  59000  u.  60000  haben  Sie  95  ich  94 
101000  102000  94  93 

Die  erste  Differenz  hat  viellcicht  ihren  Grund  darin , dass  in  Lambebt’$  Suppi, 
die  Primzahl  59023  zweimal  aufgefuhrt  ist.  Di%  Chiliade  von  101000  — 102000 
wimmelt  in  Lamb$kt’s  Supplementen  von  Fehlern,  ich  habe  in  meinem  Exemplare 
7 Zahlen  angestrichcn,  die  keihe  Primzahlen  sind,  und  dagegen  2 fehlcnde  ein- 
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' geschaltct.  Konnten  Sie  nicht  den  jungcn  Dase  veranlassen , dass  er  die  Prim- 
zahlcn  in  den  folgenden  Millionen  aus  denjenigon  bei  der  Akademie  bcfindlichen 
Tafeln  abz&hlte,  die  wie  ich  fiirchte  das  Pablikum  nicht  besitzen  soli?  Fiir  diesen 
Pali  bemerke  ich,  dass  in  der  2.  und  3.  Million  die  Abzahlung  auf  meiue  Vor- 
schrift  nach  einem  besondern  Schema  gemacht  ist . welches  ich  selbst  auch  schon 
bei  einem  Theile  der  ersten  Million  angewandt  hatte.  Die  Abzahlungen  von  je 
100000  stchen  auf  Einer  (klcin)  Octavscitc  in  10  Columncn,  jede  sich  auf  Eine 
Myriode  beziehend;  dazu  kommt  noch  eine  Columne  davor  (links)  und  eine  da- 
hinter  rechts ; ais  Beispiel  hier  eine  Verticalcolumne  und  dic  beiden  Zusatzco- 
lumnen  aus  dem  Intervall  1000000  ...  1 100000  * 

Zur  ErlSuterung  diene  z.B.  die  1.  Verticalreihe.  In  der  Myriade  1 000000 
bis  1010000  sind  100  Hecatontaden ; darunterist  1 die  nur  eine  Primzahl  enthalt; 
gar  keine  mit  2 oder  3;  2 Stiick  init  jc  4 Primzahlen , 11  Stuck  mit  je  5 u.s.  w. 
alie  zusummen  gebeii  752  = 1.1+4-2+5.11+6.14  + ..  Die  letzte  Co- 
lumne enthalt  dic  Aggregate  aus  den  10  einzelnen.  Dic  Zahlen  14.  15.  16  in 
der  ersten  Verticalreihe  stchen  liier  nur  zum  Ueberfluss,  da  keine  Hecatontaden 
mit  so  vielen  Primzahlen  vorkommen ; aber  auf  den  folgenden  Blfittern  bekommen 
sie  Geltung.  Zuletzt  werden  wieder  die  10  Seiten  in  1 verciirigt,  und  umfassen 
so  die  ganze  2 te  Million. 

Doch  es  ist  Zeit  abzubrechen. linter  herzlichen  Wflnschen  filr 

Ihr  Wohlbefinden 

Stets  der  Ihrige 

Gottingen,  24.  December  1849.  C.  F.  Gapss. 
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181.  iu.  197 
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I 105.  ISO.  2634 

168 

Summa  291  . . . 895 
Irreg.o 


Centas 

3* 

(Jentas 

4« 

G.  1.. 

(9) (109) 

G.I.. 

{9) ('«3) 

7 

»3 

7 

343 

9 

>I«*  243(*3*)-  2*3 

9 

3°7C3*)-  33  3»7- 

XX 

271 

379 

*s 

263 

x5 

347 

*5 

227.  239 

>7 

3gJ 

21 

i5* 

>9 

3XX*  359 

G.  11 . 

{40) (5«) 

g.  n. 

3 

35*-  397 

3 

202.  207.  214.  235. 

4 

3*3-  337*  3*»-  388 

• 

247.  262.  267.  268. 

5 

303.  316.  317.  319. 

277.  198 

346.  361.  373.  375. 

4 
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H53.  2266.  229$.  2100. 

2915.  2924  

• >°  7 

2024.  2120.  2210.  234$. 

3318.  3344.  3349-  HS5- 

19 



• * 1 

1616.  276$.  2S70  ....  7 

3361.  3387.  3430 (-j*). 

20 

3714.  3756 (*i*).  3936. 

i * 

a$;6.  1840.  2849.  2945. 

2461.  2522.  2$$$.  2581. 

3954.  3981  

■ sl 

39<« 5 

2595.  2626.  2634.  263$. 

21 

2834  .......... 

. I 9 

2261  1 

3637.  3646  (*3*).  2673. 

Irrvg.  13  (1).  6 (3).  Na 

. . 19 

lrreg.  5 (3) 

noo  ('3*).  ;?ib.  2770. 

2778.  278I.  2795.  »806. 

2828.  2835  (V)-  286». 

0. 

VIII  ....  (184)  .... 

(f>344)  G. 

XVI  ....  (11) (400) 

2887.  1888.  2890.  2895. 

2 

2001.  20X3.  2CSo.  2088. 

1 

2040*  2X4$.  2280.  2310. 

2950.  2955.  2988.  2989  . 

. 5* 

Ill8.  2170.  «33.  1277. 

2$20,  2640.  273O.  2760  . . 8 

io 

205?.  2061.  2150.  2154. 

2392.  2632.  2737.  iSjI. 

3 

21K4.  280$.  1856 3 

2166.  2177.  2249.  21$G* 

2968 . . . . 

• »3 

3255  3383.  2449.  3514. 

3 

2037.  2065.  2160.  2185. 

iSuxnma  omnium  * 

2529.  2532.  2596.  2656. 

2190.  2193.  2200.  220$. 

1 

1678.  2724.  2751.  2810. 

2220.  2262.  232$.  2346. 

guncr.  p p.p  - 4054  wwp.  4^5*. 3 J 

2844.  2869.  2871.  2874. 

3353.  3370.  1373.  1380. 

clnv.  ),.y.p  = 3-093  . . 37074,3 

2896.  2919.  2929'  2948. 

34x8.  14x4-  144--  1457- 

impr.  p.p  — alsa 

»975  

• »9 

2472.  248$.  2$o8.  2530. 

llrrcg.  .8IV).  ,<,(V>.  S»  = 37 

1 1 1 

1135. 3304.  «it.  3334. 

=55=>.  1553-  X5t>=-  3 59°. 

2364.  2421.  2489.  1492. 

16X3.  2622.  2680.  2685. 

3570.  3573-  1845-  2f>4*. 

2697.  2728.  2800.  2808. 

2649  2672.  2757-  2841. 

28&0  290$.  2920.  2937. 

3933.  3933.  3934.  3967  ■ 

. 20 

2970.  2982.  2991  . . . . 

. 43 » 

IS 

2006.  2009.  2045.  2105. 

4 

2010.  20X6.  2046.  2072. 

Digitized  by  Google 


1 


469 


Millias  X. 

Genent  I. 

»7  9c6; 

9*83’  9403-  9643 

9co7 

9S47-  9739-  97*7-  90*7 
93  »9 

9c43*  9463  * 9907  LV) 

9871 

9*99-  9343*  9**3 
939* 

9103.  91  »7.  9619 
9091.  9187.  9**»(V)  9859 
9*5* 

95*1.  9587.  993* 

9679 

9«7-  9439-  9*87.  99l3 


33 

35 

39 

4* 

45 

49 

5* 

55 

57 

63 

67 

69 

7* 

75 

"7 

8? 

«9 

9* 

93 

95 

97 

99 

101 

ics 

111 

119 

l23 

119 

■33 
* 35 
■ 39 
»47 
165 


9631 
93*3 
9767 

9431.  9839 
9103 
9*23 
93** 

9011 

9479 

94*9*  9743 
9-59*  9 3 
9-91 
9467 
955* 

9719 

9491.  985 1 

9*39 

937* 

953? 


57..  .4401. 


Genera  it. 

u 9667 1 

13  9x57-  9*77 * 

■4  9>7* ■ 

15  901J.  9307.  9388 3 

!<>  9433-  95°8.  999' 1 

'7  9**3-  9535-  9703  3 

'8  9°°3  (V)-  9°55-  9M'- 

9*9*-  9355-  9475-  95*3. 

9583.  9748  (V)-  97*3- 

993*(V) '■ 

'9  9° 34«  9*33-  9499’  948?. 

999i.  9717 9 

10  9114.  9183.  944».  9598. 

9997.  9*9» 6 

9004.  9446.  9115.  9135. 


9397-  94*7-  9*07-  99'3- 
9733*  98*9  9861.  9868  . - ia  , 
a»  9741.  9847  . . a 

13  9181.  9381.  99j;.  9973  . . 4 

14  9406.  9409.  94*3-  95°*. 

9507.  »60!.  9763.  9817. 

9*74 9 

*S  9*93-  9375-  9559-  97*i- 

9949  5 

16  90-9.  9337.  9543.  9655. 

9769.  9778.  9*18  7 

»7  9031.  9094.  9109.  9113. 

9167.  9175.  9311.  9847- 
9349-  953'  (*3^-  ‘«63. 

9574  (VI-  9**7  (*3*)* 

9**3-  9*^3  (*3*J-  9747 (*3*) 

975»-  99*3  (‘3”) '* 

*«  9*37-  93*7-  9604-  9*14- 

9649.  9886.  9895.  9903. 

9941  9 

19  9098.  9148.  9144.  9531 . . 4 

30  9001.  9O76.  9147.  9171. 

9346.  935*.  93*1'  93*4- 
9459-  957'-  9*87-  9*9'. 

9755-  9857.  993».  9979  • • '* 

31  9:63.  9901 1 

3»  9"</  9377*  9**»'  99s*.  . 4 

33  9068.  9167.  9411.  9517. 

9*9*-  9799 * 

34  9133.  9166.  933«.  933». 

9458.  9556.  9386.  9836. 

999*  * 9 

35  9*79-  9754 » 

3*  9-49-  9°*3.  9'4T-  9*59- 

9147-  9379-  939$  • 945 '• 

9497  (*3*J‘  9**8. 10 

37  9*74-  97** * 

38  9534.  9567-99°* 3 

39  9*°7-  9*7'.  9*4».  9***- 

9387.  9484.  9707.  9771. 

99'4-  99*7 'b 

40  9033.  9188.  9378.  9473  . . 4 

4'  ' 

43  9341.  9438  9518.  9651. 

9*37-  9939-  9947  7 

43  9578.  9647.  9733 3 

44  9°47.  9603 1 

45  9°'9(V)-  9*5' <*}“)• 

94".  9437-  9*»*-  9*99(V).  * 

46  9098.  9351.  9407.  971» 

9759-  99*3  6 

47  9'75-  9935-  9946  3 

48  9091.  9566.  9731.  9863  . . 4 

49  9»*'.  9335-  9599-  9*77- 

9*'8. 5 


50  99C3 1 

5'  93*3.  94' 5-  9575*  9#*9  • ■ 4 

53  9359.  9689.  9S33 3 

54  9°99 (*3*J.  9'34*  9‘55* 

9»°9 4 

55  9639 1 

56  9182.  9314  .......  a 

57  9029*  9*79*  9356»  946*. 

9659.  9836 6 

59  9596  1 

60  9131.  9a57.  9571.  ^875* 

9995  5 

6*  9533  * 

61  9119  1 

63  9194*  9206*  9404*  9671. 

997* $ 

64  952* * 

*5  9959  • ■ « 

66  9236.  9611 t • 2 

67  994* * 

69  9014.  9071.  9341.  9644  . . 4 

70  9806 ............  1 

71  9446*  i 

72  9161 I 

75  9299  * 

76  9764.  9929 > 

77  9866 1 

80  9026.  9381  ........  2 

8*  9749  * 

85  9974  * 

Summa  265  . . 19580 

Irreg.  14 
Genera  IV. 

6 9823 1 

7 9178. 9363. 9340. 936». 

9718. 9803. 9937 7 

8 9387.  9088.  y 1 1 3 (*3*J. 

9193.  9303.  9308.  9333. 

94' s (*>').  9457  (V). 

9473-  9538-  95*»-  9577- 

98*5 '4 

9 9033.  9037.  9073.  9097. 

913I.  9139.  9163.  9'63C3*)- 
934*(V).  9370.  9493. 

96'S  t*3*).  9615.9633. 

9678.  9773.  9833,  9843. 

9853.  9898.  9935.  9958. 

9997  »3 

10  9035.  9058.  9190.  9338. 

9**9-  95*7-  9553-  9573- 
9638.  9733.  9793.  9808. 

9837.  9850.  9913.  9943. 

9948.  18 

11  9053.  »337.  9358.  9304. 


6S 


.»9 


Digitized  by  Google 


* * 


170 


A/ 





; - v jr-  * • 

— 


,4» 


> » 


SAciir.ASS. 

V*‘r 


93::.  9402,  94+7.  949*- 
96-0.  973* ■ *?Sj.  9*15- 

»»•' 

9°=**  9047.  ,9038.  9131. 

9142.  9T5J.  9IS6.  9207» 
92I9.  0210  (*»*).  9228. 
9*43  C»*!  9368.  9193. 
9395.  9397.  9378.  9}»t. 
9*45  - 94*9-  94*3-  949** 
9505.  9533.  9536.  9550. 
9580.  9J9$  (*3>  965». 
9*73  (’»*)•  9*7**  9*to* 
9700.  9704.73745.  9743. 
9835.  987:.  9914.  99I3. 
995*.  9955(**’)-  997=i'=*) 
9082.  9117.  9349.  9355. 
9313.  93=8*  9445-  941*. 
944*-  9»S4  94*8.  9478. 

95  '4.  9549'  9557-  9*37* 
9-n.  9-13.  984«.  9.393  . . 
9017.  9033.  9066.  9317. 
9336.  9353.  9353.  9354. 
943*.  95°‘-  9519-  954=. 
9643.  9458.  9664.  9-57.  , 
977J,  9784.  9830.  9878. 

903J.  9°5‘-  »063.  9,c** 
9138.  9195.  9196.  9313. 
9350.  9176.  93:5.  9331. 


'30- 


* <| 


♦3 


. 9453.  9581. 
1 9777-  9795- 
9934.  9931. 


9339-  9443 
9639.  97661 
9833.  9883. 

99«9-  99-8 
9Sl+(V).  9316(  3*). 
9*48  3*3*).  9152.  9301. 
931*  (*=*)•  9544-  9*'°- 
973*.  9797.  9*°7.  9814- 
9S48.  9961.  9985  . . . 
9002.  9057.  9070.  9158. 

W4-  9303*  94«o.  95&4* 
9606.  971*  985*.  9893. 
9897. 9919. 9965  ... 
9012. 9015. 90691*3*). 
9°75  1*3*)*  V ■ 5 4-  9=34* 
93=5  (V>*  9357*  9^*=* 
9376.  9385  (*3*).  9396. 
939S.  94441-9477. 

9495-  9558.  9603, 


9782. 

9873. 

9964' 

<M3- 

9638. 

9879. 


— n 


9589. 9191. 9593. 9*o8. 

9*36.  9650.  965  3.  9714. 


979*  999= 


<7 


=8 


yv> 


•51 


9481. 

9*7SIV)* 


v>* 

97*5- 

97*3- 

9801  (*3*)« 

9*44- 

9891. 

9910. 

99*5* 

909$. 

9146. 

956$. 

9694. 

9773- 

9815. 

995* 

9957- 

9977  * - 

5 = 


9126.  9197.  9101. 

9239.  9161.  9334.  9368.. 

939=*  9414-  948».  94S9. 

9499-  95'5-  95*'.  9*99- 
9798.3)710.  JJ90.  9774. 

9*55-  9909 

9084.  9138.  9189.  913*3. 

9=45  - 93°5'  93=7-  944>- 
9954.  96R4.  9-15.  9756. 

9841-  9953-  995*-  99*=- 

9999  ■ 17 

9365.  9*95.  9917.  99«  ■ • 4 

9113.  9159.  9275.  9191. 

‘ 93=8*  9399.  9411  (V). 

94=*-  9474*  9488-  95**9. 

9579-  9*4i.  9***-  97=8.  . 15 
9101.  9115.  9131.  9394. 

9530.  9584.  9609.  9830. 

9 

9118.  9290.  9794.  9813. 

9876.  91^14« . . 6 

9008.  9050.  9074.  9164. 

9160  (*3*).  9369.  9374- 
9509.  9704.  9736.  9831. 

‘»89 ■= 

9089.  9116.  9494.  9336. 

9716.  9734.  9881  (V). 

9926.  9980 9 

9115.  9449.  96,7*  9674* 

9698.  9^61 6 

9005. 9935. 9056. 9077. 

9140.  9=8«.  93**-  94S5- 
9506.  9611.  9746.  9931. 

9950 '3 

9191.  9884 - 3 

9104  (*&*).  9114.  9344)*=') 

9665.  9809  (*s*) 5 

9149.  9339.  9384.  9635. 

9740  5 

9110.  9834.  9911 ....  3 

9470  * 

916*  (*»*).  9476  9779-  . 3 

9854 

9569.  970 

9»9« 

9554 

98*9 

9434-  9*8* 


Summa  41* 

irreg.  3o(*i*).  u(*3*) 


Gvnera  VIII. 

•4  9108.  9310.  93183  9373. 

’ 943°*  95*8-  9*40.  99*2. 

5 9010.  9103.  9160.  9333. 

9417.  9591.  9618.  9615. 

9685.  9688.  9717.  9730. 

9S77.  997* 

6 9040.  9041.  9045.  9071. 

>8J.  9 ico.  9x12.  9130. 

9145.  9150.  9106.  9113. 
9265.  9270.  9288.  9300. 
93S3.  940«.  9431.  9438. 

94*5-  949=-  955=.  95*5* 
9597*  9*48.  9*9**  97*o. 
9790.  9804.  9810.  982S. 
9867.  9888.  9900.  9928. 
9940.  9990 

7 9078.  9080.  9090.  9093. 

9174*  9=5**  93='*  93*'* 

9381.  9453.  9462.  9528. 

9*33.  9646.  9714.  9751. 

9805.  9858.  9885.  9906. 

8 9016  (*i*).  9024.  9060. 
9135.  9144.  915*.  9**8. 
9184  9192.  9198.  9223. 
9115.  9173.  9280  (*i*). 
9285.  9312C2*).  9348. 
»375-  9393  • 9394*  94=- 
9414.  9460.  9485.  9486. 
9490.  95io(*2*).  95 * 3<* 
9537  9540  (*=*)■  95*8- 
9*°°(*2*).  9*45*  9**9* 
970=  (*=*)•  97=9-  9735* 
9758.  9780.  9792 (*2*). 

9856.  986O.  9930. 
9975*  9984  

9C6l.  9C64.  9105.  9I14* 
9l80.  9185.  9200.  9272. 
9390.  9420.  9450  (*3*). 
9471.  9541.  9548.  9555(" 
9630.  9657.  9705.  970$. 
97»  (V).  98=5  1*3*)- 
9849  (*  3*)*  98*9  • • * • 

9030.  9138.  9152.  9110. 

9330.  9338.  9366.  9440. 
93=5*  9534-  9594-  9*=o- 
9636.  9741.  975*  9798. 
9821.  9834.  9918  . 2 . . 
9006.  9119.  9170.  9230. 
9306.  9309.  9336.  9439. 
9456.  9681.  9737.  9786. 
9894.  9968 . 

9031.  9065.  9141.  9304. 
9264.  9334.  9415.  9435. 
9464.  9504.  95i*{V). 


V 

w _JJ 

38 


>*) 


3*)* 


l 


Digitized  by  Google 


t 


9560.  9635.  9631.  96So(*s->. 
9800.  98*1.  984«.  9905. 

99JO.  9936,  9954.  9996»  . 

>3  954S-  9594*  9841-  99*8.  . 

14  909^  9169.  9196.  9350. 

93*0.  9416.  9581.  9789. 


«5 

9146.  9320.  9512.  9590.. 

4 '* 

fi* 

9*34  9776.  9785  ••.. 

• 7 

16 

9401.  9614.  9845  . . » . 

3 

«7 

9086.  989O . 

• 2 

18 

9044.  9656 

K 

9176 «... 

'Jt. 

Summa  233  . . 

16680 

Irr  <■'(,’ 

•1.  (*>*)•  5(*3*) 

Genera  XVI. 

3 

90^0.  9048.  9177*  9l8l  • 

93*4.  9480.  9520.  9570. 

9672.  9870.  9933 .... 

11 

4 

9120.  9165.  9345.  9360. 

9405.  9690.  9744.  9765. 

9768.  9880.  9912.  9945. 

99*° 

. 5 

9009.  9576.  9660.  9840. 

4 

18  . . . 1680. 

Genera  XXXII. 

a 

9*40  .....  

1...64 

«3 

*5 

*7 


Summam  omnium 
dlMTOltt  P-P‘P‘  7*549 
ux*p.  7*57* 

, ^yJD  7*775 

generum  ;>./*./>,  4595 
exsp.  4594,9 

Irreg.  31  C**).  31  (V)  • • • 63 
Quotiens  maximus 

1,71966*  ex  9434  .IV,  4* 
minimus 

0,1411048  ex  9813  . LY,  6 
Multitudo  classium 
minor  quam  «emissis  radicis  144 
minor  quam  {adi* 

maior  semissi  566 

maior  radice  197 


4* 

43 

45 


J*)>  3*;-  547*  9=>: 

.087  . . . 

9*7  • ■ • • * 

607. 7»r  • y*  •' 

787.  w'15 *7*  3747* 

1867.  2347.  2647 

«47 /•••• 

3607.  «3*7*  Ht),.  . . 

i*»7.  1987*  24*7.  '37*7- 
2767. '3067.  3187.  3907, 

5107.  5*47 
.447*  3*47 
1887 

33°7-  3547  (V)*  4°2t(*3*) 
4987.  6007.  8417.  7027.  , . 

9067.  10627  •••’••••  9 

2287*  7»°7*  7*?7 3 

3727.  8647  * 

3967.  45*7-  5**7.  *547- 
6967.  7867.  8167.  10987  , 8 

9°°7 1 

6367 t 1 

45°7*  5347-  75°7;  9547- 
9787.  99*7-  «3*7.  ;i4*7- 

II587.  Il827  IO 

« 

5407.  6147.  85*7*  8887.  • 4 

5>»7  (*3*)-  5837.  6o*7(V). 
6607.  8187.  8467.  8707. 

99°:  (*3*).  3*367 9 

7917.  II887  * 

6907.  10687  .......  * 

11187 * 

9117  * 

«»5*7 '•••'•  • 1 

9**7 * 

10867  . . .»  • « 


G.  II 


Irrcg.  6 

(343)  • 

33.  37  ...  •' 

52.  82.  97.  142  ...  . 
157.  172.  187.  202.  247. 
262.  277.  397.  437.  *5»  • 
»9*.  337-  3*>.  457-  5*». 
577-  77».  863  ...... 

412.  757.  847.  877.  982  . 
6*2.  667.  801.  1027.  1041. 


(lOOlO) 
. . 1 

. . 4 

10 


22*7,  »437  (*3*).  »557- 
»57*.  »797*  >9*3.  3037. 
3292.3427.  3533.5692  . 

937.  349».  «532.  2407. 

2452.  252J.  2721.  2857. 

1944.  2182.  l66l.  1677. 

'37*  3*oi.  4957. 

212.  6127.  6*37  . 

' »763.  1773!.  »107. 

2587.  2692.  2827.  2947. 

3127.  3202.  3742.  3787. 

'4132,  4222.  4267.  43[ 

4657'  4747-  4**7. 

5182.  5587.  5707.  39 
74>7.  7493.  753».  79*7- 

8002.  9667 30 

2197.  2362.  36ll.  386». 

4207.  4282.  5482.  6742, 

6847.  6997.  8421.  857». 

8843.  9‘57-  9»771*3<M07. 

333°» .S/i6  '7 

2932.  3022.  34y.  34*7. 

5412.  5602.  5812.  5887.  , 

6337.  8017.  8782.  9172  . 12 

2092.  2602.  3142.  3517. 

3667.  3877.  4087.  4357. 

4493  4*»7-  5°47.  5°*»- 
, 5437.  6022.  6442.  69*7. 

6727.  6894.  6922.  7087. 

7162.  7387:  7477.  7*27. 
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1*09305  I3.I-.19.37.37-61.73.IQ» 
29137*3  5-13-' 74- 41 .119- '49.157 
295900-  3 -5  .'7  47.97. 101-1 57.1*1 
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37770*.  450*8.  51387-  99557-  1573>8-  160359.  1410814* 

9' 

14-  1L-  Illi  i*6-  463.  522-  560.  »57.  1433*.  '9l*-  »*5$.  273*.  4'93-  4246.  5337-  5»°7.  5648.  6961.  9193*. 
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101 

^L.  111.  192.  212.  293.  313.  394*  515.  616*.  697.  798.  818.  1303.  2818.  3141.  3323.  8393.  17766.  36673*. 

66947.  71700.  74043.  173931.  '77144.  50*9»9-  683981.  1635786.  14783»».  1809305*.  3014557.  6567111. 

18975991 

19378891Z.  201229582.  2l89376lSZ 

4> 
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33-  76-  >41 
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15075.  32406.  39818.  40188.  51917.  86143.  88868.  106242.  160590.  161832*.  219602.  389163.  464307.  607533. 
1083493.  1143007.  2298668.  ‘5033696.  168623905.  284862638* 

Ii.  38;  128.  437.  09).  770.  9'9-  '°3i-  «s*7*.  >597-  3'*9-  34°5.  4S('5-  «»».  6908.  744).  77*»-  9703. 

I133>’-  '35*$-  '«'40.  *?>»«■  >9534-  l'9°7-  34347-  43*33-  5753»-  47333-  >)8>93*-  >%14»7-  4*4oi«.  4”7*7- 
510463.  566793.  567913.  1518649.  1615463.  1814157.  1177387*-  H57057-  3*o<448.  7691443  . 59983i943 
37.  ico.  174.  137.  921.  1407.  1607.  1955.  2018.  4484*.  5928.  7161.  9901.  10312.  11471.  13252.  19902.  22231. 
18311.  30103*.  40517.  49083.  51411.  51S71.  68463.  90657.  93197.  101343.  '09637-  117371*-  >45046.  110943- 
118068.  156638.  494607.  500150.  711068.  899168.  1477034.  33704)4*.  4079486.  9639557 
44.  1Q<.  193-  401.  .701,  1087.  1148.  1744.  1831.  1893*.  5767.  6065.  6898.  913).  10S33.  14646.  1843».  19316. 
10457.  11157*.  14331.  15513.  18105.  18862.  31973.  37057.  39081.  4x658.  8c8o».  83147*.  84141.  93020. 
128482-.  143381. . 145231.  189781.  191807.  108048.  161433.  307939*-  3090^-  409557-  447341-  514568.  5*1459- 
700107.  IOKW17-  a3797>3-  1680168.  6151956*.  66563S2.  9689961.  32944451.  58305593 
18.  11J.  185.  342.  443.  42J.  757-  lili.  '3*5-  »«9*-  >540.  1697.  3111.  3583.  374«.  45*>--505»-  615,1.  7093. 
■4573*-  '6513-  >9653.  11008.  15461.  38807.  41319.  43931.  54193.  67852.  71564*.  78619.  88733.  117151- 
119553.  180107.  1*4133-  U0195.  111765.  149503-  163317*-  167657-  703175'  780162.  811447.  1131517- 
•413443-  1618855.  1664957.  1954107-  »9>3783’-  3139557-  317>693  - 4>l893i-  4466678.  4773557-  59**670. 
63I5768.  9548768.  15165443.  l60007~8*.  299252491 

80-  SI2  »ii  599-  77>-  7*5-  945-  “18.  <477-  >813'-  3“7-  4>3>-  51*3-  5443-  5961.  81  >4-  ii**i.  130*8-  13141. 
18158*.  19483.  1I705.  31751.  31158.  46444-  46617.  48187.  51115.  81749.  89361*.  101103.  <36404.  159771- 

174118.  194718  . 201106.  25IIO3.  281897.  322392.  3838O7*.  518734.  627391.  IOOOI93.  1014240.  Ic68l8l. 
1351742.  1750507.  1766693.  2353918.  S733307".  3*36570.  3815076.  4^50839.  9614382.  10328193»  11131086. 
'25i49'J-  11750355-  14698OCO.  163*1-267*.  13747457-  14310918.  53365057-  755059*5-  II1530944-  31"0'>13* 
13  261.  200.  Mi  514  743-  9M-  'o°7-  '4*7  1010*.  1191.  2515.  3158.  3782.  5087.  8307.  9431.  10298.  13918. 
14318*.  14778.  15683.  27493.  35»57-  3744*-  44507-  47403-  11278».  «I73°7-  148582*.  1553'7-  1573°*-  161014. 
181343.  18174).  190393.  216676  111382.  187118.  289038*.  198307.-331068.  385691.  538175.  548630  783568. 
848871.  936513..  1059193.  1067157*.  1139557.  1471717-  247591*-  1484968.  19S9007-  3800438.  3931663. 
40:C>300  7610662.  .$081212".  857I779..  12477035.  15986092.  20198495.  24280$C7.  34602875.  »67207057. 

2118i3957  111^115023.  297135408fta.  14033378718* 

111.  467.  660.7853.  1*39.  1170.  1432.  18 j$.  2042*.  2418.  1611.  3362.  4327.  49°6*  4917«  6481.  9151.  9761. 
11433*.  '!°4^  14941-  14816.  05943.  30017.  »8316.  45050.  47783.  54507.  75381*-  80593-  «'Hi-  83071. 
81668.  88699.  89471  137883,  141743.  136151.  263557*.  26584«.  4447S3*  6063^5.  623888  662843.  672717. 
793921.  907567.  .1306143  1373307*.  1187203;  1518057*  1900461.  2O36069,  2050706.  3051057.  2126007. 
3025001.  3911450.  6356159".  6817837.  9407318.  121041733.  185507821.  8193535810 
lAi  183.  ai.  408»  577.  999*  »»9^*  <393*  1984*  «53*-  »35°*  »547*  S»66*  3^3**  454«*  ^697.  8457.  9667. 
11018.  14958".  16928.  19*23.  19911.  20080.  25793.  26018.  32885.  33307.  40568.  41187*.  42932.  44733* 
50053.  ,54358.  90212.  99893.  104818.  133749*  *377*9-  148158**  1505**.  233643*' 347643*  293362.  403639* 
418048.  465535-  465694.  586455-  704683*.  79*53»-  833902.  9*****-  J031675.  1049433.  1089593.  1197943* 
1164557.  1401232.  3637197*.  3894873.  4697282.  4751232.  6208047.  6829610.  6981694.  7138478.  8809432. 
10669731.  18378313".  1*866693.  31011557.  34436768.  45500682.  95665578.  317743693.  830416721. 
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3287839 

3386888 
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9250762 
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401580454 

5*5-5-i3-53-‘i -73-73-97- 137- '37- 193 
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31.  11JL  iii  1909.  4137.  5401.  10154.  11085.  54*7*.  951*8*. 
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937766.,  11531X6.  8O4SO79.  3386888.  3569169’.  9150761. 
13137018.  19911579.  3375J059-  478666540 
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«55-  1M-  lio.41i.744-  941-  «4»>-  i6l*;  44*9  4H4*-  ««°74  14009.  «3*79  >714«-  0**0«  49**3 
55709.  ***u.  114*99.  1676*9*.  1905*1.31*157.  556*09.  377*0*.  415*05.  «9600*.  744401.  987*3; 
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5.5.5.13.97.*37 

38863 

5434747.j7.41.s3 

434441 

13.13.37.374110x.x97  1 

s^9 

4153**49 

4853 

5.5.5.09.73.89 

39853 

5.5.29. 101. 109.197 

iTfri 

5*5 .5  . 5 »9  »^41.111.117 

« 


* 

Digitized  by  Google 


488 


NACULAS6.  7.EULF.GBARE  UKD  aa-j-25. 


64*44' 

65OIO3 

65*7*3 
696»} 
74**5  J 
8704*7 
*735°3 
970*9; 
1*935*79 
1119533 
1159*37 

■3354*7 

1404163 

1616475 

r-iSic; 


3-3-3-5.19-37.73.t9.97- 

v * : • * ; 014141.01.1  1 

5-5  5-4-17-17-37  37-37-53 

5.5.5-5-S-6l-i*J9-i37-i97 

5.13.61.73.97.137.197 

3.  sn,  13-61-109.157.173 


10*3*93 

21l6o91 

»3731*7 

»960653 

315*603 

36115*3 

3*9*603 

49455<>5 

5431603 

8180243 

8268;8; 


9993613 

103114:3 

15305*03 

166:6883 

>7545053 

179>*57> 

1850091% 

19344641 

10178917 

1:858301 

3*64*107 

40473647 

46113113 

108:687431 


.5.1-37.53.-3. 113.137 


3.194141.101.113.197 
5 >3-'3  53  S3-53  *i-i^7 
5.13.19.13.17.19.37.8*89 
33r.84.9i.n3.TTTr:- 


3- n-i  3-3741.97  .loi.l  57 


13.19.41.73,109,137.157 

5.S.S.i-34i.33.6».9->‘n 


<.H.i7-33-73-*9-in-»»> 


17. 19. •,7.101.113.137-157 

3 .17. 19.374'  .j  3.1  s;->*i 


5.3.13.I-.17.1:. 17. 101-113 


5-5-3.3741 .61.61.101.149 
3.1749.37-6»  lei)  '37-157 


j.?^.l3.i3-374iy3-73-»9# 


13. 13. 17. 17- 17. 29  -89. 101. 113 


5*5  *5- «7*  »7-=9*4» -73*97*97 
$,  13.29.29.37.37.41.53.S3.il  3.193 


543.19.37.53, 53.61.61.137 

54141.61.11^.113.113.149 


S.S-»3.37-S3-»o»*»09.«73-»93 


5.17.7;.  1c1.109.149.157.r3 


5*5',3-i7>*74|*53*10,*,0Vi,37 

5.1 3.29.4»  4«  -b«  -^9.101. 197 


5.i3.i3.=9*4i*73*73  H3-»»3 


S.i3.»7-*9-33-73-»3.i49-»97 

5.3.i7.»7^7-»7.f7»-9.S3>6iT»57 


5.17.17.29.9;. 1^.109.157.197 


5SJ-S«UJ74I-7W«I7*,37 

3-«3*l3-l7-a!M7-3H3*l»l-,?7 


ii 2 


ili 


m. 


«97 


...  1 3. 17.19  5 3-61 .97.K9.IST.173  497 

1154101911  I 1343.17.1741.53.6l.97.101  137.181 


i 3S2i  3>U-  4453.  »3617.  17i:93.  650103.  5431603 
iL.  747-  1353-  »687.  3777.  4505.  6605.  8141.  9353.  147*5  • 
45793-  673>7.  73467.  130553.  65*7*3 
»3.  141-  677.  1593'  3H7-  5473-  »>967.  '1667.  17635 
ii:  IZk  ili  S2ii*5i.  ,6717.  7963.  16897.  51379-  *'4>3‘- 
158373.  1083893.  1960653.  4945505-  8:68583.  19344643 
U-  163.  1339.  1103.  1455.  1477.  4647-  7683.  nc4>.  >999'*. 
57803.  113699.  154811.  »si8l7.  577603.  970497-  9993613. 
»7545053.  40473647 

u.  yi.  569.  1463.  3603.  3849.  4497.  5635.  18581.  40853  . 

68115.  81817.  158509.  141897,  1>5*6o3.  10311413 
45.  897.  9*7.  1143.  3095-  *5»3-  >0003.  17853.  14447.  37579*- 
44947. 116497. 161384. 1335487. 1404163. 1616475- 1116091. 
3611583.  11858301 

147.  545-  >»37.  1919.  3607.  5337-  6081.  6417.  7413*  11157*. 
11603.  36811.  31194.  69347 . 81893.  104193.  300517.  .378671 
873503.  166:6883' 

103.  137.  619.  1553.  3153.  4601.  5897.  IOI67.  19117.41373*. 
17:369.  131147.  »393*7-  374103.  64*447-  1373>67.>79>657«. 
1154101921 

i 903.. 1447. 1957.  5911.  8747.  9>33- 13677-  19*53-  io33'7*. 
■ 31143.  1 39477-  .«74727.  140347. 160033. 1008103. 8180143- 
15305803. 

1.  133.  647.  1717.  1113.  3193.. 6051.  7345.  17477-  36107*. 
39653.  44169.  66333.  161399.  160575.  434441.  74**53- 
870487.  1193679,  11:9533-.  1*500^17.  10178917.  38648107. 
46113113.  108:687431 


A.  ii  'M  H' 

■9-  i 

13.  135.  1837 
5-  77.  87.  579 
39.  67.  357.  38*63-  696353 
i-.  »17.  383.  a»3.  4S97. 7547. 57313 
35.  I103.  1301.  7703.  51157.  74133 
liii  i_L  4*i  »°»i.  '193-  4*53-  «3397. 
150*97.  1159837*.  3*9*603 


i 

i 

1 
6 

z 

& 

2 

u 

L1 

U 

11 

17 

>9 

17 

ii 

11 
I* 
-U 

j* 

-5' 

12 
54 
56 

bl 


‘rleflbarc  a 

u +15. 

ili 

I3.53.I09 

»57 

13.*3.41.53 

u 

*l 

37.61 

Ili. 

»7-37f3 

ss* 

j7.101.197 

12 

7' 

17.149 

m 

«7  53*53 

a,* 

13. 17.41.89 

iZ 

2* 

41.149 

3** 

13-61.61  1 

959 

29.IOJ.157 

ii 

bi 

37.89 

ii* 

»3*41.197 

->«4 

=9*73-193 

bl 

*4 

2i2I 

1*6 

il.Ii-ililZ 

1091 

*'  n;-1') 

iZ 

ii! 

41.181 

a+ 

1-.73.101 

1104 

.3.19.53.61 

*9 

*2 

-=9.137 

iii 

i3*J7»37 

1177 

27-97.193 

12 

22 

53.89 

112 

«3*73.*49 

1252 

7j.109.197 

n 

22 

■7.'7.'i7 

m 

HJIdil 

1364 

13.13.101.!  -9 

ij.13 

uh. 

'1. 17.6i 

4H 

3-.4I.u3 

«43i 

13.1741.113 

2Z 

ui 

«3-19-S7 

±31 

19.55*' 

1441 

»3-«7*97*97 

13.17 

119 

41.17J 

-iil 

»9-37.89  1 

1544 

17.17.73.113 

112 

•121 

41-197 

454 

13.10f.l57 

1561 

13  *7.37  »49 

m 

■ii 

I0I.II3 

48S 

37*41-157 

J7J3 

9*i*3-i37 

»j*=9 

'u: 

13.13.73 

5=i 

«3-53  ^97 

1767 

1 3.29-43.161 

iiii 

'3-41-53 

1573 

■3--7-l'3 

1887 

39.19.29.-3 

■ii* 

iiji 

157**93 

in 

=9-41-157 

tiaft 

17.41.7j.89 

n*n 

lil 

13  13.97 

636 

13.29.29.3? 

1144 

13.19.89. 137 

iidi 

2&1 

»7*=9*4> 

• 63* 

13.173. 181 

= 34» 

13-41.53-9" 

■7.137 

207 

■ 3.17.97 

677 

13.17.17.61 

--434 

1 7.19.61- 197 

i ;.iot 

202 

13*41*41 

1733 

37-53-137 

=75« 

17.41.61.H9 

M-1Q9 

'49-'~3 

7S3 

2887 

13.17.IO9.173 

17.173 

ia* 

,7*47*.l°l 

-6* 

13.17.17.157 

>9*9 

'31~17>). 

=9»c<> 

,159 

13:9  M 

Alt 

41.109.149 

11 

IbJ. 

l8l.l97 

819 

i". 109.181 

Digitized  b’ 


489 


ZCR  CTKL0TECI1N1K.  ZEltl.KOHAUK  «tf-f-  25. 


LLIiiLJ 


37-37*37-l09 

■ 7-r.fel.H7 


H-r.37.i-4l 

nfe'-“;.u<) 


17.41. io'.t9i 


I7.6l. »01.117 


I?^I.H».1I1 


17.61.89.197 


13.S9.89. 191 


3*99 
33*3 
347* 

35** 

3*54 
3686 
37«8 
4119 
4164 
4458 
4798 

4814 

5*54 
5*5* 

5706 
59*7 
6001 
6157 
6581 

6616  

7359  ' »3-97  *c9-*97 


13.89.101.197 

u~S) 


l-.H9.9-.l8l 


I3.i3.i9.i9.9- 
1 3.101.1 37.181 
»i  *i  17  H 53 

«71 

,7*53-io9-i93 
*'H.Ki-*33 
*3-*7  37  53-«o* 


537i-97-«57 
41.bt.61.197 

*9-37  *57  *97 
17.1c1.109.181 
*3  *3  37  *c9.i*3 
. : :• 


4t.89.lQI. 117 
» i » 7 -'Mi*  »49 


81>97-»o*.*c9 


1 -,19-37-4*. *73 


13.37.41.61.181  i| 


1 3.17.19.1:1.19;  1 


7676 
7753 
8*47 
8131 
8776 
9*09 
*OQ49 
10061 
«0501  37.73**37  *49 
11468  » 3.19^1.89.113 

11516  17.17.19.97.193 
1 3 786  -;.i  1.149.TTT 
13787 
14067 
»4756 
* 5807 
*7°57 
18123 
1877* 

18823 
*9553 
*975* 

»0501 
21009 
213*9 
21517 
21644 
23488 
24101 

24358 

45401 
46707 

30^7 

31226 


333** 

38011 
38*34 
4*>559 
4*©J7 
41891 
44407 
48061 
49943 
5005* 
569*3 
60547 

68626 
85699 
87989 
93469 
95473 
101151 
108871 
***479 
«4*777 
144808 
■51764 
his®3 
•55**7 
160314. 
171561 

183(71 
l886l8 
114481 
114631 
134851 

*49°'* 
157841 
179007 
319119 
319848 
3**537 

411419. 

45*741 

13-17-17.17-4t.73.,  546554 

■ 7.l-.'7  19-37-37  $64811 

.UCiC-iCiiir  |i  73533' 
n-l7-37-H7-»9;  I 7417*1 
13.3-.37.i1;. 113  867847 

n-53-6t.37.149  9i*°°3 

n-n  17-41*41-9-  1000154 
*9-37-5J^K/)  19648C6 

13-19-61:  i-l-j  1144583- 
1-.19.41-149.r97,  35*9*5» 


*9-37-S3-97-loi 

•3-4i-*9-97-«7’ 

17-41.97.137,157 


47.37-7j.97.t97 

■3-t7-t7.37-4t.173 

■ 3-t7.53.53-61.61 


'7-37-73-*57-i73 

13.17.t7M8l.l8l 


'.3-17-r-37.55.101 


I3-17-19-19-97-' 


13.t3.17.53.157.197 

3T.6l.8q.ici.i8il 


■ -.53.11j.193.197 


13.13. 13.i;.*9.37.t09 


l3.12.13.73.H7.l8l 


37-H  .101.173.193 

■--55.r3193.197 

■ 7.17.*94l.l°9.197 


'i-''-)'.: 


■ * '3.149 


13^1.61.61.97.109 

1 : ir  4!  , 1'  1 1 1 


'3.19.i74l.l37.149 
•'■r.i  '■  113-149 
19.r-41.fe1.fe1.157 

ii.13.13.13.37.73.iM 


17.3741r3.89.101 


13.17.17.-19.53.61. 101 


29.3-.53.61.89.149 


t3.!94T737  37:H9 

.41.53.-;. 113,181 


*3--v73 .89.8*1.113 

i3.:tj.bi.H.>.i;;i.i49 

13.13.17.2  j.l<;.H9.i8l 


I3.13.SS.109449  | 

13.19.3-.61.19, 


■-■3-.-3.89.89.149 

■ vlTi  - .:-l.r  .137.19- 

23.17.17.2g.6r  101.10«» 


13 13.l3-r.53>> 


*3*9-4*-71.*S? 


17.17. »7^»>53.6i. 137 

1 ~ 1 ■ ■ 1 ~ 

■ : - - . . ~ : e.  ',i 

13.13.374141.15-.181 

'3  j-  j-  4'.5S  73."3 
13-H.3-.41.33  101.197 
nn-n-i  317,3^.1-2 


17.89.89.137.137.149 

H.iq.53.fel.fel-6l  .97 

'J.1J.*9.*9. 37.37-53.97 


8489159 
871-208 
II  9707868 
'03057*8 
17461341 
38711306 
48161104 
60910513 
63769016 
111771687 
'4'7577*4 
17164*653 

' I9OO676O7 
1 3O8956283 
$693*9071 


13.17.29.19.19^1.41^1.97 

1 m 1.17.1-. r.r .sg  «i 3.113 


»v*9*93~-*P*-*»3-*.r-*49 
, t 3. 37.61.61. H»y.H'j.t3-’.iS7 

i 

*3»*7  .r  r-4*»5310*  *8*.*93 


13.17.17.53.61.61.101.137.181 
1 ~.2  M--Uo  ;.  ^.lul.t  1.113 

13. 17.37.6»  .61.89.  »1 3- *37- U9  {.'“t 


»3-*7.S1-6»^9«»*3  »3T.»37  U9  • 


»3. 17. 29.  "3  >>.89.  »37. 149.197  , 

7 3 -89.97. 101. 101. 109. 149. 17  3 

1349.29.3741.53.61.73.89.t37 

33- '3.29.374*  .97.1°' .I09.n7.i49 


I'  !i  1.  11  . 

I 12  3-  '4-  28 

=2  1.  li.il 

32  li  "*■  **6-  6J6.  19751 

I ii  4,  214.  40^  19*9.  35*2 

53  2:  ±fc  rfs.  iii-  857.  5917 
' &1  fi.  67.  nil.  ili;  43,;  677.  1104-  4*0*2.  484.-41 
! 13  ll.  fel.  1V7-  3 ••  1“7-  >9553 
83  8.81..,-.  n I.TTT.  898.  4118.  1751.  4814. 18771* 
||  SZ  ii  1*1  '*'•  &L  '443.  1341.  5151.  41644. 

40559..  93**03*.  '000154.  8489459 
;*  tOl  il.  454.  12J.  1767.  6616.  33381.  56913.  60347. 
I8397I.  l886l8* 

' ,109  I ii  56.  474.  '364-  3313.  9*°9.  '37*7.  »3*88. 
41637.  93469’-  144808.  151761.  381537 
;>■  151.  ,77.414.  143*.  »544-  44‘9-  *776.  13468. 


13.13.17.49^1.731  ' j.i  37 
1 ^,41.5  ;.6i.**:.  1 .1.1H1 

r7.17.73.109.11$.l$7.l8l 

H .17.9-.101.149.!  3*7959'  Ii.i-.21.89.'n.l49.i97 

49.49-17.71. H7  569362*  'MMicc.n.ic.fei 

17.41.41.r9.149  1 6991009  1-. r-r-r-n-m  149.19: 
I7.53.61.1H.I57  7064081  13.19.44.41.53.73.149.193 


11319*.  449014.  '564814.  8717008.  63769046 
i*;  «2;  46L  733-  ‘733-  »'44-  3'99-  37*8. 10049. 

lojoi".  411419.  1964806.  30*956483 
71.  Tli  3-fe.  *'*■  H6'.  3654.  100*1.  10501. 
17057. 41517*:  15401. 30467. 141777.151*03. 
1551*7.  4144*4.  114631.  »57*4'-  329419. 

. 86-847?.  9707*6*.  1117710*7.  1447577*4. 
.569319071 

157  17.  111.  Hi.  611.768.  959.  3471.  7676.  18843. 
16702*.  31116.  38011.  38134.  160314. 

| 1746134*-  3*7**366 

173  i 34.119-4r.r3.t09»,  4**7.6ooi.  13786.  14067. 
14101*.  44407-  49943-  7417*1.  190067607 
ta.  63*.  819.  5154.  5706.  8131.  14756.  50051. 
85699.  95*73*-  134*51.  2790O7.  546534- 

11445*3-  35*9*59.  5693611.  60940513 
ii  ili;  753-  9*4  1177.  3686.  44, S.  6157. 6581. 
14516*.  15807.  18113.  101151.  172561. 

458740.  7061081.  48164404 
117.  ifei.344.  511.  858.  1151.  *43*.  4*64.  479*. 
7359*- 7753-  8147. >1009. 44358.41891.68616. 
87989.  10*871.  111479.  319*4*’.  71533'- 
3*79591.  6991009.  1030578*.  171644653 


181 


>93 


,nV 


v 


73 


Digitized  by  Google 


490 


W < 

* 


KACULA8S.  ZERLEOItARP.  a<J-f-30. 


ZiHeebare  <ih4-36. 

n 

i 

12 

4031 

41.61.73^9 

5 

61 

4»  77 

5. 17.29 -41.181 

7 

Lil 

48*3 

5.5.37.149173 

11 

m 

5009 

n-97.101.197 

*3 

5.41 

53»* 

13.13.29.51.109 

17 

5*5  *3  ' 

5467 

5*5*  5*  5*  7- »9*97 

»3 

2222 

5495 

13. 13.29-61. IOI 

3M 

»3-97» 

5497 

5.173.181.191 

41 

17. IOI 

6117 

5.5.5-37.61.137 

43 

5 * 3 »9 

6}it 

29.73. 101. 181 

61 

It-17-17 

665  s 

19.4!  >93  *93 

67 

4.5.181 

6827 

5.17*61 .89.101  ' 

73 

5*»9*37 

7547 

5-37-37*53**57 

»5 

S3J37 

77*7 

5.5-3  53  *9  l°l 

*9 

73*09 

7813 

5-17.6161.193 

95 

1317.41 

7861 

13.17.137.157 

,,3 

5.23.197 

79*9 

37-97.ioi.i73 

,,5 

89.149 

«459 

13.1741.53.149  (| 

127 

5.53.61 

10261 

I*1.I7.5«JI9.101 

*9* 

135353 

.10565 

13..34.*9.l8l 

103 

5*73** 1 3 

13763 

S13JZ..2741  113 

**7 

5.5.S. U»9 

13813 

5.I3.IO9.I49.I81 

»33 

5.5.4‘.53 

>4543 

5,13.29.29.53.73 

193 

5*9-93 

*5»45 

i3-37.6i  .89*9 

»95 

'3.37.181 

■S7J3 

i.i»9»9.6i.i93 

307 

5.IC9.I73 

17617 

5*5  *»9*4**53**97 

347 

5.13.17.109 

18659 

13.1797*09149 

445 

37.53.ioi 

»»345 

*7*»9*53  -97**97 

479 

»94'.i93 

22481 

13.17.17. 17  -4».i93 

5*7 

5*5**7.*7*37 

11583 

5.5. 17.101. 109.109 

565 

29.101. 109 

»»733 

5.5.13.13.13.97.97 

617 

5-5.97.157 

22867 

5.5.29.37.101.193 

667 

55*3-37.37 

»3753 

5.37.1'3. 137  J97 

673 

’5**7*73*73 

29129 

13.53-83.101.13; 

737 

5.13.61.137 

»9995 

13. 13- 13.13. 17.17109 

7«J 

513.13.13.53 

30845 

' 13-13 174141.197  i 

953 

5 J3*9.152 

3.885 

13.17.1941.53.73  !| 

97* 

1%.  29-41. 6l 

31*47 

5.13.17.73.73.1*1  1, 

1183 

>333 

5-5*7-37^ 

5.5.I7.37.U3 

ss 

5.73.109.193.197 

5.17.37*53.6i.l49 

1463 

5^1.534*97 

39347 

5**34»  S3*97*»»3 

*5*7 

5 5 *3.73-97 

4»>33 

5*5',7*»7*,7-9"-,49 

1673 

s-13.17.17.149 

443  »7 

51919.37.7j.173 

17*7 

5.5.5.5.53.89 

4*967 

5.5^.13.17.1941.73 

i*73 

5.41. 109.157 

495*7 

s-5.19.113.17j.173 

2 IOI 

13.41 .61. 149 

54167 

5.5.13.13.37.137.137 

2»5* 

17.17.89.197 

61117 

5j.13.19.61.73.89 

>3*3 

5.5.M.IOI.I73 

61815 

13.17.3741.61. 193 

»557 

5.13.17*1^7 

74603 

5.13. 17.19.19.53.n3 

»567 

5.5.19.61.149 

87117 

5-5-s.174739.53.117 

1963 

q. 89.109.1 8l 

96117 

5.17.53*09109.173 

3181 

13.37.I09-193 

125909 

13.17.61.73.89  i»i 

3553 

343.49-37-1*1 

»30611 

541.53.73137.157 

3767 

5*5*7*73*93 

141709 

»3.13^9.37*17  *4**  73 

**  j 

r >7 

4; 

5.19*1.109.137.173 


ij.41.n61.101.149 


89.97. loq.173  '81 


»9.37-37^1 -97.19} 

S.17.19.^9.19.89-l8l 


SilUfliISEgftm 


5S3.J3  73.'*>‘97 
S-17.17.19.41.n7J»» 


3.i7.i7»9.9i.I49.i73 


5.13.37.53.53.61.73 
13.17.37.37.53.101.113 


513.13.37.173 173-197 


■3i9-37.4|.41»9r9: 


13.13j9.19.113.113.157 


17. 17.39.10.101 .109.197 


13.17.17.97.109.157.193 
13.1 3* '3-37.4'.S  3^l.l»l 


5i-51317.191937.6l.10s 


5.13.17.61.89.97.97.113 


17.17.37.61.97.137 


3-i  7-17.17. 17- 17-37.37.53.173 

5.5.17.41.73.73^9^7.173 

S.5.5.»94t.53.61.n3.|9J,1?7 

51313 -741 53.73.97  n3.197 


151165 
I6IO35 
171655 

1745^5 

181743 

•*9353 
191103 
106407 
156693 

3*7833 

' 4*779$ 

419347 
44991» 

5337*9 
7 26029 

»37533 

1 097105 
1396519 

»390717 
»515517 
531*933 
69*0333 
9439957 
11776417 
45435967 
70145903 

90115783 

216195433 

2009136133 
5 • • 

n 11* 

12  43.  »17 

L.  2i  517.  667 
13.  95 

51  »2Si  »3i.763 
61  5.  i»2i  97» 

22  673.  14543.  Ji**5-  4*96».  141709-  3*7*33-  90H57*3 
8j  1183.  1717.  4031.  15145.  61117 
97  35-  'S>7i  »557-  5467-  U733-  4499»' 

101  55.  455.  5495.  6817.  7717.  10161 

109  89.  347.  565.  531».  11583.  19995.  »39°7i7 

111  13.  »03.  1333.  13763.  39347.  74603.  4» 7795.  »5»55»7 

112  »5.737.  6117.  19119.  541675  *7»i7-  «J7533-  6910333 

■ 49  iis.  1673.  4wi.  1567.  8439.  18659.  3*9»3-  4»i33.  161035 
152  u.  617.  953.  1873.  7547.  7861.  130613.  189353.  533789 
<23  32J.  »383.  4883.  2419.  44917.  49517-  96117-  151163. 
»56693.  9439957*-  1 1776417 

181  63.  195.  »963.  3553.  4177.  6111.  10545.  13813.  3164:. 

115909*.  171655.  181743.  106407.  1396519.  5318933 
'93  »93  - 422:  31*1-  3767.  '5497-  6655.  7813.  15733.  11481. 

13867*.  61815.  «74565.  »097105 
197  113.  1463. 1151.  5009.  i;6t7.  11345. 13753.  30*45-  3**93. 
191103*.  419347-  7»6oi9.454J59*7-  70145903-  7I6195433. 
1009136133 


Digitized  by  Google 


491 


ZUR  CTXLOTBCIOnE.  ZERLEGRARE  00+49. 


Zerlexrbare 

«a  H 

h 49 

979 

5.13.73. 101 

♦630 

«7.17.173.X97 

16393 

61.101.  m.i92 

i 

5-5 

L42 

55-5-89 

992 

■3-17-61.73 

4657 

37-37-89-89- 

16446 

5.49.109.109.157 

» 

53 

lil 

■J-<3'57 

1009 

5. 17.53.n3 

47*5 

13.13.17.53.73 

17447 

13.37.37.61.137 

3 

»9 

us 

5-*7-*49 

1031 

5. 13. 13.17.37 

4749 

5.5.13.13.17.157 

18099 

5- 5- 17.29.97.  »37 

4 

5-*3 

*7J 

5.29.101 

1041 

5. 29.}?. 101 

4754 

5-l3-l7.113.l8l 

18976 

5-55.1337.53  m 

5 

37 

176 

5-5-*7-73 

1111 

5.1753.137 

4778 

37.4*.10I.149 

19743 

13.1741117.157 

6 

5**7 

lil 

5.17.193 

1128 

17.49.49-89 

4918 

13.13.13.101.109 

20197 

13-13.13-49.53.61 

8 

113 

186 

5-13-13-41 

1179 

503- 17.17.37 

4947 

29-53.53149 

20999 

5.13.49.149.157- 

9 

5**3 

199 

5-5-13.61 

1186 

5-4q.89.10q 

5014 

5.5.5.5.41.197 

21768 

97.1 37.18 1.197 

io 

U9 

2£i 

109.193 

1:21 

5 29.539? 

5201 

5.5  5.29.37.97 

»1834 

5- I7-19-4I- 53*9 

it 

iill 

ni 

5-53-373 

1252 

1317.41.173 

5x91 

5. 13. 17.89.137 

11156 

5 i3.i3.53  97  **3 

11 

193 

-117 

17.37.41 

1364 

5.37.89.113 

5221 

5.I01.137.I97 

11569 

5- 4*  4*  I57- 193 

M 

*°2 

«S  i 5-49-1»! 

1374 

5.5»337.157  • 

5226 

5.5541.73.73 

»5716 

5-5-5-19-41 -61-73 

«5 

L3Z 

134 

5. 97.U3 

1395 

n.49.49.89 

5*4- 

5.13.3741.173 

M93' 

S-13.I7.41 .41.181 

16 

i+i 

S-5.i7.7i 

1556 

3-.3-193.193 

6008 

41.41.109.197 

260X6 

3-17-49-37.41.l8l 

*7 

»3  »3 

«ii 

5-5*1 3-97 

1592 

17.29.53.97 

6029 

5. 17.29.73. IOI 

16337 

HJ.li3.i57.i73 

«9 

iill 

364 

51329-37 

1609 

5.17.97.15? 

•6309 

5*  *3“53*53- *°9 

»7200 

«3-3797.lOl.i57 

22 

1341 

289 

5.61.137 

1621 

5. 13. 1729.4* 

6381 

5. 17.17.73. 193 

»7564 

5.13.13.73.109.113 

M 

LL>2 

295 

M.17.I97 

1629 

5. 13. 137. 149 

6574 

5.5.13.1353193 

277»! 

5-i7-i7.29.53.i73 

24 

S.5S-S 

JJ6 

5. 89.197 

1649 

5.5.5.73.149 

6899 

5. 5.5.513. 29101 ; 

29*54 

5 i3.i3-53-97.l97 

26 

5.5.29 

liA 

5.109.l8| 

1689 

5-l7*97-l73 

6998 

131737. 53. m 

29501 

5.5. 13-I7-1741. 113 

*9 

i 4*2 

lil 

5-13.29-33 

1751 

5-5-13-53-89 

7476 

5 5.13.29.41.137  i 

30179 

5.6l.73.IX3.X8l 

3° 

»3-73 

311 

5.13.13.61 

.766 

5.29.137.157, 

7316 

5.17.53.109,109  i 

30414 

S-5.1J.17'->9.53.109 

3* 

5-iQi 

m 

5.97.113 

1949 

5.37.89.113 

,7440 

13.17.4*  4*'«49 

3X»74 

5S-5.5-nJ7-73-97 

3» 

2»-37 

334 

5. 13. 17. 101 

1949 

5.5.17.41.109 

79*4 

5.49.61.73.97 

3H91 

5.13.1^41.53.1« 

39 

un 

H2 

13.41.113 

2069 

5.41.53. 197 

8149 

5.5.5.5.55.5.5.5.17 

33458 

l3i7.l7.37.73.XOq 

40 

»7-97 

3il 

5.5.5.17.29 

2076 

5.5-13.89-149 

8219 

5. 37.4i.6i. 71 

34134 

5.I3  4X  53.73  II3 

41 

5-173 

m 

IJ. 53.101 

415*  1 5-5-37-4'-6i 

s>5. 

5.4.13.17.61.101 

353°» 

17.37.61 .109. 149 

43 

■3-73 

374 

5.5.49.193 

2374 

5.5.17.89.149 

8515 

j7.89.101. 109 

35361 

541.113.137. 197 

45 

17.61 

M2 

5-5-J7-K9 

4381 

5.29.113.173 

8-53 

*3.137.137«57 

J5544 

5-5.5.17.17-181.193 

4» 

■3-181 

474 

5.5.89.101 

.IS1* 

U7.89.193 

8919 

C.  17.  AI. 104.1 13 

36149 

5-5-5. 13 -11- 157-197 

5* 

ililil 

533 

■7-61.137 

.4578 

13. 17.47.19.61 

9161 

5.13.29.U3.197 

37409 

5.61.89.149.173 

5$ 

»9-53 

5So 

■1-47-37-37 

(4595 

«7.37.53  *01 

93©* 

5S-73.*J7.*73 

37836 

5.14.17.61.109.149 

57 

‘JL31 

554 

S-49-49-73 

2607 

17.49.61.113 

9546 

S.  13.9797.  *49 

38601 

5.5.5.13.17.149.181 

60 

♦1-69 

555 

»3.i7-«7-4' 

>*59 

5-37-97-197 

9616 

5.13.13.17.41.157 

399°' 

5-5.13-13.49.73.89 

61 

5-13  19 

5*9 

5.13-17-357 

2817 

13-37-73-111 

9837 

1;.  17-17-61-97 

41801 

5.541*61.89.157 

69 

59i 

5.181.193 

4851 

S-S.5-43-41.6t 

9993 

1J-U9-M9-17J 

41859 

5-7>89-l49-l8l 

74 

5-5. 13.17 

594 

5. 13.61. 89 

2930 

i7.4i.lO9.IU 

»0291 

5 i7.37.H3.U9 

43416 

5.13.13.13.49.61.97 

79  1 5-37-37 

601 

5.5.5.5.17.17 

2944 

5.6l.I57.l8l 

10630 

13. 13. 61.97. iis 

44677 

«3-53-97-109-137 

9* 

517.109 

606 

5.17.29.149 

1999 

5.5.M.IOI.I37 

10651 

5- 5- I3-37-53-89 

44976 

55.5.3.5.I3.I7.29.10I 

99 

5-S->»7 

634 

5-37-41-53 

3100 

17.49.101.193 

10717 

49-97-113-181 

56149. 

5.17.49.41.97.109 

101 

55.541 

64- 

5.13.29.109 

3156 

5.17.1761.III 

10761 

5-41.53.73.73 

48317 

13.13.19.37.41.1 57 

*«J 

73.73 

667 

13..04.157 

3*5' 

S-r-19-37-197 

10887 

41.89.109.149 

49°99 

5-5141.73-89.181 

104 

541.53 

676 

5-3-301-184 

3501 

5-5.13  109-173 

11x85 

53.89. 89.149 

50631 

17.73.101. 113.181 

106 

3-37-61 

691 

5i7.53.53 

3547 

17.37.73. «37 

11632 

29.l49-l73.l8l 

51176 

5.5.17.17.37.97.101 

108 

»3  17-53 

7*9 

5.13.41.97 

3709 

5.13.49.41.89 

12151 

5.5.13.13.101.173 

54*74 

5.5.5.37.53.61.197 

>■3 

T3-*7-19 

776 

S-3-13-I7-I09 

3753 

13.41.73>»' 

11489 

S-13.13-17-61.89 

55774 

5.5.5. 13.89.n7.157 

116 

5-37-73 

799 

5.5.113.113 

4034 

5-13.49.a9.97 

13101 

$.5.5.5. 17-41.197 

JSS8T- 

5 1553-6r.7j.n3 

j ii 

*9-i37 

.809 

5 49-37-61 

4065 

43.37.89.193 

| «3329 

S-13.73.97. 113 

64051 

5.5.7J.73.89.173 

121 

5-11-113 

«M 

5-S- 157.173 

4211 

5.97.  tox.  181 

1435* 

5.5.5.5.37-6I.73 

64644 

5. 19.37.61. 113.1*3 

122 

1C9.137 

839 

3.17.41.101 

4286 

5.13.41.61.113 

14656 

3.41.61.89.193 

»7785 

17-53-109.149-157 

132 

101171 

«44 

5-I7->7->7-»9 

43M 

5.5.17.49.37.41 

! 148x1 

L5.i3.lO9.Ii3.lj7 

+983 

13.13.17.61.89.157 

97-97 

899 

5-5-5-53-61 — 

~rm 

5. 5.55. 113.137 

■5156 

S4l.6l.log.l73 

72851 

5.5.5.17.17.17.29.149 

139 

5-1l-149 

906 

S'3-73'73 

4556 

5.29.37.53.73 

15425 

17.49.49.33.157 

73043 

13-17.i741.73.109 

14» 

17.29.41 

9«9  t S-»3- 73-89  . 

4649 

5.73.149- *97 

15661 

5.13.61.157.197 

71671 

17-17.57-53-61.157 

M > 

f 


Digiti 


jle 


f 


4 


4. 


V 


Digitized  by  Google 


r 


493 


/I  U CTXJ.OTBCHNK.  ZEKLEI.UAUE  ita  -f-6i. 


Zcrlegharo  a i +-  64. 


1 


i 

153 

9 

u 

iiE 

ii 

17-17 

• 12 

11 

3 ■ ICI 

LL53 

47.IO<j 

Hiiil 

S-«3-97 

61.11-1 

224 II 

m 1 S-'7.«71  ^ 

ml  h-'vu  , 


I S-6‘-» 

I1.17.1C9 


sai 


S>-'3-»6i 


i m 


I V "i  - 
5.4.29.109 

5 -97  ‘97 
s-13.29.61 

HUR' 
S-5  17-ij? 


17.61.u9 


»9.37.191 

H.97.171 
S-i-..37-»9 
5. 13. »9.173 


i3.193.197 
4»-89J37 
53. »9.109 


5.5-5. 5-3-*3.I7 

53-73*  *97 
5.2973.73 

5.13.113.113 

13.17.09.137 

5. 13. 101. 149 

•7.19.41.53 

41.149.197 

5.17.17^7-53 

5. 5. 5.*?. 0909 

5.13.176*7-73 

5. 53- 53.101 

13.37.53.61 
09* 37*4*  «4*  * 

5.5.5.89.181 

5.37.61.197 

5^11.109.313 

5.4I.73.173 

13.17.61. 193  . 

J3.i3.rCl.i57 

5.5.37.61.109 

5.13.29.37.41 

5.17. 17.29.73 
5:37.101.181 

5-3--97-191 

j. 41.101. 193 

5.5-4». 4*. 97 

^.73- 100.1 1? 

*3-*7i97-*97 

4.5.5.5.33.13.4» 

5.5.13.89.157 

5.53.101.181 

13.19.1  qi  *57 

5.73.11  M49 

5.13.29.37.97 

4.H.  53.71.137  2? 

5.73.109.193 

5.13.13^7.109 

5*3.3737**3 

5.13.29.61.89 

39.41.97.101 

5.t7.09.4*.137  * 
5.5.*3*7.*7-*73 

5.17*17.101.113 

5.13^13.13*953 

11.12.181.191 

5.5.5.13.61.19; 

5.17.41.61.97 

5»9-37-97*57 

13.61.181.181 

S‘5-5.37-53*o9 

5.5.13.41^*53 

57»! 

^69 
6c4Ti 
^7X7 
»>39 
9779 
10519 
10517 
10^31 
115tl 

>333* 
13581 

13889 

1391 1 
M4J* 
" 16069 
16985 
«74» 
18511 
18563 
18685 
*4c6l 
04161 
07665 


3-17.37.6-.l73 


5.5.3.09.101.101 

5-5-n9-a.37.61 

S=9-37-9:‘S; 


5-57.73-73.97 

5-37-37-5.-61 


Ai. 1Q9.  H7.l»i: 


SSSSl7.6l.l8l 


5.17^1.193.3« 


5.3.3.5-S.»9-17.53 


3.5.s-i7.»9.4i-M 


5-41. «9-97-1Q9 


5. 13.13.39.53. <49 


5-l9.73.l091»! 
S-i-il-^-W-ig 

17.39.53.61.181 

3-r3.n7.l-3.197 

5i«l-»7-'i7-'7-3»}7 

.'3-3?-4|.|o'-i73 

■7.39.73.89. .09 

, 5.2Q.»q.17.6l.6l 


i7.37.lOI.IO9 

■4l.i97.i9? 


5.13.17-349.J8I 


3-i7-r.f 

‘5-a.4'- 

»901^  5.5.37-53-^9- 193 

393*1  , 

31669  s-5-S-3  '3  ';;53-.;il 
■5*397  ‘3-17-J9- 37-73-'« 
59379  S-13-53-73-89-157 

, »»7*9 
1034*1 
»33C»1 
170539 
»■3331 

3»3334 
738391 
1934581 
O44608I 


l4836n9 


S-13.17.39.37-61.109 

yj.15.13.17.39.55.97 

5.5. 5. 5. 5 5.5.11.89.19 


5.17.39.41.53.6i.»9 


121 


89' | 

. K' 

isti 

122 

■■3 

!T 

£42 

151 

123 

1A1 


L-  i*ti  5*9«  3*99 
170529»  0446081 
79.  66l.  0019.  0601 
454* -9779*  *°34* 
il.  181.  313-  »191 
3413.  608».  r 
5106581  ‘ 

6^  Ui;  Jii.  717 
l68l.  3989.  5I69 
13889.  18685. 
34361*.  88789 

USLi  »33-  911 
1589.  3041.  3*71 
4061.  738391 
115.  159.  389.  433 
7*7-  937-  »635 
3731.5869.31669* 
»»3331 
21:  3Hli  9»9-  »479 
*-  '3911 
67.  381.  1637.  3131 


»445-  4979-  9039 

59336)  1483*19 

131.  »67.  571.  1605 


5- 5-5. 5 -5) 13- 13. 17- 37- »37 


S. 17.17.61. 89.97.193 


5.1 1.33.97. 101.301.113 


5.5.5-S  M '7-17.17  39  33  61 

S-5  5-13  'T  17-37  »3-73  »9~ 


405618»  5.j,i3  14.2941.101.137.181 
5106581  5SS»3  17.3-.4rat  ■ 101.101 


4031. 5761. 18563 
09981 

*2i  12L  x4*9*  *839 
*ooi.  5097.  5459 
10507.  10831. 
44451*..  16985» 
4056181 

69.  455.  1613.  1861. 
1999.  »771;  43*5- 
29019. .133081. 
383009 

«i:  122:  703.  873. 
1097.  149*3  *Qfi5- 
4419.  11511. 
16069*.  17401. 
J8397 


S.5. 13.13. I7.*7*«7«7.a9* 


»37*57 


• — -jr* 

» 

«5-  «9-  53-  »ji. 

0.  40.  1169 

u.  729.  18511 

111  IL  352:  '343-  '69'-  3°*' 

3J.  8».  iji.  1035.  11.1.  4109:  ; 

5381.  13331  . . • 

&.  539.  Jbi.  1147.'  7781.  »519-  !’ 
»4061.  1934581 

3.  14^  4.1.  381.879.  1171.  1749'  " 
15581 


■ 


— ' 


U 


Digitized  by  Google 


s 


I* 


494 


NACHLA8S. 


ZR*LEOBARE  0(1- 

'4 


Zrrlegbarc  a 


i 5 »9-73.1 W 

1 3.$.  i3.»7-«7-«7 


5.109.157.193 
5-i3  *>»9  37-37 

. __  5.1717  ^ *93 

fraf  5 5 5 5 S S '3  *9 

5.13.3741197 

5.17.3^.89.149 
55.37.n3.157 

5. «.13.17.17.97 

5.19.19.53.113 
53.61 .101.157 
5.13.19.89.181 

5.13.13.17.41.113 

5.19.53.61.73 

5.5.5.13.17.37.73 
3.13.73.89.193. 
41.73.101.137' 
61.73.89.109 
J.5-«.»9-S9-'°9 

9587!  3.5.13.13.73.149 

9607  | 5j7.19.97.193 


-81  # 


'5-37-5*53*97 
5.29^1.97.97 
5.5  13. 1941. 173 
^.29.19.89.197 
x3-,7-»9-l09-*I3 
5 *9-73  97  *i3 

5.5.5.17.174* -»9 
5.17.1947.41.73 
,5.13.13.17.97.101 
_ T5-5-5.37.i»i.*37 

t?9f2  .5.*3.i9-53. 53.61  - 

5.5,29.37.61.109 

13. 13. 17. 19.29. 149 

5.13.1341.61.181 

5.5.5.113.149.197 

5.13.13.53.89.137 

5.13.157.157.181 
13.17.61.n3.197 
5.17.3747.53.101 

5.13.17.19.89.149 
5.17.17.61  89.109 
17.3741.89.193 

5.13.4141.61.137 

5.5.5.5.5.41.5373 

5.13.17.17.137.197 
5-5-5-S'.»74»S7-53 

5.5.17.73.101.197 

5.13.17.17.173.197 
5.13.1741,97.157 

13.17.17.19.37-1*> 

5.5.5.13.19J09497 

'3*7  5-J4J. 17.53.61 .89 
57037  5-5-*3-,7-37-73-!09 
60743  5.13.17.17.19.53.109 
61337  S-541409.113.149 
69107  J47.J3.53.73.1J7 
69144  13.13.19.37.137.193 


5.5.13.17.53.73. 149 
5.17.19.97.173.1*1  • 
S.J.5-5.5.13  ^.37149  . 
5.19.61.73.73.101 . 
liIi-97-157-173 
5j341.97.149.193 

5.I7.a9.I09.l8l.l8l  

5.13.13.19.53.61057  . 

IW703  5*5^37-6l.I73-I97 

■81508  54141401.  197497 

1957*7  5 51347.19-37.53.61 
1373H  j.13 131317.17413.157 

169861  13.37.41. 101.101.18! 
?7*i97  5-5 -*3-37 ‘974  13**9j 
197111  57'5  13-974l3.137-f93 
3 1.3*7  5-541 41.73-»94li 
3X7737  5-5.S-54343.19J9497 


« 


Digitized  by  Google 


<4 


495 


— 

zuh  ctkloteCwtoe. 

KERLEGBARE  att-j-Sl. 

% * * 

349487 

S-5S*9--9.53-97-»'3 

•* 

4:40*3 

SSSl3-'7-»7-*9-73U3 

609x61 

«3  7S-73  **3  »37  *73 

• 

647665 

*9-37«-97  *93  »97  * 

b 

934862 

S-5-5-*  3-*3-I7-*7-37-53-73 

, 

**»5SJ3 

5.i34»-89*0l-i37-i93 

• • 

1*58413 

5 

-4 

* 

<7> 

i 

, • 

X&&39I1 

5-5.13.t7-37-53-53.6i.101 

20135x3 

5.5-5.5.3-^1.97.113.197 

2092285 

*7-l7-87-37-37-4*  -4 1 -*9 

189858- 

5-5-1 7-i9-73-*37-*7S-i97 

3559*61 

I3.37.6l  89.109.1 13.197 

4034*53 

5.I3-13-17-29-41-53-89-101 

46:6188 

5-S-17-37-37-37-89-101-113 

4802183 

5.73.97.I09.I  13.137.193 

4947916 

*7-l7-37-53-6l-73-89-l°9 

> 

6678737 

5-5-5-17-17-29-41-53-97-iQi 

9578563 

5. 5.1  3.I7.X7.X7.iq.6l.  109. 149 

l 

349**797 

5.13.13.17.29.37.53.53.73.193 

59554033 

5-13-13-l3.37.61. 73-89. 101-109 

i 

u 

u 

»2 

II 

1! 

5J 

6.1 

13 

«2 

22 

toi 

IOJ 

iiJ 

U2 

112 

m 

123 

■Si 

■93 

■97 


U • * 

2 . 

i-  12.-  Ili  S3i  17*7 

*•  31-  '»37-  153  • 

Ii  ao.  jai.  ui-  liL  5791  . * 

lj  40.  83.  1x4.  161.  861.  1313.  4388 

5.  58.  313.  471.  631.  737.  5083.  34763 

13.  38.  1487.  1685.  **!.  3088.  17971.  «957*7 

42:  21:  1*1-  }89i  l*!;  >4j6.  8x73.  8658.  16511.  31487-  46963-  934*6* 

50.  II*.  117.  1118.  1463.  ICO*.  1531.  6013.  16237.  56387.  1091185 
4.  lOI-  1*7-  578.  683.  877.  1168.  1645.  2138.  688.3.  10577'  • " . 

u.  1 1 x 101.  617.  797.  910.  1807.  2009.  1311. 3311.  16777. 14958.  97577.  1880911.  4034153.  6678737 
12.  IJJ.  i**.  406.  375.  733.  10*0.  1219.  4111.  9195.  9561.  188S7.  19141.  57037.  60743.  49i79'6-  59554033 
jn  148.  jij.  587.  1108.  1165..  1447.  2115.  4429-  4*37-  7097-  815*.  11565.  15133.  178297-  3494*7- 
474013.  4676188 

59-  115.  763.  I0l8.  1703.  3347.  3503.  9101.  17888.  13368.  30118.  69107.  1158413 

98.  147.  694.  1143.  ‘45*-  95*7-  '8974-  »9>53-  61337.  79*i3-  87163.  9578563 

62.  25:  316:  129:  566.  1037.  1975.  18*8.  4648.  5557.  6531.  66*9..  7160.  37147.  157713-  1373“ 

18.  491-  547-  1585.  2450.  1613.  3988.  7162.  11563.  98063.  609161 

ia.  121;  lii  533-  553-  ■>77-  i639-  »705-  *9°6-  379>-  4354-  7793-  '955*-  240*3-  38101.  86518.  132683. 

169861.  314387  • » 

43-  11Q1.  3H*.  3517.  4010.  5747.  {833.  9018.  9607.  19765.  69144.  111933. 197111.  1115533.4801183.  34918797 
21:  16L  J*i  66*.  1701.  1041.  2193.  4657.  6*33.  10118.  12143.  20362-  24499.  3»*43-  35*37-  35783-  449*7- 
168703.  181508.  317737.  647665.  1023513.  2898587.  3559861 


Digitized  by  Google 


« I 


%***  ** 

r« 

v 

i 


* 

* * 


i 


- 


nF.MKRKTNGEX. 


1 liesom  zwcitcn  Bande  von  Gacsb  Werkan  sind  alie  Abhandlungen,  Aufn&Ue  und  Tafeln  aus  dem 
Gcbiete  der  Hoheren  Arithraetik , soweit  die  aioben  Sectionen  der  Disqu.  Arithm.  aie  nicht  achon  umfas- 
sen , einverleibt,  und  zvrar  die  in  den  ‘Commentationes  societatis  regiae  scientiarum  Gottingensik’  (in  Quart) 
vcrotfentliehten  ftlnf  Abhandlungen,  die  in  den  * GOttingischen  GeUhrlen  Anzeigen'  (in  Octarj  enchienenen 
(von  Oai  s»  nicht  unterzeichneten  ,*  abcr  durch  die  Acten  der  Gdttinger  UmvenitAU  • Bibiiothek  in  Betreff 
der  Autorachaft  veriHcirten)  Anzeigen  aowohl  dieser  eignen  al»  auch  einiger  anderer  nichtcigner  Schrtften, 
und  eine  Auawahl  aus  dem  Handschriftlichan  Nachlasac. 

Zur  be#»sem  Ccberticbt  der  GegenstAnde ' in  einem  so  umfangreichen  Bande  sind  die  I.ehraatse  auf 
g klche  durch  den  Druck  ausgereichnet.  Zum  ieichtem  Oebrauch  sowohl  der  iltem  Auagabon  wie 

genden  !»t  bei  den  Vcrtreisungen  auf  die  Disqu.  Arithnf.  atatt  der  Numraer  der  Seite  die  der  Ar* 
1,  no  wic  bei  den  Angaben  von  Abhandlungen  atatt  des  Orta  ihrer  Verdffcntlichung  deren  eig- 
r Titel.  Die  Note,  die  dem  Art.  - der  Abhandlung  ‘ Theor mutti»  arithmetici  demonstratio  nota  ursprilnglich 
eben  war  und  die  cinc  Berichtigung  dos  Art.  Lik  Disqu.  Arithm.  enthielt,  ist  dort  der  betreflunden 
eingefugt.  Dia  Nota  auf  Seite  &i  ist  einer  handschriftlichen  Notis  cntlehnt.  Ausserdem  untemhei- 
,ct  si ch  die  vorliegende  Auagabe  von  den  frtheren  nur  durch  dic  Berichtigung  einiger  Druckfehler. 


# 


a» 


* VS 


, v . 

Dia  Tafel  des  quadrattsthen  Character»  der  Primzahlen  ist  nach  der  Weise  der  in  Art.  u beschrie* 
bonen  und  (in  Art.  331)  zur  Zcrlcgung  der  Zihlen  vorxugsweise  angcwandtcn  Tabula  II  der  Disqu.  Arithm. 
gedruckt.  Dio  Httid«cbrift  unter  dem  Tital  ‘Quadratorum  numeris  primis  dicisorum  residua  lateralia'  hat 
iu  den  Schriftxttgen  aoi  meisten  Aehnlichkett  mit  der  des  rweiten  Thciles  der  Tafel  zur  Venrandlung  ge- 
ftdner  BrQche  in  Decimafbrilche,  «ie  enthfllt  an  der  Stella  der  den  Quadratischen  Rest  anzeigenden  hori- 
tontalcn  Striche  kleine  Kreise,  von  dftnen  immer  diejenigen  durch  Linien  verbunden  sind,  dio  in  benach- 
lartan  homontaion  odar  vcrticalen  Reihen  vorkummctt. . Rei  dor  Ccirrectur  wurde  ich  auf  uiuhrere  F e hier 
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auftnerksam , habe  dann  hei  orner  womaligen  Vergleichung  init  Jaoo*i’s  Canon  Arit fimetum  tuo  Abwei- 
chungen  in  den  Angaben  der  Charactere  und  nach  director  Bestimmung  diese  in  UcbereixMtimmung  mit 
jenen  gedruckten  Tafeln  gefunden,  dem  cntapreehend  Ut  hier  die  Auegabe  beriohtigt. 


Von  der  Tafel  sur  Cmtandfung  gemeiner  Bntrhe  m Dedmalbritch*  iet  hiej  der  er»te  Theil  der  Ta- 
bula 111  der  DUqu.  Anitum.  Ahnlich  eingerUhU-t,  er  enthalt  fur  die  Primsahlon  und  deren  Pote  nz  en  pFf  welche 
rwisehen  3 und  463  liegen,  die  Mantinen  (l),  (2)  . . (u)  der  Decimalbruche  von  J-t  — ~~  --4»  worin 
r die  Einheit  bedeutet.  also  (l)  = (i)  *=..(«)  wird,  wenn  1 1>  Primitinrurael  von  pn  Ut,  *on*t  aber  r die 
kleinste  unter  denjenigen  Primitivwuneln  von  p*  bczeichnet,  fur  welche  aU  Basis  der  Index  von  10  deo 
kleinsten  Werth  annimmt.  Die  von  i verschiedenen  Werthe  von  r hat  man  zur  Erieichterung  de*  Oe- 
braucha  auf  Sei  te  420  der  Tafel  bidgefligt.  Die  llandschri.fi,  in  der  auch  noch  nicht  die  Cntencheidunga- 
ziffem  der  verae  hiedonen  Perioden  angegeben  »ind , entaprioht  Ausserlich  am  meistun  der  An&lysU  residuorum 
und  acheint  in  der  Zeit  dem  hier  ais  rweiten  Theil  der  ganaen  Tafel  hiogestcllten  StQcke  vorauf/ugehen.  Die- 

*er  zweitc  Theil  enthalt  fur  die  Primsahlen  and  deren  Potens  p*1  rwisehen  467  und  9 »7  die  Mantiest-n  der 
100 

Decimalbrfiche  von  -j.  Die  Handachrift  gibt  die  Theil  er  in  abnehmender  Reihenfolge  und  scblieest  mit 
den  Worten  r Explicituu  October  it.  n»5.  Im  Drueke  iat  beim  Theiler  joi  Periode  (t)  die  7i*tf  Ziffer 
hinzugefugt  und  beim  Theiler  82«  eine  zwUchen  der  l&t  und  l*2*ten  Ztffier  atehende  Zahl  fortgelassen. 


Die  von  Gauss  aelbat  in  einem  Briefe  (Seite  4 44)  erUnterte  Tafel  der  Frequens  der  Primzahlen  bc- 

■teht  fiir  ihrun  eralen  Theil,  wekhe  die  Anaahl  der  Primtahlcn  in  jodem  der  iooo  emten  Chiliaden  gibt, 

v * 

in  einer  Handachrift  von  Gauss,  es  finden  aich  im  N&chlass  aber  niclit  die  i»  dem  lliiefu  angedeuteteu 
AbxAhlnngen  der  der  craten  Million  ungchurenUcn  Huoderte,  die  eine  busiimmto  Anzahl  von 
entb&lten.  Der  an  de  re  Theil  der  Tafel  nemlich  fiir  die  xvreite  und  dritte  MiUioa  iat  einer  von  1 


alie  in  herrtihrcnden  Handachrift  entlehnt. 

Die  Tafel  der  Anaahl  der  Claeeen  biniirer  quadratueher  Farm  en  gibt  die  der 

Claaaen  ao  wie  den  Index  der  Dregularittt  fiir  die  negativen  Determinantor»  tn  den  Huntferb/n  , h» . 

43,  3t,  C1,  62,  63,  91  bis  ieo,  117  bis  ne,  dunn  noch  in  einer  beaondern  Zusamnienstellgug  fbr  dic  < 

jj  * ' '•"p 

1.3.  and  ii tiea  Tausend,  fbr  die  soo  eralen  von  der  Form  — (isn  + 7)  und  aowie  fiir  ein 

•ohr  grosse  Determinanien,  ferner  fiir  dic  poaitiven  Determinant  en  dea  l.  2.  S.  9 I0te“  Hundort  und  fiir 
cinige  andere.  Die  Handachrift  beate ht  aua  einaelnen  ZetteLn,  auf  deuen  die  Tafeln  verschiedenartig  ein- 
gerichtet  aind,  t.  B-  Ut  bei  den  &ltecn  das  Wort  Ordo  atatt  Oenus  gebraucht,  ao  bei  den  einaelnen  Cen- 
taden  mit  Auanahmo  der  fl.  und  io.  poaitlvcr  Determinantes,  dann  aber  auch  bei  einxelnen  vorUufigen 
Zusammenstellujigen  in  Chiliaden.  Zur  leichtern  Ceberricht  Ut  hier  fiberall  die  Bezeichnung  der  l>isqu. 
Arithm.  gesr&hlt,  auch  die  grOaaten  und  kleinsten  Quotienten  aua  der  Anaahl  der  Clames  dividirt  durch 
den  Determinanteo,  «owie  die  Anxahl  der  Determinontep,  fur  welche  der  Quotieat  inncrhalb  gewUser  Or^h- 
aen  flillt,  aind  vegen  Mangel  an  Haum  nicht  unter, die  einaclnen  Centaden  geaetzt  aondem  am  Ende  der 
Tafel  fUr  die  negativen  Determinanten  auaammengestellt.  Aus  einigen  ubrig  geblfcbencn  Aufieichnungen 

7 r* 
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scheint  hervorxugehon , dasa  Oir»»  xuerat  die  Claaten  fur  die  1 k-U-rmmanten  berochaet  hat,  die  demaelben 
Hundert  und  demeelben  Reate  bei  dem  Tbeiler  i 5 angehnrcn.  Die  Determinanten  dieaer  Abtheilungen  and 
dann  nach  der  Anxahl  der  Genera  und  Classen  und  xuletat  alie  die  demeelben  Hundert  atigehdrigen  auf  die 
hier  wiedergegebene  Wcise  geordnet.  Den  Tafeln  der  einxelnen  Centaden  aind  manche  spAtere  Berichti* 
gungcn  eingef&gt,  nicht  aber  den  Zuaammenatellungen  in  Tauaenden.  Zeitbeatimmungen  cnthalten  nur  die 
beiden  Tafeln  mit  den  Determinanten  der  Form  — (i6n  + 7)  und  — (l« a+U)  nemlioh  retp.  'Sxpl.  Jh. 
Febr.  i80i  und  f£xpi.  27  F«br.  1907  ! 

In  dieacn  Tafeln  habe  ich  untcr  anderen  die  folgenden  Fchler  bemerkt,  denen  ich  hier  xur  leich- 
tcm  Controle  die  Periodenxahlen  der  Fundamentalclaaaen  wie  x.  B.  4.  4.  1 bei  dem  Determinanten 
— — 1x713  und  die  durch  Formen  der  rcap.  Fundatnentalclasxen  dargvatellten  Zahlcn  wie  31.  37.  x beifilgo, 
indem  ait  Fundamentalolaaaen  xolche  Claaaen  genommen  wcrden,  die  in  Voreinigung  mit  den  Claxaen  ihrer 
Perioden  durch  Compositiou  jede  eigentlich  primitive  Clasae  dea  Determinanten  einmal  und  nur  einmai 


hervorbringen. 

Ea  aind  aehon  die  Angaben  fortgelaasen : und  hinxugefttgt : 


Centaa  9 

0.  IV  . 

•••  s • 

. — l»7  [»i : s j] 

Centaa  9 

0.  IV. 

••  3« 

. — 8x8  {6.11:31.13] 

x6 

IV 

>4 

x6 

IV 

«4 

— 1586  [18. 1:: 7.1] 

x6 

VIII 

6 

— *5‘4U4!,l] 

x6 

VIII 

6 

— »s«s 

9* 

I 

III 

— 9059  [**7"5] 

9* 

I 

«17 

— 9059  [n7!J5]  ■ 

txo 

IV 

3» 

— 11956  * »'[36.111  xx  .49] 

xxo 

IV 

3* 

— 119W  "**  [3»-4 : s 5 . 83] 

* 1 

I 

X 

+ J7[jS'j] 

I 

I 

3 

+ 37  [3: >3] 

• X 

1 

X 

+ «o«  [3 ! :4] 

X 

I 

3 

+ 101  (3**43 

Bei  der  Tafel  fdr  Centaa  3 und  der  letxten  auf  Seite  476 , welche  in  der  Handaehrift  mit  einer  von 


der  hier  abgedrucktcn  Auaterlich  vcraohiedenen  Anfxeichnung  der  Centaa  x und  2 vereinigt  vorkommen, 
aind  die  xwdlf  Abtheilungen  atatt  mit  I.  Ordo  unicua.  1;  I.  O.  2 i I.  O.  I.  0.  4 j II.  Ordinea  duo.  l.  1 j 
II.  O.  x.  i ) II.  O.  i.  x;  11.  O.  3.  3;  111.  Ordinea  quatuor.  x.  1.  x.  1;  III.  O.  x.  x.  x.  x;  III.  O.  1.  x.  x.  x; 
IV.  Ordinea  octo  x.  x.  x.  x.  1.  x.  1.  1;  hier  auf  die  aonat  angewandte  Weiae  mit  0*  I.  1;  G.  I.  3;  G.  I.  5; 
G.  I.  7i  G.  II.  tt  G.  II.  15  O.  II.  3;  G.  II.  5;  O.  IV.  x;  G.  IV.  x;  G.  IV.  3;  O.  VIII.  1;  bexeichnet.  Die 
Kcchnung  ergibt  nemlich  x.  B.  169.  I.  3 [3114]!  *3S-  IV.  3 [6.  axx 3-  5];  401.  1.  $ [5:15];  577.  1.  7 [7 1: 3] ; 
7x7.  II.  5 [10:13].  (Genera  I atatt  Genua  1 auf  Seite  469  iat  eiii  Druckfchler). 

In  Folge  von  Druckfchlern  iat  auaxulasaen : • und  hinzuxufhgen : 


Centaa  ix.  G.  IV ... . 

5...—  1x37 

Centaa  ix.  G.  IV.. 

..  5. 

1137  ’ 

17  IV 

16  - 16x4  v 

17  IV 

16 

— 161.  •»*  [16.  4113.  it] 

93  IV 

16  — 9x16 

93  IV 

16 

— 9116  V [16. 4:15. 9] 

11*  M1X 

4 -i»7«3  V 

118  VIII 

4 

— 11713  *»’[4-4-  »S’3>-  37.»] 

AuBserdcm  iat  noch  auuulaaaen: 

und  hinxuzufQgen : 

Centaa  io.  G.  11....  < 

>•••—  971[4-3 1:7- 

13]  Centaa  10.  G.  11.. 

..  9- 

■ 97*  V [*■  3 * »7-  «l] 

n iv  4 

\ — 1660  [10.1t  ti  1.5]  17  IV 

11 

— 1700  [14.*:  13. 17] 

ao  IV  ia 

1 — >9*i[h:  ! 3] 

10  IV 

IX 

— s937[h**i:7.*] 

4 
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Ceutu  11. 

O.  IV.. 

..  fr... 

2096 [30.  41 13.4]  Centasai. 

G.  IV  . . 

...  6.. 

.— 1097  [11.11:47.  o 

>3 

IV 

9 

— 

4441  [18 : : 10] 

»3 

IV 

9 

— 4444(18.4:45.16] 

M 

IV 

14 

- 

1376  [;  4, 4.4 : 15. 8. 8J 

*4 

IV 

IX 

— 1366  [14.*: : 3. 1] 

»9 

IV 

9 

- 

1887 [»5! 18] 

49 

IV 

9 

— 1883C18.it  13.3] 

ic 

IV 

7 

— 

6018 [l4.  41:13.4] 

61 

IV 

6 

— 6018  [11.1:113.4] 

9* 

VIII 

n 

- 

9594[40. 4.4:131.4.13] 

96 

vm 

»3 

— 9546  [l6.i.*l  15.3.37] 

118 

IV 

*5 

- 

11780(16.4.4:13. 8. 19J 

118 

IV 

»5 

— I1750C50.1113.47] 

118 

VIII 

16 

- 

11780(16.4. 4 :i  3. 8. 19] 

118 

VIII 

16 

— 11780*1*  [16.4. 1:13.8. 19] 

»«9' 

VIII 

16 

— 

11844(14.4.4115.9.7] 

119 

VIII 

16 

— 1 1840*1*  [16. 4. 1 : : 3. 16. 5] 

Milliu  1 

G.  II 

3 

- 

$4i(xo::ix]  M illius  I. 

g.  n 

5 

— 415  [101:13 

I 

II 

4 

- 

415  [IO!  113] 

1 

n 

5 

— 54>[>0!ltl] 

1 

11 

8 

— 

j»7[i8iis] 

1 

11 

9 

— 459  V[«-3 115-9] 

1 

n 

8 

— 

1 

n 

9 

— 517 [18 1:3] 

I 

11 

9 

- 

■94[»!*5] 

1 

11 

9 

— 7ii[i8iJ3] 

I 

11 

9 

— 

■459  [6-  3 1 ! 5- 9] 

1 

u 

9 

— 97»*3*C*-3Jt7-»j] 

I 

11 

9 

— 

971C6.3n7.j3] 

1 

u 

xo 

— J94[ioiJ5] 

I 

11 

IX 

— 

841  [16 1:13] 

1 

u 

»3 

— . 841C16::  13] 

I 

IV 

3 

- 

. 74[8. 1113.4] 

1 

IV 

4 

1 

IV 

4 

- 

531  [4.1: 113.7} 

1 

IV 

4 

— 784[8.i::s.4] 

1 

IV 

5 

- 

415Ct1.1tt3.j7] 

1 

IV 

6 

— 4»S [ii.*:: 3-J7] 

I 

IV 

5 

— 

608  Cn.i  1 1 13. 17] 

1 

IV 

6 

— 608Cn.11j13.17] 

I 

IV 

5 

- 

619CI8. 1113.1] 

1 

IV 

9 

— 6i9[t8. 1:15.1] 

m 

n 

*5 

— 

1578 [1(11  *J] 

in 

u 

15 

— 1518  [30 : 1 19] 

X 

1 

txz 

— 

9°59[*«7JJS] 

X 

1 

X17 

— 9°59[««7H5] 

formae— (15» i- 13)1  V 4 — 4788  [8.» :t  19.17]  formae— (1511+13 IV  4 —»788  [8.  41x19. 17] 


Die  Tafeln  tur  Cyclo technie  gebcn  fQr  4454  Zahlen  von  der  Forro  aa  + 1,  aa  + 4,  aa  + 9, ....  aa  + 81 
die  s&mmtlichen  ungeraden  Primtheiler  p nebcn  den  tugehdrigen  a und  xwor  in  aolcben  F&ilen , wo  dic* 
Primtheiler  alie  unter  400  liegen,  nur  dann  werden  aa  + i u.s.  f.  zerlegbar  genannt. 

Zur  leichtern  Uebenicht  beim  Oebrauche  hat  Gaubb  fur  jede  Tafel,  aus  der  aich  die  voiist&ndigen 
Zerlegungen  von  Zahlen  einer  der  besonderen  Formen  bestimmen  lasaen,  eine  Hulfstafel  aufgestellt,  die  ne- 
ben  jeder  Primaahl  p solche  Zahlen  a enthftlt*  deren  um  x oder  4 . ...  venaehites  Quadrat  die  Zabl  p lum 
grdasten  Primtheiler  hat. 

Der  llauptrweck  der  Tafeln  ist  die  Erleichterung , die  aie  fQr  die  genaue  Berechnung  der  Bdgen 
gewihren , deren  Cotangenten  gegebene  rationale  Zahlen  sind.  ZunAchst  kbnnen  nemlich  mit  ihrer  Halfe 
die  Bagen  fttr  kleine  Cotangenten  aus  den  Bdgen  fOr  grosse  Cotangenten  zusaznmengeautxt  und  dadurch  die 
noch  erforderlichen  Berechnungen  der  Reihenf  welche  die  Bogen  in  ihren  Cotangenten  ausdrucken,  auf  eln 
•ehr  geringe»  Maass  beschrftnkt  werden.  Die  hierauf  hinsielenden  Kntwickelungen , die  sich  in  dem  hand- 
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achriftlicheo  N ac bitas  tinden , airul  wenig  ausgedehnt,  die  folgende  iit  die  am  weitesten  fortgefuhrte.  Ea 
beseichneo  darin  .* 

[*]  [s]  [»j] [*?]  [*9]  [37]  [41]  [S3][‘*]  • • ■ [«97]  («»)(J7)(*39)(  j)  • • • 
die  Bugen  der  Cotangentcn 

1 * i-  + I 6 i.  1 —...14  1«  57  »39  - • • • 

» * 4 » 5 3 

Mit  Hfllfe  der  Tafeln  ist  duroh  Zerlegung  von  18 + i,  57  1,  239  + * in  ibre  complexe  Primfuctorun 

(*»)  = »[*]  — *[s]~ [«3] 

(57)  = ~W+3[5j-[«S] 

(»39)  = SW  — 4[«j] 

gefunden  und  hicraus  * . * • 

[«]  = 11(18)4-8(57)  — 5(13») 

[j)=  7 (*8)  4-  $ (57)  — 3 (139) 

[«3]=  9(*8)+6(j7)  — 4(139) 

ferner  mit  Huife  der  Tafeln 

(»M)  = — »[5]  + »[«3]-[»7] 

' (3«)  = -[5] 

und  hicraua  durch  Kiimination  von  [17]  und  Eioaetien  der  suvor  erhaltenen  Werthe  von  [3],  [13] 

(3*) -4- 1(168)  = («8)— (57)  — (139) 

Die  Elimination  von  (18)  hat  dann  die  neue  Bestimmung  ergeben 

[1]  = 11  (38)  + K>  (57)  + 7 («39)  + »4  («68) 

[5)=  7(3»)  + «*(j7)  + 4(i39)  + *4(«68) 

C*3j  = 9 (38)  + IJ  (57)  + 5 (»39)  + »8  («68) 

[«7]  = 4<3*)+  8(57) -4-1(139)  + 7(168) 

Nach  folgeweiser  Anwendung  der  Cotangentcn  117,  327,  882,  18543,  307,  278,  378,  829,  993,  2943,  447, 
606,  931,  1143»  *77*>  6118,  3+*°8.  44*79.  85353»  485*98.  *777*i  946^  33018»,  5257,  114669.  **943  *i*»d  cndlich. 
[2]  [5]  . . . [61 } durch  (5257),  (9466).  ..(485298)  ausgedrtickt  und  deren  Coefficienten  in  den  folgenden  Spal- 
ten  cusammengCBUdlt: 


1 5*57 

1 9466 

1 «1943 

1 34=0« 

I 44*79 

«5353 

1 * 14669  ! 

330181  | +85198 

t 

+ 1*05 

— 39« 

+ >950 

4-  «850 

+ 2021 

+ »97 

+ *4»4 

+ 1389 

4-  808 

5 

+ «656 

— »35 

+ «*5> 

4- 1091 

+ **93 

+ *13* 

4-  876 

820 

+ 477 

*3 

4-  ii» 

— »9* 

+ 1460 

+ *3»5 

+ >5*3 

•+-  *57° 

4-  >■** 

+ *o+o 

+ 605 

*7 

+ 875 

- **4 

+ 6c8 

+ 577 

+ 630 

+ 65* 

+ 463 

+ 433 

+ »5» 

*9 

+ «359 

“ *93 

+ 945 

+ 896 

+ 979 

4-  1016 

+ 7*9 

+ 673 

+ 39* 

37  1 

+ 590 

— 84 

+ 4*0 

+ 3*9 

+ 4«5 

+ 44* 

4-  311 

+ 19« 

+ >70 

4«  1 

+ M'° 

— 342 

+ «675 

+ «589 

+ *7l‘ 

4-  3801 

+ *»75 

+ **93 

4-  69+ 

53 

+ 994 

1 — 242 

+ 691 

+ ‘55 

+ 7*6 

+ 743 

4-  5*‘ 

+ 49» 

4- 186 

61 

+ «481 

1 — 35* 

+ «7«S 

+ «637 

+ *7&« 

+ **55 

+ »3*3 

4-  ***9 

+ 7*5 

Von  der  Hichtigkeit  dicter  Gleichungen , welche  tur  Beatimmuiig  von  [»]  [j].... (61)  dienen  kon- 
nen , fibenusugt  mun  tich  unmiiulbar  durch  die  tua  obigen  Tafeln  tich  ergebenden  Zcrlegungen 


4 
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(s*57)  = W + *W—  C«l]+  [«7]  • •—[♦']  ■ — [6‘] 

(»466)  =*[>]  . . . — C»93 — ilsf\  • • — [**) 

(«»943)  = t»]— ♦W+i[«j3  '•  • ■ • — [•«] 

(3410»)=  »[»]—  [5]— *[«3]+  [«7]+  M • • — >1jj] 

(44*79)  = 3[»]  • — 3[«3j  — *[«7]—  [19]  • + [33] 

.(>5353)=-  [*]—  W+  [»3]—  [>7]  • - [3?]  + * [+*)-  [53] 

(1146*9)  = — 3[»]  • • + [>7]  ■ + [37]  • + *[53] + »[*'] 

(330181)  = — 4[i]  + 5[s]+  [ij]  . + [19]—  [37]—  [♦■)  • + [*»] 

(4*5198)  = — i[i]—  [j]  + «[*3]  • — *t*9)+  [37]  • + [33] 


Die  von  don  Rechnern  bis  jetit  angcwandten  Arten  *ur  Bestimmung  von  ~ = (1)  stellt  Gauss  in 
der  folgenden  lebersicbt  zusammen 


Machin 

Eluse 

Veoa 

Veoa 

Rdthestord 
Dasb 
Galbs.  i. 
Gauss.  1. 


(1)  = 4(5)  — (139)  auch  Clause* 

— (a)  4*  (3)  (Eulxb  k Goldbacu  1746  Mai  18) 

= 5 (7)  4"  a (— ) (Veoa  Thesaurus  logar.  p.  633) 

= »(3)  4"  (7)  auch  Clause*  (Astr.  Nachr.  B.  »5.  S.  109) 
= 4(5)— (7o)  + (99)  (Philo».  Trans.  1841.  p.  »83) 

= (a)  4*  (5)  4*  (8}  (CaiLtE  Journal.  B.  27.  S.  198) 

* !*(*«)  4-  8 (57)  — 5 C*39) 

= 1 »(38)  4-  »o(57)  4-  7 (»39)  4-  »4 (» M) 


» 


Die  ersten  Rechnungen  ftlr  die  Tafeln  gehdren  der  Zeit  der  Ausarbeitung  der  Diaquiaa.  Arr . an, 
sie  sind  dann  besondcn  in  den  Jahren  1846  und  47  gefcrdert.  Am  ai.  Juli  1847  waren  2183  Zerlegungen 
oach  der  hier  wiedergegebenen  Ordnung  in  Tafeln  gcbracht,  die  Abrigcn  169  sind  sp&ter  bcrechnet.  and 
ich  habe  sie  diesem  Abdruck  (der  aich  vom  Original  in  der  Einrichtung  nur  durch  die  des  leichtern  Saties 
wegen  statt  derPotemen  angewandte  Schreibweise  der  Wiederholung  dor  Factoren  untrrscheidet)  mit  ein- 
geordnet. 

Die  Manuscripte  mit  dieeen  letzten  Rechnungen  scheinen  die  Resultate  in  der  Form  tu  cnthalten, 
wie  sie  unmittelbar  gefunden  wurden.  Die  Reihenfolge,  in  welcher  dabei  die  Zahlen  a auftreten,  lAast 
runnuthen,  d&ss  nur  ffor  die  kleinem  die  Theiler  von  00+ 1 u.  s.  f.  aufgesucht  wurden,  nnd  dans  die  grdssern 
Zahlen  aich  au*  diesen  durch  Anwendung  besonderer  Kunatgriffe  ergebeu  haben.  Aufgeaeichnet  ist  aber 
nur  folgende  Regel:  Aua  drei  Zahlen  a,  xa — n,  ia  n Jindet  aich  eine  vierfe 

•4fl>  — (*»»  — 3)« 
n«  + i 

Dirae  ia/  ii/wnrr  eine  yanz*  Zakl  fdr  n = o und  n = 1 , aonat  nur 


fdr  o=o  und  = + y/  — 1 mod(nn  + 1)  vrnh  n tferade 
und  /Hr  a = o und  = f v'  - 1 ined— 1 cenn  n ungeradr 


76 
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BeitpitU  a = »SJ,  n = 6,  I7S9JOT  '-^p.  pt:  .*  » ' . 

**•  £ . ***%■  m-  ’ 

*•  * : t» ^ 9v  ■ **^^7  *«••* 

;n  Zahl  gehfiren  ncmlich  ktine  andem  Primtheiler  ali  tu  deo  areteo  dreien  and  davotf  sind 
jenigen  ungeraden  Priratheilar  auagaachlosaen,  weicha  der  /ah:  n zugehflren.  * _ * 

..••***•*.  . •/.  rv;  • ■ ■ 

l)ie  llandschridcn  der  hier  abgcdruekben  Ahhandlungen  und  Tafeln  bleibcn  mit  dem  ttbrigen  Naeh- 
laue  vareinigl  and  werden  auf  der  Gottinger  ^hlTernUls  - Bibliothek  rar  Einsichi  zuginglich  aein. 

. 1 1 d • ’ * • * . . ».  Senana.  . . 

■ p ' ..  >•'  ;’*v  ^ F**, 

. * t \t  **  t • * /• 

.**»  ./#<*  • - ••  J«r ”> 


Zu  der  rierten 
auch  nur  diejenigen 
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GAUSS  WERKE  BAND  U.  HOHERE  ARITHMETIK. 


Abhandlungm. 


Theoremati*  arithmetici  demonstratio  nova 

tu»  Jnn.  ■ . 

Seite f 

Summutio  quarumdam  serierum  singularium 

isos  Au*,'?'. 

-T-  « 

Theorematis  fundamentalia  in  doctrina  de  residuis  quadratids  demonstrationes 
et  ampliationes  novae  

1.17  Febr.  . 

— 47 

Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Commentatio  prima 

iSJS  Apr.  . 

* 

— 65 

Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Commentatio  secunda  

IS31  Apr.  . 

— 6 3 

Anzsufen  eujner  Schriflm. 

Sumroatio  quarumdam  serierum  singularium  

ms  Sept  . 

— 155 

— 15« 

Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Comm.  1 

ms  April  . 

— 165 

Theotia  residuorum  biquadxaticorum.  Comm.  II »631  Apri)  . — t6» 

Anteigen  nicht  tigrtrr  8chr\ft/m. 
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NacMau.  •. 
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du  second  degre  1 • . . . — 200 

# De  nexu  inter  multitudinem  classium  in  qua»  .formae  binariae  secundi  gradus  distribuuntur 

eanunque  determinantem.  I.  II  . . X . — 200 
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Zur  Theone  der  biquadratischen  Reste.  L. . /VI  , f- — 313 

*Zur  Theorie  der  complexen  Zahlen.  I.  . . VI  .* — 307 
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